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دارد. ͳدرون ِ ساختار که میشود ͳبررس ͳنسبیت یِ ذره Έی ِ معادله-یِ-حرکت و تانه، لΎَرانژی،

میشود. ͳبررس معادله-یِ-حرکت و تانه بر آن ِ اثر و سرعت، به ساختار این یِ ͳΎ̃وابست

قراردادها 0

η و زمان t و َند، مان ِ چاربردار یِ مئلف̃ها ها rµ رفته. کار به [2] و [1] در که اند ان هم قراردادها

است: ([3] ͳُفسمین ِ ) Έمتری

r0 = t. (1)

ηµ ν = δµ ν − (1 + c2) δ0µ δ
0
ν . (2)

میدهم. نمایش τ با را ویژه-زمان و سیاه، ِ حروف با را (ͳفضای یِ مئلف̃ها (با ͳسه-مئلف̃ئ یِ بردارها

که ͳی شاخصها و ͳیونان ِ حروف با را میΎیرند را (3 تا 0 (از ͳفضا-زمان یِ مقدارها که ͳی شاخصها

ِ (مشتق سرعت میدهم. نمایش لاتین ِ حروف با را میΎیرند را (3 تا 1 (از ͳفضای یِ مقدارها فقط

با را ویژه-زمان) به نسبت مان ِ چاربردار ِ (مشتق سرعت ِ چاربردار و ،v با را زمان) به نسبت مان
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میدهم: نشان u

v =
d r

d t
. (3)

v0 = 1. (4)

u =
d r

d τ
. (5)

میشود دیده

u = γ v, (6)

است: [4] لُرِنتس ِ ضریب γ که

γ = (1− c−2 v · v)−1/2,

=
d t

d τ
. (7)

که است رˇشن

u · u = −c2. (8)

است. این (تانه) p با (انرژی) E یِ رابطه

E = c2 p0. (9)

تانه و لΎَرانژی 1

تبدیل ی (وقت است اسالر [5] پˇو͈نَره یِ تبدیلها ِ تحت ،[4] لُرِنتس ِ ضریب در ضرب لΎَرانژی

را (L) لΎَرانژی [2] ِ مثل شود). اعمال ͳخارج یِ میدانها و ،ͳدرون ِ ساختار سرعت، بر هم-زمان

مینویسم: (m) مئثر ِ جرم ِ حسب بر

L = −m c2 γ−1. (10)
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فضا-زمان به ͳΎ̃بست هستند. ͳدرون ِ ساختار و سرعت، ِ چاربردار فضا-زمان، ِ تاب΄ مئثر ِ جرم و لΎَرانژی

نشان W با را ͳدرون ِ ساختار و ،T با را ͳخارج یِ میدانها میΎیرم. ͳخارج یِ میدانها ِ طریق از را

که است چنان مئثر ِ جرم میدهم.

m[u′,W ′, T ′(r′)] = m[u,W, T (r)], (11)

(11) اند. [5] پˇو͈نَره یِ تبدیلها ِ تحت ِ-پریم بدون- یِ متغیرها یِ تبدیل-یافته پریم-دار یِ متغیرها که

است. مئثر) ِ جرم ِ اسالر-بودن (یا کنش یِ ͳَره-هموردایپˇو͈ن

ِ ضریب ِ طریق از لΎَرانژی است. لازم سرعت به لΎَرانژی یِ ͳΎ̃بست ِ دانستن تانه، یِ محاسبه یِ برا

از ͳΎ̃بست به است. مربوط سرعت به ͳدرون ِ ساختار ِ طریق از نیز و سرعت، ِ چاربردار و [4] لُرِنتس

ͳدرون ِ ساختار ِ طریق از ͳΎ̃بست به و آشار، یِ ͳΎ̃بست سرعت ِ چاربردار و [4] لُرِنتس ِ ضریب ِ طریق

میΎویم. نهان یِ ͳΎ̃بست

سرعت به لΎَرانژی ِ آشار یِ ͳΎ̃بست 1.1

از اند. وابسته v به هر-دˇ که است، u و γ ِ طریق از سرعت به لΎَرانژی ِ آشار یِ ͳΎ̃بست

∂ γ

∂ vi
= c−2 γ3 vi, (12)

میشود نتیجه

∂ γ−1

∂ vi
= −c−2 ui. (13)

∂ uα

∂ vi
= γ (δαi + c−2 uα ui). (14)

میشود دیده

−∂ uα

∂ vi
vi = −δαi ui − c−2 uα ui u

i,

= δα0 u0 − uα + c−2 uα u0 u
0 − c−2 uα (u · u), (15)

میدهد نتیجه که

−∂ uα

∂ vi
vi = γ (δα0 + c−2 uα u0). (16)
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مینم. تعریف چنین را h

hαβ = δαβ + c−2 uα uβ . (17)

است. صفر u بر و ،ͳهمان u بر عمود ِ بردار هر بر َش اثر ͳیعن است، u بر عمود یِ فضا بر افنش h

میشود دیده

∂ uα

∂ vi
= γ hαi , (18)

−∂ uα

∂ vi
vi = γ hα0 . (19)

سرعت به لΎَرانژی ِ نهان یِ ͳΎ̃بست 1.2

ِ تغییر ِ خاطر Wبه ِ تغییر یِ ͳبررس ِ راه Έی Wاست. ِ طریق از سرعت به لΎَرانژی ِ نهان یِ ͳΎ̃بست

W ِ تغییر از منظور شود. فرض ِ-سون چارچوب- یِ W Έی و v از ی تاب΄ W که است این v

میمانَد. ثابت ِ-سون چارچوب- یِ W که ست ی حالت در W ِ تغییر v ِ تغییر ِ خاطر به

که شود، تبدیل ṽ به v از سرعت گیرم

ṽ = v + δ v. (20)

که میشود، تبدیل X̃ به X صورت این در

X̃ = X+ δX+ o(δ v), (21)

انتظار ست. ͳخط میند تبدیل W̃ به را W ِ تانسر که ی عملΎر ست. ͳخط (δ v) به نسبت (δX) و

اسالرها و کند، حفظ را اسالر ِ ِ-ضرب حاصل- و ادغام، تانسری، ِ ِ-ضرب حاصل- تبدیل این میرود

(چاربردار) بردار را W شود. معلوم بردارها بر تبدیل این ِ اثر ست ͳکاف ترتیب این به ندهد. تغییر را

میدهم: نشان L با را چاربردارها با متناظر ِ تبدیل میΎیرم.

W̃ = LW. (22)
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[4] لُرِنتس ِ تبدیل Έی پس کند. حفظ را طول) نتیجه در (و ͳدرون ِ ِ-ضرب حاصل- است قرار L

پس، است. چاربردار هم u است.

ũ = Lu. (23)

میدهم: نشان e0 با را سون با متناظر سرعت ِ چاربردار و ،B(v) با را v ِ سرعت با متناظر ِ خیز

(e0)
α = δα0 . (24)

u = [B(v)] e0. (25)

است خیز Έی باشد صفر v ی وقت L که میΎیرم چنین است. لازم ͳی فرضها L ِ تعیین یِ برا

ِ فرض است. سازگار میند، تبدیل u به را e0 که ی خیز ،[B(v)] با ͳکل ِ حالت در و ندارد)، (دوران

واق΄ در هم دوم ِ فرض نیست. ممتاز ی دوران Ϳهی سون ِ حالت در که میشود موجه اینجا از اول

است. خیز ِ تحت تقارن ِ اعمال

ͳیعن است، خیز صفر ِ سرعت یِ برا L که این

W̃r = [B(vr)]Wr. (26)

با را سون با متناظر یِ تانسرها اگر ͳیعن [B(v)] با L یِ سازگاری است. سون با متناظر r ِ شاخص

اگر پس میشود. خیزانده [B(v)] با هم تانسˇرها این ِ تغییرات بخیزانم، [B(v)]

W = [B(v)]Wr, (27)

آنΎاه،

δW = [B(v)] δWr. (28)

میشود نتیجه (28) تا (26) از

L = [B(v)] [B(vr)] [B(v)]−1. (29)
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میشود دیده ،(25) و (23) با همراه این، از

[B(vr)] e0 = [B(v)]−1 [B(ṽ)] e0. (30)

تعریف (δ v) به نسبت ͳخط را l میشود. ͳهمان L و میشود، صفر هم vr شود صفر (δ v) ی وقت

که چنان مینم،

L = 1 + l+ o(δ v). (31)

از استفاده با

[B(v)]00 = γ, (32)

[B(v)]0i = c−2 γ vi, (33)

[B(v)]i0 = γ vi, (34)

[B(v)]ij = δij +
γ − 1

v · v
vi vj , (35)

میشود نتیجه

{[B(vr)] e0}0 = 1 + o(δ v). (36)

{[B(vr)] e0}i = (vr)
i + o(δ v). (37)

{[B(v)]−1 [B(ṽ)] e0}0 = 1 + o(δ v). (38)

{[B(v)]−1 [B(ṽ)] e0}i = γ

[
δ vi +

γ − 1

v · v
vi (v · δ v)

]
+ o(δ v). (39)

ترتیب، این به

vr = γ

[
δ v +

γ − 1

v · v
v (v · δ v)

]
+ o(δ v). (40)
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اینجا، از

l00 = 0. (41)

l0i = c−2 γ2 δ vi. (42)

li0 = γ2 δ vi. (43)

lij = c−2 γ2 (vi δ vj − vj δ v
i). (44)

از

δ vj = γ−1 δ uj − γ−2 uj δ γ, (45)

آن با هم-ارز یا

δ vj = c−2 γ−2 (uj δ u0 − u0 δ u
j), (46)

میشود نتیجه (44) تا (41) با همراه

lαβ = c−2 (uα δ uβ − uβ δ u
α). (47)

ترتیب، این به

δW = c−2 [u (W · δ u)− (u ·W ) δ u]. (48)

مینم. تعریف چنین را (δFW W ) است. W یِ برا [6] ف̃رمͳ-واک̃ر ِ انتقال ان هم این

δFW W = δW +
u (W · δ u)− (u ·W ) δ u

u · u
. (49)

با است هم-ارز (48) میشود دیده .[7] مثلَن شود، صفر δFW که است این [6] ف̃رمͳ-واک̃ر ِ انتقال

δFW W = 0. (50)
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نوشت: v به نسبت W ِ مشتق ِ شل به میشود را (48) یِ رابطه ،(14) از استفاده با

∂ Wα

∂ vi
= c−2 γ [uα Wi − δαi (u · W )]. (51)

میشود دیده جمله از

−vi
∂ Wα

∂ vi
= c−2 [−uα ui W

i + δαi ui (u ·W )],

= c−2 [uα u0 W
0 − uα (u ·W )− δα0 u0 (u ·W ) + uα (u · W )]. (52)

میدهد نتیجه که

−vi
∂ Wα

∂ vi
= c−2 γ [uα W0 − δα0 (u · W )]. (53)

انرژی و تانه 1.3

َند. چنین تانه یِ ͳزمان و ͳفضای یِ مئلف̃ها

pi =
∂ L

∂ vi
. (54)

p0 = L− pi v
i. (55)

ترتیب، این به

pi = m γ vi − c2 γ−1

(
∂m

∂ uβ

∂ uβ

∂ vi
+

∂m

∂ W β

∂ W β

∂ vi

)
. (56)

p0 = −m γ v · v + c2 γ−1

(
∂m

∂ uβ

∂ uβ

∂ vi
+

∂m

∂W β

∂ W β

∂ vi

)
vi −m c2 γ−1. (57)

میشوند اینها ،(53) و (51) و (16) و (14) از استفاده با

pα = muα − ∂m

∂ uβ
(c2 δβα + uβ uα) +

∂m

∂ W β
[(u ·W ) δβα − uβ Wα]. (58)

یِ تانه راست ِ طرف ِ سوم یِ جمله به و آشار، یِ تانه راست ِ طرف ِ اول یِ دˇ-جمله ِ مجموع به

باشد)، داشته شاخص Έی از (بیش باشد Έی از بیش یِ رتبه با ی تانسر ساختار اگر میΎویم. نهان
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با متناظر مثلَن میشود. ظاهر راست ِ طرف ِ سوم یِ جمله ِ شبیه جمله Έی آن ِ شاخص هر با متناظر

،W یِ ͳدˇ-شاخص ِ ساختار

∂m

∂ W β
[(u ·W ) δβα − uβ Wα] →

∂m

∂Wµ ν
(uσ Wσ

ν δµα − uµ Wα
ν + uσ Wµ

σ δ
ν
α − uν Wµ

α). (59)

حرکت یِ معادله 2

حرکت یِ معادله

Eα = 0 (60)

که است،

Eα =
∂ L

∂ rα
− d pα

d t
, (61)

،(10) از استفاده با یا،

γ Eα = −c2
∂m

∂ T

∂ T

∂ rα
− d pα

d τ
. (62)
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