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مستطیل Έی ِ درون پتانسیل
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را [1] لَپلَس یِ معادله مستطیل Έی ِ درون پتانسیل که میشود ͳبررس ِ-مرزی شرط- یِ مسئله این

است. صفر دیΎر یِ ضلعها بر و است، ناصفر و ثابت ی مقدار مستطیل ِ ضل΄ Έی بر میئاورˆد، بر

میشود. ͳبررس مرکز در و رئسها ِ Έنزدی پتانسیل ِ رفتار

مسئله ِ طرح 0

مستطیل ِ مرز بر و میئاورˆد، بر را [1] لَپلَس یِ معادله ،(0, a) × (0, b) مستطیل، Έی ِ درون ψ ِ تاب΄

شده: داده

(∇2 ψ)(x, y) = 0, [x ∈ (0, a)] ∧ [y ∈ (0, b)]. (1)

ψ(0, y) = 0, y ∈ (0, b). (2)

ψ(a, y) = 0, y ∈ (0, b). (3)

ψ(x, 0) = 0, x ∈ (0, a). (4)

ψ(x, b) = V, x ∈ (0, a). (5)
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حل یِ ͳدرس یِ کتابها از ی بسیار در مسئله این ست. ͳلَپلَس ∇2 و یˆند ͳدِکَرت ِ مختصات (x, y)

ِ روش به را پتانسیل اول اینجا شده. حل [2] از 2 ِ فصل مثلَن در هم مسئله یِ سه-بˇعدی ِ ش΋ل شده.

جواب ِ رفتار بعد میشود). انجام ͳدرس یِ کتابها در که ان (هم می΋نم حساب متغیرها یِ جداسازی

می΋نم. ͳبررس مرکز بر و رئسها ِ Έنزدی را ست) سری Έی ِ ش΋ل به (که

متغیرها یِ جداسازی با مسئله ِ حل 1

D با را هست) متغیر Έی فقط ی (وقت مشتق-گیری و ،Dj با را j ِ متغیر به نسبت مشتق-گیری

میدهم. بسط (D1)
2 یِ ویژه-بردارها ِ حسب بر را ψ میشود. جا-به-جا ∇2 با (D1)

2 میدهم. نشان

میدهم: نشان ϕλ با را λ ِ ویژه-مقدار با متناظر ِ ویژه-بردار

(D1)
2 ϕλ = λϕλ, (6)

میدهد نتیجه که

ϕλ(x, y) = C(y) cos(k x) + S(y) sin(k x). (7)

k =
√
−λ. (8)

صفر همه-جا ϕλ البته (و شود صفر ϕλ(b, y) که این می΋ند. صفر را C شود صفر ϕλ(0, y) که این

میدهد نتیجه نباشد)،

sin(k a) = 0. (9)

ترتیب، این به

k =
nπ

a
, (10)

میشود (D1)
2 یِ ویژه-بردارها ِ حسب بر ψ ِ بسط پس است. ͳنامنف و ΀صحی n که

ψ(x, y) =

∞∑
n=1

Sn(y) sin
nπ x

a
. (11)
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میΎذارم: (1) در را این
∞∑

n=1

{[
D2 −

(nπ
a

)2
]
Sn

}
(y) sin

nπ x

a
= 0. (12)

میدهد نتیجه (12) پس َند. خطͳ-مستقل متمایز یِ ویژه-مقدارها با متناظر (D1)
2 یِ ]ویژه-بردارها

D2 −
(nπ
a

)2
]
Sn = 0. (13)

ترتیب، این به

Sn(y) = Dn cosh
nπ y

a
+ En sinh

nπ y

a
. (14)

پس، می΋ند. صفر را Dn شود صفر ψ(x, 0) که این

Sn(y) = En sinh
nπ y

a
. (15)

ψ(x, y) =
∞∑

n=1

En sinh
nπ y

a
sin

nπ x

a
. (16)

میئایند: دست به (5) یِ رابطه از ها En

∞∑
n=1

En sinh
nπ b

a
sin

nπ x

a
= V. (17)

میئاورم: دست به را بسط ِ ضرایب و می΋نم استفاده (D1)
2 یِ ویژه-بردارها ِ تعامد ∫از a

0

dx sin
mπ x

a
sin

nπ x

a
=
a

2
δm,n. (18)

میشود نتیجه

a

2
Em sinh

mπ b

a
= V

∫ a

0

dx sin
mπ x

a
.

=
V a

mπ
[1− (−1)m]. (19)

ترتیب، این به

ψ(x, y) = V
∑
n∈O

4

nπ

(
sinh

nπ b

a

)−1

sinh
nπ y

a
sin

nπ x

a
, (20)

است. مثبت ِ فرد یِ عددها یِ مجموعه O که
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است ناپیوسته آن در پتانسیل که رئسی ِ Έنزدی 2

از و ،ͳنامنف (b− y) و x ͳیعن رئس این ِ Έنزدی است. ناپیوسته (x = 0, y = b) ِ رئس در پتانسیل

که َند Έناکوچ سری از ی جملات َند. کوچ΋تر ی خیل b و a

nπ x

a
& 1. (21)

ͳیعن این

nπ y

a
≫ 1. (22)

nπ b

a
≫ 1. (23)

ترتیب، این به

(
sinh

nπ b

a

)−1

sinh
nπ y

a
= exp

nπ (y − b)

a
+ · · · . (24)

پس،

ψ(x, y) = V
∑
n∈O

4

nπ

[
exp

nπ (y − b)

a

]
sin

nπ x

a
+ · · · , (25)

میدهد نتیجه که

ψ(x, y) =
4V

π
Im

∑
n∈O

Zn

n

+ · · · , (26)

که

Z = exp
π (y − b+ ix)

a
. (27)

ترتیب، این به

ψ(x, y) =
2V

π
Im

(
ln

1 + Z

1− Z

)
+ · · · . (28)
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پس است. Έنزدی Έی به Z میدهد نتیجه َند، Έکوچ (b− y) و x که این

ψ(x, y) =
2V

π
Im

(
ln

2

1− Z

)
+ · · · , (29)

به توجه با که

1− Z =
π (b− y − ix)

a
, (30)

میدهد نتیجه

ψ(x, y) =
2V

π
tan−1 x

b− y
+ · · · . (31)

مرزی ِ شرط این با است، (π/2) یِ زاویه با بͳ-پایان ِ قطاع Έی ِ درون پتانسیل ان هم غالب یِ جمله

باشد. V دیΎر ِ ضل΄ بر و صفر قطاع ِ ضل΄ Έی بر پتانسیل که

است پیوسته آن در پتانسیل که رئسی ِ Έنزدی 3

b و a از و ،ͳنامنف y و x ͳیعن رئس این ِ Έنزدی است. پیوسته (x = 0, y = 0) ِ رئس در پتانسیل

حالت، این در َند. کوچ΋تر ی خیل

ψ(x, y) = c V
x y

b2
+ · · · , (32)

که

c =
∑
n∈O

4nπ b2

a2

(
sinh

nπ b

a

)−1

. (33)

باشد، Έکوچ ی خیل یا بزرگ ی خیل (b/a) که ͳی حالتها در است. (b/a) ِ تاب΄ c که است رˇشن

میشود. ساده (33) ِ راست ِ طرف

است: برابر سری ِ اول یِ جمله با عملَن (33) ِ راست ِ طرف باشد، بزرگ ی خیل (b/a) اگر

c =
8π b2

a2
exp

(
−π b
a

)
+ · · · , b

a
≫ 1. (34)
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کرد: تبدیل انتΎرال به میشود را (33) ِ راست ِ طرف باشد، Έکوچ ی خیل (b/a) اگر

c = γ + · · · , (35)

که

γ =
2

π

∫ ∞

0

d s
s

sinh s
. (36)

میشود دیده

γ =
4

π

∑
j∈O

∫ ∞

0

d s s exp(−j s),

=
4

π

∑
j∈O

1

j2
, (37)

میدهد نتیجه که

γ =
π

2
. (38)

پس،

c =
π

2
+ · · · , , b

a
≪ 1. (39)

مرکز در 4

است: [x = (a/2), y = (b/2)] میشود دیده میدهم. نشان ψ0 با را مستطیل ِ مرکز در پتانسیل

ψ0 = V
∑
n∈O

2

nπ

(
cosh

nπ b

2 a

)−1

sin
nπ

2
. (40)

میشود. ساده باشد Έی با برابر یا Έکوچ ی خیل یا بزرگ ی خیل (b/a) ی وقت عبارت این

است: برابر سری ِ اول یِ جمله با عملَن (40) ِ راست ِ طرف باشد، بزرگ ی خیل (b/a) اگر

ψ0 =
4V

π
exp

(
−π b
2 a

)
+ · · · , b

a
≫ 1. (41)
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باشد، Έکوچ ی خیل (b/a) اگر

ψ0 = V
∑
n∈O

2

nπ
sin

nπ

2
+ · · · ,

=
2V

π
Im

∑
n∈O

in

n

+ · · · ,

=
V

π
Im

(
ln

1 + i

1− i

)
+ · · · , (42)

میدهد نتیجه که

ψ0 =
V

2
+ · · · , b

a
≪ 1. (43)

Έی بر پتانسیل که مرزی ِ شرط این با بͳ-پایان، ِ نوار Έی ِ وسط ِ پتانسیل ان هم غالب یِ جمله

باشد. V دیΎر ِ ضل΄ بر و صفر نوار ِ ضل΄

باشد، Έی (b/a) اگر سرانجام،

ψ0 = V
∑
n∈O

2

nπ

(
cosh

nπ

2

)−1

sin
nπ

2
. (44)

که مرزی ِ شرط این با مرب΄، Έی ِ مرکز در پتانسیل است. مرب΄ Έی ِ مرکز در پتانسیل ِ مقدار سری این

بر پتانسیل اینجا است. مرب΄ ِ اضلاع بر پتانسیل ِ مقدار ِ میانΎین باشد ثابت مرب΄ ِ ضل΄ هر بر پتانسیل

میشود: (V/4) مرکز در پتانسیل پس است. V ضل΄ Έی بر و صفر ضل΄ سه

ψ0 =
V

4
,

b

a
= 1. (45)
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