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میشود. ͳبررس ͳنسبیت یِ ͳاتم-Έت ِ کامل ِ گاز Έی یِ برا سرعت) (یا تانه ِ تواب΄ ِ میانΎین

میشوند. مطالعه بیشتر ِ تفصیل با سرعت، یِ اندازه و انرژی، تانه-در-سرعت، ِ ِ-ضرب حاصل-

ͳالΎچ و تندی، تانه، 1

که هست Xp Έی است، تانه از ی تاب΄ که X هر با متناظر میدهم. نشان z با را |z| و ،p با را تانه

X = Xp(p). (1)

که چنان مینم، تعریف تانه از ی تاب΄ را (تندی) α ِ پارامتر

p = cm sinh[αp(p)]. (2)

ξ فقط ِ تاب΄ [Xp(ξ)] ͳیعن این است. تانه یِ اندازه فقط از ی تاب΄ X گیرم است. ذره ِ جرم m که

مینم. تعریف چنین را Xα صورت این در است.

X = Xα(α). (3)
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ͳیعن این

Xα ◦ αp = Xp. (4)

یا،

Xα = Xp ◦ (αp)
−1. (5)

اما نیست. خُش-تعریف ها Xp یِ همه یِ برا راست، ِ طرف خاطر ین هم به نیست. تاب΄ (αp)
−1 البته

است: تاب΄ |(αp)
−1|

|(αp)
−1| = cm sinh . (6)

است. خُش-تعریف (5) ِ راست ِ طرف است، ξ فقط ِ تاب΄ [Xp(ξ)] ی وقت پس

با متناظر یِ ͳالΎچ ρp و تانه، با متناظر یِ ͳالΎچ ρp میدهم. نشان ρz با را z با متناظر یِ ͳالΎچ

و میئاید. دست به (p = ξ) یِ مجموعه بر [ρp(ξ)] از انتΎرال-گیری با [ρp(ξ)] است. تانه یِ اندازه

باشد، ξ فقط ِ تاب΄ [ρp(ξ)] اگر

ρp(ξ) = 4π ξ2 ρp(ξ). (7)

است: ρα هم تندی با متناظر یِ ͳالΎچ

[ρα(λ)] dλ = [ρp(ξ)] d ξ. (8)

که،

λ = αp(ξ). (9)

،ͳیعن

ξ = cm sinhλ. (10)
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ترتیب، این به

ρα(λ) = cm (coshλ) ρp(cm sinhλ) (11)

باشد، ξ فقط ِ تاب΄ [ρp(ξ)] اگر و

ρα(λ) = 4π (cm)3 (coshλ) (sinh2 λ) ρp(ξ̂ cm sinhλ). (12)

است. یه ِ بردار Έی ξ̂ که

است، تانه از ی تاب΄ X ی وقت میدهم. نشان ⟨X⟩ با را X یِ ͳچشمداشت ِ مقدار

⟨X⟩ =
∫

d3 ξ [ρp(ξ)]Xp(ξ). (13)

باشد، تانه یِ اندازه فقط ِ تاب΄ X اگر و

⟨X⟩ =
∫

dλ [ρα(λ)]Xα(λ). (14)

ͳالΎچ و انرژی 2

ملول هر با متناظر یِ ͳالΎچ ،ͳاتم-Έت یِ ملولها با (ͳناکوانتم) Έکلاسی ِ کامل ِ گاز Έی یِ برا

است. چنین

ρp = Np exp(−β hp). (15)

شده.) پوشیده چشم اتم یِ ͳدرون ِ ساختار (از است. تانه فقط ِ تاب΄ که است، ملول هر یِ انرژی h

همچنین،

β =
1

kB T
. (16)

است: بهنجارش ِ ثابت Έی هم Np ست. دما T که

N =
1

Zp
. (17)

Zp =

∫
d3 ξ exp[−β hp(ξ)]. (18)
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است، تانه از ی تاب΄ X ی وقت

⟨X⟩ = 1

Zp

∫
d3 ξ {exp[−β hp(ξ)]}Xp(ξ). (19)

جمله، از

⟨h⟩ = − 1

Zp

dZp

dβ
. (20)

است)، چنین اصولَن (که باشد ملول آن یِ تانه یِ اندازه فقط ِ تاب΄ مˇلول هر یِ انرژی اگر

ρα(λ) = Nα (coshλ) (sinh2 λ) exp[−β hα(λ)]. (21)

است: بهنجارش ِ ثابت Έی Nα که

Nα = 4π (cm)3 Np. (22)

البته، و

Nα =
1

Zα
. (23)

Zα =

∫ ∞

0

dλ (coshλ) (sinh2 λ) exp[−β hα(λ)]. (24)

است، تانه یِ اندازه فقط از ی تاب΄ X ی وقت ترتیب، این به

⟨X⟩ = 1

Zα

∫ ∞

0

dλ (coshλ) (sinh2 λ) {exp[−β hα(λ)]}Xα(λ). (25)

جمله، از

⟨h⟩ = − 1

Zα

dZα

dβ
. (26)

است. چنین تانه با انرژی یِ رابطه ،m ِ جرم به بͳ-ساختار ای ذره یِ برا

h =
√
c2 p · p+ c4 m2. (27)
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ترتیب، این به

ρp(ξ) = Np exp(−β
√

c2 p · p+ c4 m2). (28)

همچنین،

h = c2 m coshα. (29)

پس،

ρα(λ) = Nα (coshλ) (sinh2 λ) exp(−c2 mβ coshλ). (30)

میدهم: نشان v با را سرعت

vp(p) =
∂ [h(p)]

∂ p
. (31)

ترتیب، این به

v =
c2 p√

c2 p · p+ c4 m2
. (32)

v =
c2 p

h
. (33)

v = c tanhα. (34)

میانΎینها 3

تانه یِ اندازه فقط از ی تاب΄ X اگر میئاید. دست به (19) از ⟨X⟩ است، تانه از ی تاب΄ X ی وقت

آورد. دست به (25) از میشود را ⟨X⟩ باشد،

تانه-در-سرعت 3.1

ترتیب، این به است. تانه از ی تاب΄ سرعت در تانه یِ ͳدرون ِ ِ-ضرب حاصل-

⟨p · v⟩ =
∫

d3 ξ [ρp(ξ)] ξ · vp(ξ). (35)
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میشود که

⟨p · v⟩ = Np

∫
d3 ξ {exp[−β hp(ξ)]} ξ · ∂ [hp(ξ)]

∂ ξ
. (36)

پس،

⟨p · v⟩ = −Np

β

∫
d3 ξ ξ · ∂ {exp[−β hp(ξ)]}

∂ ξ
,

= −Np

β

∫
d3 ξ

∂

∂ ξ
· {ξ exp[−β hp(ξ)]}

+
Np

β

∫
d3 ξ

(
∂

∂ ξ
· ξ

)
exp[−β hp(ξ)],

= −Np

β

∮
[(d2 S)(ξ)] · ξ exp[−β hp(ξ)]

+
3Np

β

∫
d3 ξ exp[−β h(ξ)]. (37)

ترتیب، این به است. صفر میشود، بینهایت ͳکاف ِ سرعت با بینهایت در hp که این ِ فرض با اول، یِ جمله

⟨p · v(p)⟩ = 3Np

β
Zp. (38)

،ͳیعن که

⟨p · v(p)⟩ = 3 kB T. (39)

یِ رابطه تانه، به انرژی یِ ͳΎِبست شل آن به رسیدن یِ برا و است. هم-پارش یِ قضیه ان هم این البته

نیست. لازم هم دارد، ͳΎبست تانه یِ اندازه فقط به انرژی که این حتا یا ،(27)

انرژی 3.2

میشود دیده کرد. حساب (26) از میشود را انرژی ِ میانΎین

Zα =

∫ ∞

0

dλ (coshλ) (sinh2 λ) exp(−c2 mβ coshλ). (40)

یا،

Zα = −dW

dx
. (41)
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که،

x = c2 mβ. (42)

W =

∫ ∞

0

dλ (sinh2 λ) exp(−x coshλ). (43)

مینویسم. چنین را (43) یِ رابطه

W = S2(x). (44)

که،

Sn(x) =

∫ ∞

0

dλ (sinhn λ) exp(−x coshλ). (45)

میشود دیده ([1] مثلَن (از

Sn(x) =
1√
π

(
2

x

)n/2

Γ

(
n+ 1

2

)
Kn/2(x). (46)

ترتیب، این به است. ν یِ مرتبه از ِ-دوم نُ΄- ِ دگرگون ِ [2] بِس̃ل ِ تاب΄ Kν و ست گاما ِ تاب΄ Γ که

W = x−1 K1(x). (47)

میدهد نتیجه که

Zα = x−2 K1(x)− x−1 K ′
1(x). (48)

میشود نتیجه (48) و (26) از است. X ِ مشتق X′ که

⟨h⟩ = (c2 m)
2x−3 K1(x)− 2x−2 K′

1(x) + x−1 K′′
1(x)

x−2 K1(x)− x−1 K ′
1(x)

. (49)

میشود دگرگون، ِ [2] بِس̃ل یِ معادله از استفاده با که،

⟨h⟩ = c2 m

x

(x2 + 3)K1(x)− 3xK′
1(x)

K1(x)− xK ′
1(x)

. (50)
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یا،

⟨h⟩ = (kB T )
(x2 + 3)K1(x)− 3xK′

1(x)

K1(x)− xK ′
1(x)

. (51)

،x ِ بزرگ و Έکوچ یِ مقدارها یِ برا [Kν(x)] ِ رفتار از استفاده با جمله، از

⟨h⟩ = (c2 m) +
3 kB T

2
+ · · · , x ≫ 1. (52)

⟨h⟩ = 3 kB T + · · · , x ≪ 1. (53)

یˆند. (ͳفرانسیبیت) دما-یِ-زیاد و (ͳنانسبیت) دما-یِ-کم به-ترتیب، یِ، حدها (53) و (52) ِ روابط

ست. دما ِ حسب بر انرژی ِ میانΎین ِ نمودار 1 ِ شل
⟨h⟩
c2 m

kB T

c2 m

5

1

17

2

15

دما ِ حسب بر انرژی ِ میانΎین :1 ِ شل

اند. شده ͳبررس هم [3] در اینها
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سرعت 3.3

آورد: دست به (34) و (25) از استفاده با میشود را سرعت یِ) (اندازه ِ میانΎین

⟨v⟩ = c V

Zα
. (54)

که،

V =

∫ ∞

0

dλ (sinh3 λ) exp(−c2 mβ coshλ). (55)

پس،

V = S3(x). (56)

میدهد نتیجه که

⟨v⟩ = c S3(x)

Zα
. (57)

،ͳیعن

⟨v⟩ = c

√
8

π

x−3/2 K3/2(x)

x−2 K1(x)− x−1 K ′
1(x)

. (58)

،x ِ بزرگ و Έکوچ یِ مقدارها یِ برا [Kν(x)] ِ رفتار از استفاده با جمله، از

⟨v⟩ =
√

8 kB T

πm
+ · · · , x ≫ 1. (59)

⟨v⟩ = c+ · · · , x ≪ 1. (60)

یˆند. (ͳفرانسیبیت) دما-یِ-زیاد و (ͳنانسبیت) دما-یِ-کم به-ترتیب، یِ، حدها (60) و (59) ِ روابط



I ͳنسبیت ِ کامل یِ گازها ِ Έسینتی ١٠

ست. دما ِ حسب بر سرعت ِ میانΎین ِ نمودار 2 ِ شل
⟨v⟩
c

kB T

c2 m

5

1

دما ِ حسب بر سرعت ِ میانΎین :2 ِ شل

پانوشتها 4
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