
X1-009 (2002/05/09)

������ � ��	 
� �
 �� � ��� �� �������
��� ���


mamwad@mailaps.org ���� ����

�� ���� �� 	
�� �
���� � ��� �� � ��� �� � ���� � ���
� �� ��	�� �!"��

#	��$� ��� �� %&�'� �� ��!
� (
 )	*� ��

����� 0

��� �� �� m � ��	 
 �k �� 
����� ��� �l ��� ���������� � ��� �� �  !���"� � �#$
�%� �� ��&
' (��)* ��� +�� 
����� ��� �
�,'�- � �����	 � �#$ "� �� ��� .����/�
,�� +�,� �#$ �� ,0�12� �� �30 
 ���& ���
 �#$ � ��
� �� 42$ �F �� 
	�,! �� 
���

�,%5- ��#&,� � 6��70

F = k Δl, �1�

Δl �%�  �� 8�� 
��� . �� ��������� �  9,: ��  ;<� ��#$ � �������=* Δl 5- �� ��
�� 
����� ��� ��&
' ���� 
%��,��� .�&,� 
>#' Δl �%�  �� �,�$ 
 ��&,�  ;?'
� @�A 5,30 �B���� .2k ,�  �� ����� �l/2 � ��� ,� 
 5,�"� � C12' 
 D#	 ,� � �#$
l/2 � ��� �� ��,�' � �#$ 
�  �� 
$,� E�
�
' �,� �� ��	
� �� ,0�#$ � ���' �� ��  ��

 ���,3� 5�F� �  9,: �� 7�<�� �� 5,#A� 7��F� G��
� H� �� �6�3I' 
 7�#� ��� ��



��& ��<� �����	 � �#$ "� �� �� � 7<	 �� ,05,��� J

i l/j � ��� �� � �#$ �� ��� �B���� +�� � 7�3)* ,� .7�<��#� �� �#$ �0 �� ��� ,0
��� � ��,)*
. �� j k/i � �#$+�#A �� 
����� ��� ��&
' ��K)' ����� L�MN j 
 i 5- �� ���
�I��� � �� 5- � ��� H� �����O � C�,* �#$ �� 
����� ��� �� +�� H� ��,>��� ,� ��,I����
 �,P 5,�"� � C12' 
 D#	 ,� �� ,0�#$ � ��� 
 
����� ��� � Q��R� N,: ��&
'

E ��

k l = T. �2�

.��- 
' �� RF& +�� �� �1� �� �1��� S��N +�� �� . �� 
��� � D#	 H� T �  �,P

F = T
Δl

l
. �3�

�� 
 ����  ��� B,� �� ,0�1��� 70 H,� �7���/� ��� �� �� �K�' "� TU ?' ��#$ �� ,	 �� �%�
EV1W 5- � C12' �  :,<' �� �K�' �VaW X�,��� 
�' � Q��R� N,: ,�  �� ����� T  9,: +��

T = Y A, �4�

. �� 5- � C12' �  :,<' A 
 ��K�' �VaW X�,��� 
�' Y 5- �� ��

�  9, : �� � # $ � � � " � H� � 1 2 � 5- �� � K N, $ , � �� &
 ' �� � # $ H� � 1 2 � � 0
�� ,���� �� 42$ �#$ �%� .7�0�
' 5,�� x ,� �� �KN,$ +�� .��� Y��' �#$ �� ���������
�� �12� "� ,* x �� �12� �� �KN,$ � +��)* ,� �#$ �  �)�
 ��#�  ��: ��! �� 
9��
x + z(x) ,� �� �KN,$ +�� .��&
' ��K)' �,0 x �� �30 �� �H� ��� �#$ �� ,���� ��  �,P
.��,)* �  9,: ��  ;<� x �� �12� � 5,F'�� ��=* ,�  �� ����� z(x) 
#)� �7�0�
' 5,��
�� z(x) � 5��
- ���� G�0 ������	 � �#$ "� �� ��)�"� �  ��: �� �KZ<' �� DO
��  �� � �#$ ���&
' 
���� ,	+�� �� �� � 7�<�� . �� �z(x, t) ,�� 5,'H � �<:
. �� RN
M � ��	 �� �� �12� �� 5- � �/�� � �� 
 ���&  �,P �x = 0� 5- � �� "�

.�#�
'  ��: �#$ � ��! �� ,���� �� �6�3I' +��
�� .7 ��
-
'  �� � � 8#� �� ��# ���'� $ , � ��  ��: �� � 9�, )' �1 � 8�� ��

���� �� ��: �� ,0 9,: 3 � 8�� �� .7�#�
' Q,<: �� ,0�'-D��[�
 2 � 8��
,� 7�<�� � 5������2* ,� �� m � M �  9,: �� ��,O � �'-D� 4 � 8�� �� 
 \7�#�
'

.7��
-
'  �� �� ���H- �� �	�� "� ,� � 7�<��



] X1-009 (2002/05/09)
'�! �3M'

��� �� �	
��� 
 ��� 1

+�� � ����� ��=* . �� x + Δx 
 x �� �12� � +�� �� ����/� ��� �� �� �#$ H� � 8��
��������� �  9,: ��  ;<� 8��

Δz = z(x + Δx) − z(x) �5�

D O . �� k l/(Δx) �� 
 � � ��� �� � , � � � # $ � R ? ' � # $ H� 8 � � + �� . ��
��&
' 5- � R�<�,�O�� �^���

ΔU =
1
2

(
k l

Δx

)
[z(x + Δx) − z(x)]2,

=
1
2

T

[
z(x + Δx) − z(x)

Δx

]2

Δx. �6�

��&
' R� � R�<�,�O�� �^��� ,	+�� H�

U =
∫ l

0

dx
1
2

T

(
∂z

∂x

)2

. �7�

8�� +�� � ��	 . �� ∂z/∂t � �� x + Δx 
 x � +�� �� �#$ H� � 8�� �  6��

Δm =: ρ Δx �8�

E �� �#$ �� 
'�	 �� 
9,/A ρ �� � ��

ρ =
m

l
. �9�

��&
' 8�� +�� �� 
�;#	�� �^��� ,	+�� H�

ΔKs =
1
2

ρ

(
∂z

∂t

)2

Δx, �10�

��&
' �#$ � R� �� 
�;#	�� �^��� 


Ks =
∫ l

0

dx
1
2

ρ

(
∂z

∂t

)2

. �11�

�  6�� .7<	 �� 
�;#	�� �^��� �� �$,�� �� ���2' +�� ��&
' R� �� 
�;#	�� �^���
��&
' R� �� 
�;#	�� �^��� DO .∂z(l, t)/∂t ,�  �� ����� 7<	



��& ��<� �����	 � �#$ "� �� �� � 7<	 �� ,05,��� _

K =
1
2

M

[
∂z(l, t)

∂t

]2

+
∫ l

0

dx
1
2

ρ

(
∂z

∂t

)2

. �12�

�� , ` # ' R � �� 
 � ; # 	�� �^� �� , �  �� � ��� � 7 0 7 � < � � + �� �� �[ ��� %B
ER� � R�<�,�O�� �^���

L = K − U, �13�

5- � 8#� 


S =
∫

dt L. �14�

E7�#�
' Q,<: �� z ��  ;<� 8#� � a��
 � ��: �� �9�,)' � 5��
- ���� �� ���

δS =
∫

dt

{
M

∂z(l, t)
∂t

δ

[
∂z(l, t)

∂t

]

+
∫ l

0

dx

[
ρ

∂z

∂t
δ

(
∂z

∂t

)
− T

∂z

∂x
δ

(
∂z

∂x

)] }
. �15�

7����

z(0, t) = 0, �16�




δz(x, t1) = δz(x, t2) = 0, �17�

, � 
 ��b @	���b @	 �� ���%���/��� , � . �� �14� �� ���%���/��� �� ��:,� [t1, t2] ��
��16� 
 �15� H� ��,>���

δS =
∫

dt

{[
−M

∂2z(l, t)
∂t2

− T
∂z(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=l

]
δz(l, t)

+
∫ l

0

dx

[
−ρ

∂2z

∂t2
+ T

∂2z

∂x2

]
δz

}
. �18�



c X1-009 (2002/05/09)
'�! �3M'

 ��: �� �9�,)'

δS

δz(x, t)
= 0 �19�

��&
' �� � ��

− ρ
∂2z

∂t2
+ T

∂2z

∂x2
= 0, 0 < x < l, �20�




− M
∂2z

∂t2
− T

∂z

∂x
= 0, x = l. �21�

���70 ����#&,O,� � 4�M'"� �� �9,F�� � d�' "� �� �9�,)'� �20� � R�<���>���� �9�,)'
.��� 7�<�� +�� �  ��: �� ,0�9�,)' ��21� 
 �16� �� �H�' �� ,0e�& ,�

����������
 2

�� ,0�	
 ��&
' DO ��#�<0 ���
, � 5,'H�� ,2� �� �  M* 
 �
1!  ��: �� ,0�9�,)'
�� 7�<�� �� 
)�;�

zω(x, t) := e−i ω t Zω(x) �22�

��&
' �I��� . $�%

ρ ω2 Zω + T
d2Zω

dx2
= 0, 0 < x < l, �23�

@�� 


Zω(0) = 0, �24�




M ω2 Zω − T
dZω

dx
= 0, x = l. �25�

� �'-D� ,� X#0-70 � C�,* "� Zω ��  �� 5- �23� �� �I���

α =
ω

c
�26�



��& ��<� �����	 � �#$ "� �� �� � 7<	 �� ,05,��� f

�� � �� x H�

c :=

√
T

ρ
�27�

g�#�� H� � Q�h' C�,* +�� ��  �� 5- �24� �� �I��� . �� d�' � �,���� �  6��
E ��

Zω = B sin α x. �28�

��&
' �I��� �25� H� ��,I����

M ω2 sinα l − α T cosα l = 0, �29�

,�

α l tan α l − m

M
= 0. �30�

���� .�#�-
'  �� �� ,0�'-D��[�
 �26� H� ��,>��� ,� 
 �H,I' �� ,0 α �9�,)' +�� H�
E��� ��<<% ,0�'-D��[�
 +�� �� ��&
'

n
π c

l
< ωn <

(
n +

1
2

)
π c

l
, �31�

. �� 
>#',� 
 L�MN n ��

��� �� ���	�� 3

�� ��,� � RF& ��&
' 
� ��: �� ,0 9,: �� . �� ��;	�� �i �� �9�,)' "� �30�
E $,� �9�,)' +�� �� ,0���� �� ���

E";� � 5,3<�� �i

m

M

1
α l

� 1. �32�

��&
' �I��� . �� �>N �� "��@� tan α l  9,: +�� ��

αn l = n π + βn, �33�



j X1-009 (2002/05/09)
'�! �3M'

���*�* +�� �� . �� "A�� βn ��

n π βn + β2
n +

n π

3
β3

n +
1
3

β4
n + O(β5

n) =
m

M
, �34�

� 4<� H� 5- �� ��

tan(n π + y) = y +
y3

3
+ O(y5) �35�

� �
� �� �K3	
� H� ��,>��� ,� .����/� ��� �� �� n �= 0 �  9,: �
� . �� ��& ��,>���

$,� 70  ��[�,* � 4<� � �
� �� �K3	 5,&� 5��
- ���� �� ��� ��� �34� � kA � G��

��&
' �I��� � ��

βn =
1

n π

m

M
− 1

(n π)3
( m

M

)2

+ · · · . �36�

��  �� 5- ����2* �� 
���� 
#)�� βn � 5���"A�� � e�& ��&
' ����

m

M
� n, �37�

���&
' ,0�'-D��[�
 ,	+�� H� .��&
' �*�� ���2* ���& �*l�@� n �A 70 


ωn =
c

l

[
n π +

1
n π

m

M
− 1

(n π)3
( m

M

)2

+ · · ·
]

,

=

√
k

m

[
n π +

1
n π

m

M
− 1

(n π)3
( m

M

)2

+ · · ·
]

. �38�

�#$ "� �� ,0�'-D��[�
 ,�  �� ����� Cm�
 �� 
 � ��M H� R2�<' �K3	 +�9
� ��[�
��
. ��  �,P 5- � ��
� �� �5,3<�� ,��
��&
' �I��� �34� H� �n = 0 �� ���

β2
0 =

m

M
− 1

3

( m

M

)2

+ · · · . �39�

��  �� 5- ���2* �� 
���� � e�& ,	+�� ��

m

M
� 1. �40�

 &�� ��&
' �� �39� S��N +�� ��

β2
0 =

m

M + (m/3) + · · · , �41�



��& ��<� �����	 � �#$ "� �� �� � 7<	 �� ,05,��� n

��&
' �I��� 5- H� ��

ω2
0 =

k

M + (m/3) + · · · . �42�

.��&
' m H� R2�<' �'-D� +�� �7���/� ��� �� �� d��' � �
� �� �K3	 42$ ,	+�� �%�
7<	 � �?Z' � ��	 ��  �� 5- �#$ � 5��������	 � �P� +�9
� ���%
' 70 �
� �� �K3	
. �� 7<	 � ��! � ��	 H� 8�� �#$ � ��	 � ��� "� �� �H���� �� ���,O � �'-D� �� ����

E";� � 7<	 �ii

m

M

1
α l

� 1. �43�

��&
' �I��� . �� l�@� � R�! tan α l  9,: +�� ��

αn l =
(

n +
1
2

)
π − γn, �44�

��&
' �30� ���*�* +�� �� . �� "A�� γn ��

tan γn =
M

m

[(
n +

1
2

)
π − γn

]
, �45�

,�

γn + O(γ3
n) =

M

m

[(
n +

1
2

)
π − γn

]
, �46�

5- H� ��

γn =
(

n +
1
2

)
π

[
M

m
−

(
M

m

)2

+ · · ·
]

. �47�

��  �� +�� �,0 γn � 5���"A��� ���2* �� 
���� � e�& ��&
' ���� ,	+�� H�

n
M

m
� 1, �48�

,U#3� 


M

m
� 1, �49�

���&
' ,0�'-D��[�
 .��&
' �*�� n � 8��@$� ,� ���2* 




o X1-009 (2002/05/09)
'�! �3M'

ωn =
(

n +
1
2

)
π

[
1 − M

m
+

(
M

m

)2

+ · · ·
]

c

l
,

=
(

n +
1
2

)
π

1
1 + (M/m) + · · ·

√
k

m
,

=
(

n +
1
2

)
π

√
k

m + 2M + · · · . �50�

, � � �� � ��� � C m�
 �� 
 �� �� M H� R 2 � < ' , 0+ �� �� �� 2 * + � 9
� �� �� &
 ' �� ��
���)� � ���2* �� . �� H,� a p �� "� 
 ��<� a p �� "� �� � �#$ �� ,0�'-D��[�

� $,�� 5- � � 7<	 � ��	 � � ��� �
� �� �H�� �� � � 
# ) � ���&
' qTN� � # $ � ��	 42$

.��&
'

�
��� �� ���
 �� �� � � !"# 
 $���% � ����� 4

�� �9�,)' � R: � 5
��� � �*��,� � a
� �� �� ��,O � �'-D� ��&
' ��&,� ";� �#$ �%�
,* �� 7�<�� �� 
�;#	 
 R�<�,�O �� ,0�^��� ��,� +�� �� ��� .��
-  �� �� 70 �����,O
�#$ � ��� �� 
%����� ��&,� �>N m �%� .7��
-
'  �� �� m ��  ;<� �
� �� �;*�'

�� �H���� �� 
� 
��� S��N +�� � ��i �� 5�A ���&
'  !���"�

ΔF =
∂z

∂x

∣∣∣∣
x2

− ∂z

∂x

∣∣∣∣
x1

�51�

�� 
��� 
 ������ ��	 8�� +�� ,'� .��&
' ���
  �� x2 
 x1 � +�� �� �#$ H� � 8�� ��
�DO .�&,� �>N ��,� 5- �� ���


∂z

∂x
= const. �52�

,� ,0�'-D� +�� 5�A ����r%
' �,#� �� ��,O�� �i �� ,0�'-D� s�$ +�� �� ��#� �	�*�
�. �� +F3' 70 �,�H �� ,0Q,�& ,0�'-D� +�� ,�  ��: �� 
 ���&
' �,�H m � 80,�

�m = 0 � �: �� �#$ � (K��' �� ,0�12� �� 
�,	��,	 DO

z(x, t) = ζ(x, t) :=
x

l
X(t) �53�



��& ��<� �����	 � �#$ "� �� �� � 7<	 �� ,05,��� tu

�m �= 0 �  9,: �� . �� ��, ) * �  9,: � �  ;< � 7<	 �� 
 �,	� �,	 X � � � ��
��&
' 
�,	��,	

z(x, t) =: ζ(x, t) + δz(x, t), �54�

,U#3� . �� "� 7� � �� �� �	�� H� �m ��  ;<� δz ��

δz(0, t) = δz(l, t) = 0. �55�

�����/��� 5�A .��&
' Q,<: 
%��,��� "� �� �;*�' ,* 7�<�� �� 
�;#	�� �^���
�� �;*�' ,* 
�;#	�� �^��� �� �;�,M' �� ��� � �� �m ,� ��,#�'� ρ � R',& �11� ��

E7����� �>N �� �;*�' ,* �� z  �� 
$,� "�

Ks =
∫ l

0

dx
1
2

ρ

[(
∂ζ

∂t

)2

+ · · ·
]

=
∫ l

0

dx
1
2

ρ

[(x

l

)2
(

dX

dt

)2

+ · · ·
]

=
1
2

m

3

(
dX

dt

)2

+ · · · . �56�

,	+�� H�

K =
1
2

(
M +

m

3

) (
dX

dt

)2

+ · · · . �57�

.���� 
%��<� 7<	 �� 
�,	��,	 �� 42$ 
�;#	�� �^��� �"� �� �;*�' ,* ��&
' ����
��54� H� ��,>��� ,� .��-
'  �� �� �7� H� R�<�,�O�� �^���

U =
∫ l

0

dx
1
2

T

[(
∂ζ

∂x

)2

+ 2
∂ζ

∂x

∂δz

∂x
+ · · ·

]
, �58�


 �53� H� . �� "� 7� � �� �� �;*�' H� m ��  ;<� δz �� ��& ��,>��� +�� H� 5- �� ��
 ;<� "� �� �;*�' �� �K3	DO . �� �>N �
� �� �K3	 � ���/��� ��&
' �I��� �55�

E �� �>N m ��

U =
∫ l

0

dx
1
2

T

[(
∂ζ

∂x

)2

+ · · ·
]

,
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'�! �3M'

=
1
2

k X2 + · · · . �59�

R�<�,�O�� �^��� ,� ����� m ��  ;<� "� �� �;*�' ,* ��#$ � R�<�,�O�� �^��� ��&
' ����
� � 42 $ 7 0 �^� �� + �� ��[ �
� � . �� k �� 
 ����� ��� 5, 3 0 , � ��	
 � � # $ " �
�� �	�� "� ,� 42$ 7<	 �  ��: �;*�' +�� ,* DO .���� 
%��<� 7<	 �� 
�,	��,	

.��&
'Y��' �X� ���H-
�� M ��  �� +�� ��	
� � �#$ ��  ;<� ���=*,`#* �m ��  ;<� "� �� �;*�' ,* DO

��&
' ��,O � �'-D� �I��� �� .��&
' qTN�M + (m/3) � RF&

ω0 =

√
k

M + (m/3) + · · · , �60�
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