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ال΋ترˇمغناطیس یِ مسئله چند در بیضوی ِ مختصات
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و Έترˇستاتی΋ال در مقدارِمرزی یِ مسئله چند ِ حل یِ برا و میشود، ͳمعرف بیضوی ِ مختصات

میرود. کار به Έمغناطُستاتی

مقدمه 0

تعریف ش΋ل این به (x, y) یِ ͳدکَرت ِ مختصات یِ رو از (u, v) یِ بیضوی ِ مختصات بعد، دˇ در

میشود.

x = c sinhu cos v,

y = c coshu sin v, (1)

(0 ≤ u < ∞, v ∈ V) میشود را (u, v) یِ گستره است. مثبت) (و ثابت ی پارامتر c آن در که

که است (2π) یِ پهنا به ای بازه V که گرفت، (−∞ < u < ∞, (−π/2) ≤ v ≤ (π/2)) یا

،ͳبیض u = constant یِ خمها اول، ِ حالت در است. بسته دیΎر ِ طرف از و باز طرف Έی از
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و ،ͳنیمبیض u = constant یِ خمها دوم، ِ حالت در اند. ͳرب΄�ِهذلول v = constant یِ خمها و

یِ نقطه�ها ͳمختصات یِ خمها این یِ کانونها دوحالت، هر در اند. ͳنیمهذلول v = constant یِ خمها

اند. (x = 0, y = ±c)

میشود ͳاقلیدس ِ Έمتری

ds2 := dx2 + dy2,

=D2(u, v) (du2 + dv2), (2)

آن در که

D2(u, v) := c2 (cosh2 u− sin2 v),

= c2 (sinh2 u+ cos2 v). (3)

میشود ͳلَپلَس این�جا از

∇2 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

=
1

D2(u, v)

(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
. (4)

بر Έمتری ِ ش΋ل ͳیعن [1]؛ است همدیس (x, y) یِ ͳدکَرت ِ مختصات به نسبت ،(u, v) ِ مختصات

میدهد نتیجه این دˇبعد، در .ͳدکَرت ِ مختصات در Έمتری ِ ش΋ل با است متناسب مختصات، این ِ حسب

از که ،ͳدکَرت ِ مختصات در ͳلَپلَس ِ ش΋ل با است متناسب هم (u, v) ِ مختصات در ͳلَپلَس ِ ش΋ل

میشود. دیده هم بالا یِ رابطه

ِ مختصات ِ اساس بر تعریف دˇنوع، هر در می΋نند. تعریف بیضوی ِ مختصات نوع دˇ بˇعد، سه در

یِ استوانه�ای ِ مختصات یِ رو از (u, ϕ, v) ِ مختصات ،(΁پ) اول ِ نوع در است. ساده�تر استوانه�ای

میشود. تعریف چنین (ρ, ϕ, z)

ρ = c coshu sin v,

z = c sinhu cos v. (5)

(−∞ < u < ∞, 0 ≤ v ≤ (π/2)) یا ،(0 ≤ u < ∞, 0 ≤ v ≤ π) میشود را (u, v) یِ گستره

v = یِ رویه�ها و اند، ΁پ ِ دوار یِ بیضیΎونها u = constant یِ رویه�ها اول، ِ حالت در گرفت.
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یِ نیمبیضیΎونها u = constant یِ رویه�ها دوم، ِ حالت در ی΋پارچه. یِ نیمهذلولیΎونها constant

از ،ͳمختصات یِ رویه�ها این ی΋پارچه. یِ هذلولیΎونها v = constant یِ رویه�ها و اند، ΁پ ِ دوار

یِ دایره یِشان کانونها یِ دورانیافته که م�ͳآیند دست به ͳی هذلولیها یا بیضیها (ِ z (حˇل�ِمحورِ ِ دوران

است. (ρ = c, z = 0)

میشود Έمتری

ds2 := dρ2 + ρ2 dϕ2 + dz2,

=D2(u, v) (du2 + dv2) + c2 cosh2 u sin2 v d2ϕ, (6)

میشود ͳلَپلَس و

∇2 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

=
1

D2(u, v)

(
1

coshu

∂

∂u
coshu

∂

∂u
+

1

sin v

∂

∂v
sin v

∂

∂v

)
+

1

c2 cosh2 u sin2 v

∂2

∂ϕ2
. (7)

چنین (ρ, ϕ, z) یِ استوانه�ای ِ مختصات یِ رو از (s, ϕ, t) ِ مختصات (کشیده)، دوم ِ نُ΄ در

میشود. تعریف

ρ = c sinh s sin t,

z = c cosh s cos t. (8)

یِ بیضیΎونها s = constant یِ رویه�ها .(0 ≤ s < ∞, 0 ≤ t ≤ π) میشود (s, t) یِ گستره

ͳمختصات یِ رویه�ها این دˇپارچه. یِ نیمهذلولیΎونها t = constant یِ رویه�ها و اند، کشیده ِ دوار

اند. (ρ = 0, z = ±c) یِ کانونها با ͳی هذلولیها و بیضیها (ِ z (حول�ِمحورِ یِ دورانیافته

میشود Έمتری

ds2 := dρ2 + ρ2 dϕ2 + dz2,

=F 2(s, t) (ds2 + dt2) + c2 sinh2 s sin2 t dϕ2, (9)
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که

F 2(s, t) := c2(cosh2 s− cos2 t),

= c2(sinh2 s+ sin2 t). (10)

میشود ͳلَپلَس

∇2 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

=
1

F 2(s, t)

(
1

sinh s

∂

∂s
sinh s

∂

∂s
+

1

sin t

∂

∂t
sin t

∂

∂t

)
+

1

c2 sinh2 s sin2 t

∂2

∂ϕ2
. (11)

ِ حل علت ین هم به است. ͳجداشدن کردیم تعریف که ی مختصات نُ΄ سه در [2] لَپلَس یِ معادله

است. ساده مختصات این با Έمغناطُستاتی و Έترˇستاتی΋ال یِ مسئله�ها ی بعض

ِ نوار یِ ͳمغناطیس ِ میدان رسانا، ِ نوار یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان 1

نوار یِ راستا در جریان با رسانا

ِ میدان اند: مربوط هم به مسئله دˇ این ضمنَن اند. دˇبعدی بنابراین دارند، ͳانتقال ِ تقارن مسئله�ها این

اول یِ مسئله در نقطه همان در ͳ΋تری΋ال ِ میدان یِ دورانیافته دوم، یِ مسئله در نقطه هر در ͳمغناطیس

.[3] است نوار بر عمود یِ صفحه در (π/2) یِ اندازه به

رسانا ِ نوار یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان 1.1

را ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل یا میدان میخواهیم دارد. λ یِ ͳطول ِ چΎال�ͳی�ِبار ،(2 c) یِ پهنا به رسانا ی نوار

کنیم. حساب

این در میΎیریم. z ِ محور را نوار ِ محور و ،(x = 0,−c ≤ y ≤ c) ِ پاره�خط را نوار ِ مقط΄

[2] لَپلَس یِ معادله مقط΄�ِنوار ِ پاره�خط ِ بیرون که است، y و x از ی تاب΄ ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل صورت

م�ͳآورد: بر را

∇2Φ = 0, (x ̸= 0 ∨ |y| > c). (12)
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یِ رو را v و بΎیریم ͳنامنف را u است بهتر مسئله، این یِ (برا .u = 0 با است متناظر بالا ِ پاره�خط

یِ شرطها باید پتانسیل پس .(2π) ِ طول به ای )ناحیه
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
Φ = 0, u > 0, (13)

و

Φ(u = 0, v) = Φ0 (14)

باشد: ((2π) یِ دˇره (با دˇره�ای v به نسبت باید پتانسیل علاوه، به آورˆد. بر را

Φ(u, v + 2π) = Φ(u, v). (15)

است. لازم هم u → ∞ در پتانسیل ِ رفتار نیست، ͳکاف پتانسیل ِ به�دست�آوردن یِ برا شرط�ها این

میرسد. نظر به باردار یِ میله Έی ِ شبیه نوار بزرگ، یِ ها ρ در که کرد حساب این�جا از میشود را این

پس

Φ ≈ − λ

2π
ln

ρ

ρ0
, ρ → ∞. (16)

داریم و ،u → ∞ ͳیعن ρ → ∞ اما ایم.) گذاشته Έی را ϵ0)

ρ ≈ c eu

2
, ρ → ∞. (17)

م�ͳشود نتیجه آن از که

Φ ≈ − λ

2π
u+ constant, u → ∞. (18)

ِ بسط v به نسبت میشود را Φ اند. ͳکاف Φ ِ تعیین یِ برا ،(18) و ،(15) ،(14) ،(13) یِ رابطه�ها

داد: [4] فوریه

Φ =
∞∑

k=−∞

αk(u) exp(i k v), (19)

میشود نتیجه آن از )که
d2

du2
− k2

)
αk(u) = 0. (20)

معادله�ها این ِ جواب

αk(u) = βk exp(|k|u) + γk exp(−|k|u), k ̸= 0,

α0(u) = γ0 + β0 u (21)
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میشود نتیجه (18) ِ شرط از است.

βk = 0, k ̸= 0, (22)

و

β0 = − λ

2π
. (23)

میشود پتانسیل بنابراین

Φ = − λ

2π
u+ γ0 +

∑
k ̸=0

γk exp(−|k|u) exp(i k v). (24)

میدهد نتیجه (14) یِ مرزی ِ شرط

γk = 0, k ̸= 0. (25)

اینجا از

Φ = − λ

2π
u+ γ0. (26)

،(18) و (14) یِ شرطهای�ِمرزی به توجه با که است آن رابطه این ِ به�دست�آوردن یِ برا ساده�تر ِ راه Έی

یِ قضیه به توجه با شود، پیدا ی جواب اگر بΎیریم. u فقط ِ تاب΄ اول از را پتانسیل ،(13) یِ معادله و

خاهد مˇردِنظر ِ جواب همان این ،[5] دیری΋له یِ مرزی ِ شرط با [2] لَپلَس یِ معادله ِ جواب یِ ͳتای�Έی

.([6] از 1 ِ (فصل بود

یِ رابطه�ها از هم u ندارد. هم ͳ΋فیزی ِ اهمیت و نمیشود، تعیین (26) ِ راست ِ طرف ِ ثابت ِ مقدار

م�ͳآید: دست به y و x ِ حسب بر (1)

x2

c2 sinh2 u
+

y2

c2 cosh2 u
= 1. (27)

بود. [5] دیری΋له یِ مرزی ِ شرط با مسئله Έی ِ ش΋ل به بالا یِ مسئله بیضوی، ِ مختصات از استفاده با

مخلوط مسئله یِ مرزی ِ شرایط صورت آن در اما کرد، ͳبررس هم ͳدکَرت ِ مختصات با را مسئله این میشد

.[7] نُیمان نوار ِ بیرون نوار یِ درصفحه ،[5] دیری΋له ب�ͳنهایت در و نوار یِ رو میشد:

م�ͳآید: دست به ͳبه�ساده�گ هم ͳ΋تری΋ال ِ میدان

E =
λ

2π
∇u. (28)
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میشود بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ و است صفر Ex نوار)، یِ (رو u = 0 در جمله از

σ(y) = sgn(x)Ex(x, y)|x→0,

= sgn(x)
λ

2π c cos v
,

=
λ

2π
√

c2 − y2
. (29)

مقدار این ِ دˇبرابر کل ِ چΎال�ͳی�ِبار است؛ نوار ِ طرف هر ِ چΎال�ͳی�ِبار چΎال�ͳی�ِبار، این که دارید توجه

λ چون باشد، هم باید که است، λ نوار ِ مقط΄ یِ رو عبارت این ِ انتΎرال میشود دیده ͳبه�ساده�گ است.

است. بار یِ ͳطول یِ ͳالΎچ

بر نوار ِ ظرفیت پس است. بینهایت بینهایت، با نوار ِ اختلاف�ِپتانسیل میدهد نشان (26) یِ معادله

است. صفر طول

حامل�ِجریان ِ نوار یِ ͳمغناطیس ِ میدان 1.2

یِ مئلفه نوار، یِ رو کنید فرض بΎیرید. نظر در را I ِ جریان ِ حامل و (2 c) ِ طول به رسانا ی نوار

اَبˆررسانا نوار که است ی وقت است، چنین که ی (یΈحالت است. صفر ͳمغناطیس ِ میدان ِ عمودبرنوار

دست به قبل یِ مسئله یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان یِ رو از ͳمغناطیس ِ میدان این صورت این در است.)

:[3] م�ͳآید

B =
I

λ
ẑ×E,

=
I

2π
ẑ×∇u, (30)

ایم. گذاشته 1 را µ0 و است، (28) یِ رابطه یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان E که

م�ͳآید: دست به ͳسطح ِ جریان یِ ͳالΎچ ،(29) با مشابه

Js(y) = ẑ
I

2π
√
c2 − y2

. (31)

ِ دˇبرابر کل ِ چΎال�ͳی�ِجریان است؛ نوار ِ طرف هر از گذرنده ِ چΎال�ͳی�ِجریان هم، چΎال�ͳی�ِجریان این

است. مقدار این
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شده برداشته آن از یΈنوار که ͳی رسانا یِ صفحه 2

این ͳ΋تری΋ال یِ مسئله شده. برداشته آن از (2 c) یِ پهنا به ی نوار که بΎیرید نظر در را ͳی رسانا یِ صفحه

ِ (جهت است. بیرون ِ طرف به صفحه بر عمود n̂ که است، E0 n̂ نوار از دور ͳ΋تری΋ال ِ میدان که است

ͳمغناطیس ِ میدان که است آن هم�ارز یِ ͳمغناطیس یِ مسئله است). متفاوت صفحه ِ دˇطرف در بردار این

هم به ͳبه�ساده�گ هم دˇمسئله این است. نوار ِ محور با موازی ی بردار t̂ که است، B0 t̂× n̂ نوار از دور

.[3] میشوند تبدیل

یِ صفحه این ِ شامل که بΎیرید نظر در را ی سیستم اند؟ شده انتخاب مرزی یِ شرطها این چرا

ِ میدان باشد. ی΋نواخت صفحه ِ طرف هر در و ش΋اف از دور ͳ΋تری΋ال ِ میدان و باشد، ش΋افدار

یِ مئلفه است. ی�Έنواخت صفحه ِ طرف هر در ش΋اف، از دور و صفحه یِ ͳ΋نزدی در ͳ΋تری΋ال

پس دارد. عمودی یِ مئلفه فقط رسانا یِ رو ͳ΋تری΋ال ِ میدان چون است، صفر میدان این یِ ͳمماس

ِ میدان Έی با است برابر و است، صفحه بر عمود ش΋اف) از (دور صفحه ِ دˇطرف ِ ی�Έنواخت ِ میدان

دارد، صفحه بر عمود یِ مئلفه فقط که ی میدان یِ اضافه به است) ͳ΋ی صفحه ِ دˇطرف (که میان�گین

است: ساده اول ِ میدان با شرط�ِمرزی یِ مسئله ِ جواب است. دیΎر ِ طرف یِ قرینه طرف Έی در و

این�جا که است ی چیز دوم یِ مسئله است). میدان همان با برابر (و ی΋نواخت همه�جا ͳ΋تری΋ال ِ میدان

میشود. ͳبررس

صفحه یِ سو هر در ش΋اف از دور ͳمغناطیس ِ میدان کنید فرض هم، ͳمغناطیس یِ مسئله ِ مˇرد در

ِ میدان این یِ عمودبرصفحه یِ مئلفه میشود معلوم بالا ِ استدلال با مشابه ی استدلال با باشد. ی΋نواخت

در ی΋سان ِ میدان Έی به میشود را دورازش΋اف ِ میدان پس است. ی΋سان صفحه ِ دˇطرف ی΋نواخت،

ِ یΈطرف در اخیر ِ میدان این که کرد، تجزیه ΀سط با موازی ِ میدان Έی یِ اضافه به صفحه ِ دوطرف

ِ محور بر ضمنَن ͳمغناطیس ِ میدان عملَن�دˇبعدی، یِ مسئله�ها در است. دیΎر ِ طرف یِ قرینه صفحه

ش΋اف). از دور فقط نَه (همه�جا، است عمود ش΋اف

شده برداشته آن از یΈنوار که ͳی رسانا یِ صفحه یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان 2.1

دˇت΋ه نوار ِ خاطر به (که رسانا یِ صفحه صورت این در میΎیریم. قبل ِ بخش ِ ش΋ل همان به را نوار

است بهتر بار (این .v = (π/2) و v = (−π/2) با است معادل بیضوی ِ مختصات در است) شده
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که است این مرزی یِ شرطها .((−π/2) ≤ v ≤ (π/2) و −∞ < u < ∞ بΎیریم

Φ = 0, (v = −π

2
∨ v =

π

2
), (32)

و

Φ ≈ −E0|x|, (x2 + y2) → ∞. (33)

که م�ͳآید دست به این�جا از اخیر ِ شرط

n̂ = sgn(x) x̂. (34)

میشود. چنین v به نسبت Φ یِ [4] فوریه ِ (32)بسط ِ شرط از استفاده با

Φ =

∞∑
k=1

αk(u) sin
[
k
(π
2
− v
)]

. (35)

آنجا، از و آورˆد، بر را (20) باید αk میشود نتیجه آورˆد، بر را [2] لَپلَس یِ معادله باید Φ که این از

αk(u) = βk exp(k u) + γk exp(−k u). (36)

میدهد نتیجه (33) ِ شرط

βk = 0, k ̸= 1,

γk = 0, k ̸= 1, (37)

و

β1 = −cE0

2
,

γ1 = −cE0

2
. (38)

پس،

Φ = −cE0 coshu cos v, (39)

از cos v و م�ͳآید دست به (27) از coshu که
x2

c2 cos2 v
− y2

c2 sin2 v
= −1. (40)

میشود هم ͳ΋تری΋ال ِ میدان

E = cE0 ∇(coshu cos v). (41)
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م�ͳآید: دست به بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ ،(29) با مشابه

σ(y) = sgn(x)Ex(x, y)|x→0,

= sgn(x)E0
coshu

sinhu
,

= E0
|y|√
y2 − c2

. (42)

ی΋نواخت یِ ͳالΎچΈی ِ انتΎرال و |y| = R تا ͳالΎچ این ِ انتΎرال ِ اختلاف میشود دیده ͳبه�ساده�گ

میΎراید. صفر به R → ∞ در ،(|y| = R تا y = 0 (از

شده برداشته آن از یΈنوار که ͳی رسانا یِ صفحه یِ ͳمغناطیس ِ میدان 2.2

به مسئله است، صفر ͳمغناطیس ِ میدان یِ عمودی یِ مئلفه رسانا یِ رو که این ِ فرض با هم این�جا

:[3] میشود تبدیل قبل یِ مسئله

B = cB0 ẑ×∇(coshu cos v). (43)

م�ͳآید: دست به (41) ِ شبیه هم ͳسطح ِ جریان یِ ͳالΎچ .t̂ = ẑ که داریم توجه

Js(x) = ẑB0
|y|√
y2 − c2

. (44)

ی΋نواخت یِ ͳالΎچΈی ِ انتΎرال و |y| = R تا ͳالΎچ این ِ انتΎرال ِ اختلاف میشود دیده هم این�جا

میΎراید. صفر به R → ∞ در ،|y| = R تا

رسانا ِ یΈقرص یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان 3

کنیم. حساب را آن یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان میخاهیم است. Q ِ بار ِ حامل c ِ شعاع با رسانا ِ قرص Έی

بیضوی ِ مختصات در قرص میΎیریم. مختصات ِ مبدیٔ را آن ِ مرکز و ،z = 0 یِ صفحه در را قرص

که است این مسئله یِ مرزی ِ شرایط .u = 0 م�ͳشود

Φ = Φ0, u = 0, (45)

و

Φ → 0, (ρ2 + z2) → ∞. (46)
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یِ معادله پتانسیل ،(u > 0) قرص ِ بیرون شود. Q قرص ِ کل ِ بار که باشد چنان باید Φ0 ضمنَن

در گرفت. ϕ از مستقل میشود را پتانسیل اند، سمت�ͳ-متقارن مرزی ِ شرایط چون م�ͳآورد. بر را لَپلَس[2]

صورت، )این
1

coshu

∂

∂u
coshu

∂

∂u
+

1

sin v

∂

∂v
sin v

∂

∂v

)
Φ = 0. (47)

بیضوی ِ مختصات ِ حسب بر ،(46) ِ شرط کرد. جدا v و u ِ مختصات به نسبت میشود را پتانسیل

میشود

Φ → 0, u → ∞. (48)

میΎیریم: پتانسیل یِ برا vمستقل�از یِ نهاده Έی پس نیستند. v ِ تاب΄ مرزی یِ شرطها که میشود )دیده
1

coshu

∂

∂u
coshu

∂

∂u

)
Φ = 0. (49)

دارد: خطͳ-مستقل ِ جواب دو معادله این

P̃0(u) := 1,

Q̃0(u) := tan−1(sinhu). (50)

م�ͳآورˆد، بر را (48) و (45) یِ شرطها که ی جواب

Φ = Φ0

[
1− 2

π
tan−1(sinhu)

]
,

=
2Φ0

π
cot−1(sinhu) (51)

کرد: استفاده قرص از دور یِ فاصله�ها در پتانسیل ِ رفتار از میشود ،Φ0 ِ به�دست�آوردن یِ برا است.

Φ ≈ 2Φ0

π sinhu
,

≈ 4Φ0

π eu
. (52)

است، Q قرص ِ بار چون اما

Φ ≈ Q

4π
√
ρ2 + z2

,

≈ Q

2π c eu
. (53)
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این�جا، از

Φ0 =
Q

8 c
, (54)

و

Φ =
Q

4π c
cot−1(sinhu). (55)

است. شده تبدیل (z, ρ) به (x, y) آن در که م�ͳآید، دست به (27) با مشابه ای رابطه از u

میشود ͳ΋تری΋ال ِ میدان

E =
Q

4π c coshu
∇u, (56)

میشود بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ آن یِ رو از و

σ =
Q

4π c
√
c2 − ρ2

. (57)

م�ͳآید: دست به قرص ِ ظرفیت (54) از سرانجام،

C = 8 c. (58)

یΈقرص یͳکه رسانا یِ صفحه نزدیͳ΋یِ ال΋تریͳ΋در ِ میدان 4

شده برداشته آن از

دور ͳ΋تری΋ال ِ میدان شده. برداشته آن از c ِ شعاع به ی قرص که بΎیرید نظر در رسانا یِ صفحه Έی

ِ تُجیه است. صفحه ِ بیرون ِ طرف به و صفحه بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n̂ که است، E0 n̂ قرص، از

دیده ،3 ِ بخش با مشابه مختصات ِ انتخاب با است. 2 ِ بخش ِ بحث ِ شبیه مرزی ِ شرط این ِ اهمیت

یِ شرطها باید پتانسیل میشود

Φ = 0, v =
π

2
, (59)

و

Φ ≈ −E0 |z|, (ρ2 + z2) → ∞ (60)

باید پتانسیل ضمناً ایم. گرفته 0 ≤ v ≤ (π/2) و −∞ < u < ∞ را (u, v) یِ گستره آورد. بر را

از مستقل میشود را پتانسیل اند، سمتͳ-�متقارن مرزی ِ شرایط چون و آورد، بر هم را [2] لَپلَس یِ معادله
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ِ مختصات ِ حسب بر ،(60) یِ مرزی ِ شرط م�ͳآورد. بر را (47) پتانسیل صورت این در گرفت. ϕ

میشود بیضوی

Φ ≈ −cE0 | sinhu| cos v, |u| → ∞. (61)

(v به نسبت دیΎری و u به نسبت ی Έی) دیفرانسیل ِ عملΎر دˇ ِ مجموع (47) ِ چپ ِ طرف ِ عملΎر

بسط دˇ این ِ همزمان یِ ویژه�بردارها ِ حسب بر م�ͳشود را پتانسیل پس میشوند. جابه�جا هم با که است،

داد:

Φ =
∑
µ

Uµ(u)Vµ(v), (62)

)که
1

coshu

d

du
coshu

d

du

)
U = µU(

1

sin v

d

dv
sin v

d

dv

)
V = −µV. (63)

ِ تغییرِمتغیر با دوم، یِ معادله

ξ := cos v (64)

میشود: تبدیل [8] لُژاندر یِ معادله ]به
(1− ξ2)

d2

dξ2
− 2ξ

d

dξ

]
V = −µV. (65)

باید باشد، داشته صفر) در صفر و 1 در خُشرفتار (یا ±1 در خُشرفتار یِ جوابها معادله این که این یِ برا

ش΋ل این به میشود را (62) پس .([6] از 3 ِ (فصل است ͳنامنف و ΀صحی ی عدد l که ،µ = l(l+1)

کرد. ͳبازنویس

Φ =
∞∑
l=1

ζl(u) Pl(cos v), (66)

از استفاده با است. [8] لُژاندر یِ چندجمله�ای Pl که

P1(ξ) = ξ, (67)

فقط (66) ِ راست ِ طرف در میشود نتیجه (61) از ،[8] لُژاندر یِ چندجمله�ایها یِ ͳخط ِ استقلال نیز و

است: غیرِصفر l = 1 یِ جمله

Φ = ζ1(u) cos v, (68)
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باید ζ1 )که
1

coshu

d

du
coshu

d

du

)
ζ1 = 2ζ1 (69)

دارد: خطͳ-مستقل ِ جواب دˇ بالا یِ معادله آورد. بر را

P̃1(u) := sinhu,

Q̃1(u) := 1 + sinhu tan−1(sinhu). (70)

پس، بΎیریم. Q̃1 از ی مضرب باید را ζ1 میشود نتیجه (61) یِ مرزی ِ شرط از

Φ = −2 cE0

π
[1 + sinhu tan−1(sinhu)] cos v. (71)

میشود ͳ΋تری΋ال ِ میدان این�جا از

E =
2 cE0

π
∇{[1 + sinhu tan−1(sinhu)] cos v}, (72)

میشود (z → 0 در E · ẑ sgn(z) ͳیعن) بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ و

σ =
2E0

π

(
c√

ρ2 − c2
+ tan−1

√
ρ2 − c2

c

)
. (73)

E0 ِ ی�Έنواخت یِ ͳالΎچ ِ انتΎرال با چΎال�ͳی�ِبار این ِ انتΎرال ِ اختلاف داد نشان میشود ͳبه�ساده�گ

میΎراید. صفر به R → ∞ در ،R ِ شعاع تا (ρ = 0 (از

Έی که ͳی رسانا یِ صفحه یِ ͳ΋نزدی در ͳمغناطیس ِ میدان 5

شده برداشته آن قرصاز

قرص از دور ͳمغناطیس ِ میدان کنید فرض و بΎیرید، نظر در را قبل ِ بخش یِ مسئله یِ هندسه همان

صفحه ِ بیرون یِ ناحیه میشود. صفر میدان ِ ΀عمودبرسط یِ مئلفه ΀سط یِ رو و است، B0 sgn(z) x̂

گرفت: اس΋الر ِ پتانسیل Έی ِ مشتق را ͳمغناطیس ِ میدان میشود آنجا پس است. ساده�همبند

B = −∇ΦM, v ̸= π

2
. (74)

یِ مرزی یِ وشرطها ،[2] لَپلَس یِ معادله پتانسیل این

ΦM ≈ −cB0 coshu sin v cosϕ sgn(z), |u| → ∞, (75)
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و
∂ΦM

∂v

∣∣∣∣
v=(π/2)

= 0 (76)

(75) یِ مرزی ِ شرط از صورت این در داد. فوریه[4] ِ بسط ϕ به نسبت را پتانسیل میشود م�ͳآورد. بر را

است: متناسب cosϕ با پتانسیل میشود نتیجه

ΦM = Ψ(u, v) cosϕ. (77)

اینجا از آورد. بر را لَپلَس[2] یِ معادله باید ΦM(
1

coshu

∂

∂u
coshu

∂

∂u
+

1

sin v

∂

∂v
sin v

∂

∂v
− cosh2 u− sin2 v

cosh2 u sin2 v

)
Ψ = 0. (78)

)یا
1

coshu

∂

∂u
coshu

∂

∂u
+

1

cosh2 u
+

1

sin v

∂

∂v
sin v

∂

∂v
− 1

sin2 v

)
Ψ = 0. (79)

Ψپس میشوند. جابه�جا هم با که است، دیفرانسیل ِ عملΎر دˇ ِ مجموع چپ ِ طرف ِ عملΎر هم این�جا

داد: بسط دˇعملΎر این ِ همزمان یِ ویژه�حالتها ِ حسب بر میشود را

Ψ =
∑
µ

Xµ(u)Yµ(v), (80)

)که
1

coshu

d

du
coshu

d

du
+

1

cosh2 u

)
X = µX(

1

sin v

d

dv
sin v

d

dv
− 1

sin2 v

)
Y = −µY. (81)

میشود: تبدیل [8] لُژاندر ِ Έمرتبه�ی�ِی یِ وابسته یِ معادله به دوم یِ معادله ،(64) ِ تغییرِمتغیر ]با
(1− ξ2)

d2

dξ2
− 2 ξ

d

dξ
− 1

1− ξ2

]
Y = −µY. (82)

نسبت زُج و ξ = 1 در خُشرفتار ِ جواب (یا ξ = ±1 در خُشرفتار ِ جواب معادله این که این یِ برا

صورت این در .[6] از 3 ِ (فصل است ͳنامنف و ΀صحی l که ،µ = l(l + 1) باید باشد، داشته (ξ به

نوشت. چنین میشود را (80)

Ψ =
∞∑
l=1

ηl(u) P
1
l (cos v), (83)

از استفاده با است. 1 یِ مرتبه از [8] لُژاندر یِ وابسته ِ تاب΄ P1
l که

P1
1(ξ) =

√
1− ξ2, (84)
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در میشود نتیجه (75) از ،(m = 1 جمله m(از یِ مرتبه از ِ [8] تابعهای�ِلُژاندر یِ ͳخط ِ استقلال نیز و

است: غیرِصفر l = 1 یِ جمله فقط (83) ِ راست ِ طرف

Ψ = η1(u) sin v, (85)

باید η1 )که
1

coshu

d

du
coshu

d

du
+

1

cosh2 u

)
η1 = 2 η1 (86)

دارد: خطͳ-مستقل ِ جواب دو بالا یِ معادله آورد. بر را

P̃1
1(u) := coshu,

Q̃1
1(u) := tanhu+ coshu tan−1(sinhu). (87)

پس، بΎیریم. Q̃1
1 از ی مضرب باید را η1 میشود نتیجه (75) یِ مرزی ِ شرط از

Ψ = −2 cB0

π
[tanhu+ coshu tan−1(sinhu)] sin v, (88)

آنجا از و

ΦM = −2 cB0

π
[tanhu+ coshu tan−1(sinhu)] sin v cosϕ. (89)

میشود ͳمغناطیس ِ میدان ترتیب این به

B =
2 cB0

π
∇{[tanhu+ coshu tan−1(sinhu)] sin v cosϕ}. (90)

میشود هم ͳسطح ِ جریان یِ ͳالΎچ

Js = ẑ×B sgn(z)|z→0, (91)

کرد. ساده (73) با مشابه را آن میشود که
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