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I لΎَرانژی یِ فرمولبندی و تقارن
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ی سیستم در نُت̃ری ِ ِ-تقارن مولد- هر میشود داده نشان میشود. ͳبررس ِ-حرکت ثابت- و تقارن

و مینجامد؛ ͳمˇضع ِ ِ-حرکت ثابت�- Έی به ،Έی ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از ِ کنش Έی با متناظر

به ،Έی ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از ِ کنش Έی با متناظر ی سیستم در ͳمˇضع ِ ِ-حرکت ثابت�- هر

مینجامد. نُت̃ری ِ ِ-تقارن مولد- Έی

ͳمˇضع ِ کنش 1

(ͳحقیق یِ عددها یِ (مجموعه R از مشتق�پذیر) و پیوسته ِ ) تاب΄ Έی با که میΎیرم نظر در را ی سیستم

هر میΎویم. مسیر Έی تابعها این از Έی هر به میشود. تُصیف پیربندی) یِ (فضا مجموعه Έی به

ها qi به است. تحول یِ پیوسته ِ پارامتر (زمان) t ست. {[i, t; qi(t)] | (i, t)} یِ مجموعه Έی مسیر

یِ معادله با ی تحول سیستم این یِ برا میΎویم. سیستم یِ ͳدینامی یِ متغیرها

∀ (i, t) : Ei(t, q) = 0 (1)
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ͳی تابعیها ها Ei و ست، ها qi یِ برا ͳکل ِ نماد Έی q م�ͳنویسم. حرکت) یِ معادله یا تحول یِ (معادله

اگر میشود، تُصیف S ِ کنش با سیستم این م�ͳگویم ند. زمان و q از

∀ (i, t, q) : Ei(t, q) = lim
t1→−∞
t2→+∞

δS[t1,t2](q)

δqi(t)
. (2)

و باشد، داشته وجود t2 → +∞ و t1 → −∞ در S[t1,t2] ِ حد اگر ست. q از ͳتابع Έی S[t1,t2]

نوشت: (2) یِ برا ی ساده�تر ِ شل میشود وقت آن کرد، عوض بشود را حدگیری و مشتقΎیری یِ جا

∀ (i, t, q) : Ei(t, q) =
δS(q)

δqi(t)
, (3)

که

S := lim
t1→−∞
t2→+∞

S[t1,t2]. (4)

نشود را حدگیری و مشتقΎیری یِ جا یا باشد، نداشته حد t2 → +∞ و t1 → −∞ در S[t1,t2] اگر

S یِ ͳتابع به میبرم. کار به (2) ِ ساده�تر ِ نمایش Έی ِ عنوان به را (3) پس این از هم، کرد عوض

میΎویم. کنش یِ ͳتابع (S[t1,t2] یِ ͳتابع (یا

که باشد ی باپایان) ِ ) n اگر ست، ͳمˇضع q و t از R ِ تاب΄ میΎویم

∀ (t, q) : R(t, q) = R[t, q(t), . . . , q(n)(t)]. (5)

ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ،R یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ م�ͳگویم باشد، برقرار (5) اگر .q ِ ُم k ِ مشتق ͳیعن q(k)

است. n

که باشد ی L یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ اگر است، ͳمˇضع کنش م�ͳگویم

∀ (t1, t2, q) : S[t1,t2](q) =

∫ t2

t1

dt L(t, q). (6)

یِ لΎَرانژی Έی ِ انتΎرال اگر است، ͳمˇضع کنش پس میΎویم. لΎَرانژی رابطه، این در L ِ تاب΄ به

باشد. ͳمˇضع

میشود دیده ͳساده�گ به

صورت، این در است. ͳمˇضع ِ سیستم Έی با متناظر ِ کنش S گیرم :1 یِ قضیه

∀ (t1, t2, t3) : S[t1,t3] = S[t1,t2] + S[t2,t3], (7)

و است) فزونو̵ر (کنش

∀ (i, t, q) : Ei(t, q) =
δS[t1,t2](q)

δqi(t)
, t1 < t < t2 (8)
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ندارد. ͳبسته�گ t2 و t1 به بالا ِ عبارت ِ چپ ِ طرف ͳیعن

بΎیرم است ͳکاف هم، (8) ِ به-دست-آوردن یِ برا میشود. نتیجه (6) از کنش ِ فزو�و̵ربودن اثبات:

آنجا از و است، صفر q(t) به نسبت S[t2,t′2]
و S[t′1,t1]

ِ وردش میشود دیده .t′2 > t2 و t′1 < t1
δS[t′1,t

′
2]
(q)

δqi(t)
=

δS[t1,t2](q)

δqi(t)
, (9)

است. برابر راست ِ طرف با هم t′2 → +∞ و t′1 → −∞ در چپ ِ طرف ِ حد میدهد نشان که

�

ͳی Λ و L یِ ͳمˇضع یِ تابعها اگر است، n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ͳمˇضع ِ کنش Έی میΎویم

که باشند

∀ (t1, t2, q) : S[t1,t2](q) =

∫ t2

t1

dt

[
L(t, q) +

d

dt
Λ(t, q)

]
, (10)

باشد. n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از L و

ͳی Λ̃ و L یِ تابعها اگر تنها و اگر است، n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S یِ ͳمˇضع ِ کنش :2 یِ قضیه

که باشند

∀ (t1, t2, q) : S[t1,t2](q) = Λ̃(t2, t1, q) +

∫ t2

t1

dt L(t, q), (11)

که هست ی m و است، n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از و ͳمˇضع L که

∀ (t1, t2, q) :

Λ̃(t2, t1, q) = Λ̃[t2, q(t2), . . . , q
(m)(t2); t1, q(t1), . . . , q

(m)(t1)]. (12)

با (11) آنΎاه باشد، برقرار (10) اگر اثبات:

Λ̃[t2, q(t2), . . . , q
(m)(t2); t1, q(t1), . . . , q

(m)(t1)]

:=Λ[t2, q(t2), . . . , q
(m)(t2)]− Λ[t1, q(t1), . . . , q

(m)(t1)] (13)

میشود نتیجه کنش ِ فزونو̵ربودن از آنΎاه باشد، برقرار (11) اگر است. برقرار

∀ (t1, t2, t3, q) : , Λ̃[t3, q(t3), . . . , q
(m)(t3); t1, q(t1), . . . , q

(m)(t1)]

= Λ̃[t2, q(t2), . . . , q
(m)(t2); t1, q(t1), . . . , q

(m)(t1)]

+ Λ̃[t3, q(t3), . . . , q
(m)(t3); t2, q(t2), . . . , q

(m)(t2)]. (14)
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کنم تعریف و بΎیرم ثابت ِ t0 Έی ست ͳکاف حالا

Λ[t, q(t), . . . , q(m)(t)] := Λ̃[t, q(t), . . . , q(m)(t); t0, q(t0), . . . , q
(m)(t0)]. (15)

است. برقرار (10) میشود دیده

�

کنش آن آنΎاه ،n′ > n و باشد n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ͳمˇضع ِ کنش Έی اگر که است رˇشن

هست. هم n′ ِ-بالا دست- یِ مرتبه از

یِ معادله صورت این در است. n ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S یِ ͳمˇضع ِ کنش گیرم :3 یِ قضیه

ِ تاب΄ Έی Ei ͳیعن) است. (2n) ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی سیستم ِ حرکت

آنΎاه، باشد، (11) یا (10) ِ شل به S اگر است.) (2n) ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ͳمˇضع

∀ (i, t, q) : Ei(t, q) =
∂L

∂qi
+ (−1)

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+ · · ·

+ (−1)n
(

d

dt

)n (
∂L

∂qi (n)

)
. (16)

در Λ̃ ِ وردش یا ،(10) در (dΛ/dt) ِ انتΎرال ِ وردش میشود دیده .t1 < t < t2 میΎیرم اثبات:

پس، است. صفر q(t) به نسبت ،(11)
δS(q)

δqi(t)
=

δ

δqi(t)

∫ t2

t1

dt L(t, q). (17)

از (پیش (16) ِ راست ِ طرف یِ جمله�ها از Έی هر .[1] میشود نتیجه ͳساده�گ به (16) اینجا از

ِ شامل (16) ِ راست ِ طرف پس ست. q ِ ُم n ِ-بالا دست- ِ مشتق ِ شامل (t به نسبت مشتقΎیری

ست. q ِ ُم (2n) ِ-بالا دست- ِ مشتق

�

هم�ارز یِ کنشها 2

S با متناظر ِ سیستم ِ حرکت یِ معادله صورت این در ست. ͳمˇضع ِ کنش Έی S گیرم :4 یِ قضیه

که باشد ͳی Λ یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ اگر تنها و اگر است، اتحاد

∀ (t1, t2, q) : S[t1,t2](q) =

∫ t2

t1

dt
d

dt
Λ(t, q). (18)
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میشود نتیجه 3 یِ قضیه از باشد، (18) ِ شل به S اگر اثبات:

∀ (i, t, q) : Ei(t, q) = 0. (19)

میشود دیده (16) از میΎیرم. نظر در را n > 0 ِ حالت ند. برقرار (19) و (6) مینم فرض عس، بر

ِ مشتق ِ ضریب پس میشود. ظاهر q ِ ُم (2n) ِ مشتق ِ اول ِ توان فقط ،q به نسبت S ِ وردش در

باشد: صفر باید q به نسبت S ِ وردش در q ِ ُم (2n)
∂2L

∂qi (n) ∂qj (n)
= 0, (20)

که هستند ی N و ها Mi میشود نتیجه آنجا از و

L(t, q) = qi (n)(t)Mi[t, q(t), . . . , q
(n−1)(t)] +N [t, q(t), . . . , q(n−1)(t)]. (21)

ِ ُم (2n−1) ِ مشتق ِ اول ِ توان فقط ،q به نسبت S ِ وردش در میشود دیده (16) از ،L ِ شل این با

باشد: صفر باید q به نسبت S ِ وردش در q ِ ُم (2n− 1) ِ مشتق ِ ضریب پس میشود. ظاهر q

∂Mi

∂qj (n−1)
− ∂Mj

∂qi (n−1)
= 0, (22)

که هست ی M میشود نتیجه آنجا از و

Mi[t, q(t), . . . , q
(n−1)(t)] =

∂

∂qi (n−1)
M [t, q(t), . . . , q(n−1)(t)]. (23)

میشود نتیجه (21) از

L =
dM

dt
+N +K, (24)

که

K(t, q) =

[
qi (n)(t)

∂

∂qi (n−1)
− d

dt

]
M [t, q(t), . . . , q(n−1)(t)]. (25)

که هست ی L̃ میشود نتیجه اینجا از نیست. q ِ ُم n ِ مشتق ِ شامل راست، ِ طرف

L(t, q) =
d

dt
M [t, q(t), . . . , q(n)(t)] + L̃[t, q, . . . , q(n−1)]. (26)

کرد. استفاده L̃ از L یِ جا به میشود ،q به نسبت S ِ وردش یِ محاسبه در میشود نتیجه 3 یِ قضیه از

که هست ͳی Λ میشود نتیجه n یِ رو ساده یِ استقرا Έی با ترتیب، این به

L =
dΛ

dt
. (27)

است. ساده بسیار کار این کرد. تحقیق هم را n = 0 ِ حالت باید استقرا، ِ کامل-کردن یِ برا واق΄ (در

L پس است. صفر q به نسبت L ِ مشتق میشود نتیجه (19) از آنΎاه باشد، q و t فقط ِ تاب΄ L اگر
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است.) دیΎر ِ تاب΄ Έی یِ ͳزمان ِ کامل ِ مشتق t ِ تاب΄ هر اما است. t فقط ِ تاب΄

�

ͳیعن باشد، اتحاد (S2 − S1) از ͳناش ِ حرکت یِ معادله اگر ند، هم�ارز S2 و S1 یِ کنشها میΎویم

اگر

∀ (i, t, q) : E2 i(t, q) = E1 i(t, q). (28)

میشود دیده ͳساده�گ به ،4 یِ قضیه از است. S ِ شاخص ِ نظیر ،E ِ اول ِ شاخص

اگر تنها و اگر ند، هم�ارز (L2 و L1 یِ لΎَرانژیها با (متناظر S2 و S1 یِ ͳمˇضع ِ کنش دˇ :5 یِ قضیه

که باشد ͳی Λ یِ ͳمˇضع ِ تاب΄

∀ (t, q) : L2(t, q) = L1(t, q) +
dΛ

dt
. (29)

⋆

اگر است، S1 ِ کنش با هم�ارز f ،S2 ِ کنش میΎویم ست. ͳوابرریخت Έی f : R → R گیرم

∀ (i, t, q) : E2 i[f(t), q ◦ f−1]

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣ = E1 i(t, q). (30)

(متناظر S1 یِ ͳمˇضع ِ کنش با هم�ارز f (L2 یِ لΎَرانژی با (متناظر S2 یِ ͳمˇضع ِ کنش :6 یِ قضیه

که باشد ͳی Λ یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ اگر تنها و اگر است، (L1 یِ لΎَرانژی با

∀ (t, q) : L2[f(t), q ◦ f−1]

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣ = L1(t, q) +
d

dt
Λ(t, q). (31)

مینم تعریف اثبات:

L̃2(t, q) := L2[f(t), q ◦ f−1]

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣ . (32)

ست. t در یˆش مشتقها از ی باپایان ِ تعداد و q و t فقط ِ تاب΄ راست ِ طرف میشود دیده ͳساده�گ به�

مینم تعریف ست. ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی L̃2 پس

S̃2 [t1,t2](q) :=

∫ t2

t1

dt L̃2(t, q). (33)

میشود دیده ͳساده�گ به�

S̃2 [t1,t2](q) = S2 f [t1,t2](q ◦ f−1). (34)
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اینجا، از

Ẽ2 i(t, q) =
δS̃2 [t1,t2]

δqi(t)
,

=

∫
f [t1,t2]

dt′
δS2 f [t1,t2]

δqj(t′)

∣∣∣∣
q→q◦f−1

δ(qj ◦ f−1)(t′)

δqi(t)
,

=

∫
f [t1,t2]

dt′
δS2 f [t1,t2]

δqj(t′)

∣∣∣∣
q→q◦f−1

δ[t− f−1(t′)] δji ,

=

∫
f [t1,t2]

dt′
δS2 f [t1,t2]

δqi(t′)

∣∣∣∣
q→q◦f−1

δ[f(t)− t′]

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣
=

δS2 f [t1,t2]

δqi[f(t)]

∣∣∣∣
q→q◦f−1

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣ ,
= E2 i[f(t), q ◦ f−1]

∣∣∣∣df(t)dt

∣∣∣∣ . (35)

(32) ِ تعریف با این�جا از باشد. هم�ارز S1 با S̃2 اگر تنها و اگر است، S1 با هم�ارز f ،S2 میشود دیده

میشود. نتیجه حم ،5 یِ قضیه از استفاده با و

�

همچنین،

،S1 اگر تنها و اگر است؛ S1 یِ ͳمˇضع ِ کنش با هم�ارز f ،S2 یِ ͳمˇضع ِ کنش :7 یِ قضیه

باشد. S2 با هم�ارز f−1

.t′ بΎذارم f(t) یِ جا به و ،q′ بΎذارم q ◦ f−1 یِ جا به ،(30) در ست ͳکاف اثبات:

�

ست. ͳهمان f که ست، هم�ارزی f از ی خاص ِ حالت کنش دˇ یِ هم�ارزی

و اگر است، S1 از ͳناش ِ حرکت یِ معادله ِ جواب Έی q میدهد نتیجه S1 با S2 یِ هم�ارزی f

درست مطلب این ِ عس اما باشد. S2 از ͳناش ِ حرکت یِ معادله ِ جواب Έی q ◦ f−1 اگر تنها

q ◦ f−1 اگر تنها و اگر است، S1 از ͳناش ِ حرکت یِ معادله ِ جواب Έی q) که این از ͳیعن نیست.

ِ مثال Έی نمیشود. نتیجه S1 با S2 یِ هم�ارزی f باشد)، S2 از ͳناش ِ حرکت یِ معادله ِ جواب Έی

یِ (مثالها دیΎر. ِ کنش Έی در ثابت Έی ِ حاصل�ِضرب با باشد برابر کنش Έی که است این ساده

.([2] ِ مرج΄ از 1 ِ فصل در 18 یِ مسئله مثلَن هست، هم ی پیچیده�تر
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تقارن 3

Έی O میΎویم میΎیرم. نظر در را تحول یِ معادله Έی و q یِ ͳدینامی یِ متغیرها با سیستم Έی

باشد. داشته را ویژه�گیها این O اگر است، سیستم این ِ تقارن

است. سیستم یِ مسیرها یِ مجموعه به سیستم یِ مسیرها یِ مجموعه از نΎاشت Έی O a

است. وارونپذیر O b

یِ معادله ِ جواب Έی هم O(q) اگر تنها و اگر است، سیستم ِ حرکت یِ معادله ِ جواب Έی q c

باشد. سیستم ِ حرکت

میشود دیده ͳساده�گ به

است. گروه Έی نΎاشتها، ِ ترکیب ِ عمل با سیستم، هر یِ تقارنها یِ مجموعه :8 یِ قضیه

⋆

از اگر است، سیستم ِ ِ-تقارن مولد- Έی G میΎویم ند. مسیر و زمان از ͳی تابعها ها Gi گیرم

∀ (i, t) : Ei(t, q) = 0, (36)

شود نتیجه

∀ (i, t) :

[
∂

∂s
Ei(t, q + sG)

]
s=0

= 0. (37)

آنΎاه (36) اگر یِ جا به

R(q) = 0, (38)

مینویسم

R(q)
ns
=0, (39)

است، سیستم ِ ِ-تقارن مولد- ΈیG گفت: میشود صورت این در است. لاکصفر یِ رو R میΎویم و

اگر

∀ (i, t) :

[
∂

∂s
Ei(t, q + sG)

]
s=0

ns
=0. (40)

با ،s به نسبت Ss ِ مشتق اگر است، کنش ِ ِ-تقارن مولد- Έی G میΎویم

∀ (s, q) : Ss(q) := S(q + sG), (41)
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باشد. صفر با هم�ارز ،s = 0 در

که باشد ͳی T اگر است، جایΎزیده q و t از R ِ تاب΄ میΎویم

[∀ (i, t1, t2) | |t2 − t1| > T ] :
δR(t1, q)

δqi(t2)
= 0. (42)

هست. هم جایΎزیده ،ͳمˇضع ِ تاب΄ هر که است رˇشن

مولد- Έی G اگر است، (کنش) سیستم یِ (ͳمˇضع) جایΎزیده ِ ِ-تقارن مولد- Έی G میΎویم

باشد. (ͳمˇضع) جایΎزیده ِ تاب΄ Έی و باشد، (کنش) سیستم ِ ِ-تقارن

-ِ مولد- Έی G آنΎاه باشد، کنش یِ (ͳمˇضع) جایΎزیده ِ ِ-تقارن مولد- Έی G اگر :9 یِ قضیه

است. کنش آن با متناظر ِ سیستم یِ (ͳمˇضع) جایΎزیده ِ تقارن

است. جایΎزیده G گیرم اثبات:
δS[t1,t2](q + sG)

δqi(t)
=

∫ t+T

t−T

dt′
δS[t1,t2](q)

δqj(t′)

∣∣∣∣
q→(q+sG)

δ(q + sG)j(t′)

δqi(t)
. (43)

مشتق s به نسبت رابطه این از است.) صفر انتΎرالده راست، ِ طرف یِ انتΎرالΎیری یِ ناحیه ِ (بیرون

صفر چپ ِ طرف .t2 → +∞ و t1 → −∞ میΎذارم حاصل، در میΎذارم. صفر را s و میΎیرم

پس، }میشود.
∂

∂s

[
δS(q)

δqi(t)

]
q→(q+sG)

}
s=0

+

∫ t+T

t−T

dt′
δS(q)

δqj(t′)

δGj(t′)

δqi(t)
= 0, (44)

]یا
∂

∂s
Ei(t, q + sG)

]
s=0

+

∫ t+T

t−T

dt′ Ej(t′, q)
δGj(t′)

δqi(t)
= 0, (45)

میشود. نتیجه (40) آن از که

�

متناظر ِ سیستم یِ نُت̃ری ِ ِ-تقارن مولد- Έی ،ͳمˇضع ِ کنش Έی یِ ͳمˇضع ِ ِ-تقارن مولد- Έی به

میΎویم. هم کنش آن با

که است این 5 یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

یِ لΎَرانژی با متناظر S یِ ͳمˇضع ِ کنش با یΈسیستم یِ نُت̃ری ِ ِ-تقارن GیΈمولد- :10 یِ قضیه

که باشد ͳی Λ یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ اگر تنها و اگر است، L

∀ (t, q) :

[
∂

∂s
L(t, q + sG)

]
s=0

=
d

dt
Λ(t, q). (46)

⋆
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حرکت ِ ثابت 4

اگر است، حرکت ِ ثابت Έی q و t از I یِ ͳتابع میΎویم

∀ t :
d

dt
I(t, q)

ns
=0. (47)

(1) ِ شل به آن ِ حرکت یِ معادله که است، ی سیستم ِ ِ-حرکت ثابت- Έی I گیرم :11 یِ قضیه

با D ِ ماتریس یِ رتبه و ند، n ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از و ͳمˇضع ها Ei است،

∀ (t, q) : Di
j(t, q) :=

∂Ei(t, q)
∂qj (n)(t)

(48)

ِ دیΎر یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی آنΎاه باشد، ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی I اگر صورت، این در است. (m (مثلَن ثابت

و است، (n− 1) ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از که هست Ĩ

∀ t : I(t, q)
ns
= Ĩ(t, q). (49)

یِ رابطه مسیرها یِ فضا ِ کل در که نباشد ی Ĩ است ممن است. درست ͳمˇضع ِ طُر به بالا یِ (تساوی

کند.) برقرار را بالا

گیرم میΎیرم. I ِ خود را Ĩ آنΎاه ،r < n اگر است. r ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از I گیرم اثبات:

مینم تعریف میدهم. نشان l با را سیستم یِ ͳدینامی یِ متغیرها ِ تعداد .r ≥ n

∀ (t, q) : Ri(t, q) :=

(
d

dt

)r−n

Ei(t, q). (50)

که است رˇشن

∀ t : R(t, q)
ns
=0, (51)

ِ ماتریس یِ رتبه میشود نتیجه (48) از است. r ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از و ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی R و

x1 ِ متغیر (l−m) مˇضعˆن میشود نتیجه (51) از ترتیب، این به mاست. هم q(r) به Rنسبت ِ مشتق

که هست xl−m تا

∀ t : qi (r)(t)
ns
= f i[t, q(t), . . . , q(r−1)(t),x(t)]. (52)

میشود نتیجه میΎیرم. ͳزمان ِ کامل ِ مشتق آن از و میΎذارم I در را عبارت این

dI

dt

ns
=A+

∂I

∂xa
ẋa. (53)
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صفر ها ẋa ِ مقدار از مستقل بالا، یِ رابطه ِ چپ ِ طرف ست. ها ẋa از مستقل ͳی جمله�ها ِ شامل A

باشد: صفر باید راست، ِ طرف در ها ẋa ِ ضریب پس است.

∂I

∂xa

ns
=0. (54)

مینم تعریف

∀ (t, q) : J(t, q) := I{t, q(t), . . . , q(r−1)(t),f [t, q(t), . . . , q(r−1)(t),x0(t)]},

(55)

ͳبسته�گ x0 به لاک یِ رو راست، ِ طرف میشود دیده (54) از است. دلبخاه ِ مقدار Έی x0(t) که

یِ رو صورت این در شود. برابر q(r) با f که گذاشت ͳی x میشود x0 یِ جا به لاک، یِ رو پس ندارد.

یِ رو ساده یِ استقرا Έی با حالا است. (r − 1) ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از J است. برابر I با J لاک،

میشود. ثابت حم ،r

�

یِ مرتبه از دیفرانسیل یِ معادله Έی ی سیستم ِ حرکت یِ معادله اگر که است آن قضیه این یِ ͳمعن

دست�- یِ مرتبه از ͳمˇضع ی تاب΄ با میشود را سیستم آن یِ ͳمˇضع ِ ِ-حرکت ثابت�- هر آنΎاه باشد، n

که ی سیستم یˆ برا ͳمˇضع ِ ِ-حرکت ثابت�- Έی از ی وقت پس این از داد. نمایش (n − 1) ِ-بالا

آن که است این منظور میزنم، حرف است n یِ مرتبه از ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی َش حرکت یِ معادله

است. (n− 1) ِ-بالا دست�- یِ مرتبه از ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی ِ-حرکت ثابت�-

ِ-حرکت ثابت- و تقارن 5

م�ͳکنم. تعریف شل این به را p یِ تانه میΎیرم. ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ِ کنش Έی را S

∀ (i, t, q) : pi(t, q) :=
∂L[t, q(t), q̇(t)]

∂q̇i(t)
, (56)

شده. ظاهر (11) یا (10) در که ست ی تاب΄ L واق΄ (در است. S با متناظر یِ لΎَرانژی L آن، در که

صورت این در اما باشد. داشته ͳبسته�گ هم q ِ دوم ِ مشتق مثلَن به سیستم یِ لΎَرانژی است ممن

یِ مرتبه از یِ ͳمˇضع ِ تاب΄ Έی باقیمانده که چنان کشید، بیرون آن از ͳزمان ِ کامل ِ مشتق Έی میشود
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میشود دیده شود.) Έی ِ-بالا دست-

∀ (i, t, q) : Ei =
∂L

∂qi
− dpi

dt
. (57)

یِ مرتبه از S که است، S ِ کنش با سیستم Έی یِ نُت̃ری ِ ِ-تقارن مولد- ΈیG گیرم :12 یِ قضیه

با I صورت این در است. Έی ِ-بالا دست-

∀ (t, q) : I(t, q) := pi(t, q)G
i(t, q)− Λ(t, q), (58)

ان هم Λ و است، کنش (ِ Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه (از یِ لΎَرانژی L است. حرکت ِ ثابت Έی

شده. ظاهر (46) در که است ی تاب΄

میشود نتیجه (46) از اثبات:

dΛ

dt
=

∂L

∂qi
Gi +

∂L

∂q̇i
Ġi,

= Ei Gi +
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
Gi +

∂L

∂q̇i
Ġi, (59)

آنجا، از و
d

dt
(pi G

i − Λ)
ns
=0. (60)

�

مینم فرض و میΎیرم، نظر در را x از f ِ تاب΄

y = R(x). (61)

اگر است، y ِ ِ-تاب΄ شبه- Έی f م�ͳگویم نباشد. وارونپذیر موضعˆن x از y ِ تابعیت است ممن

که باشند x از ی Gi یِ تابعها

∀ (x, dx) : df = Gi dy
i = Gi

∂Ri(x)

∂xa
dxa. (62)

اگر واق΄ در نیستند. یتا لزومˆن ها Gi میΎویم. yi به نسبت f ِ ِ-مشتق شبه- Gi به صورت این در

که هستند ͳی ها gi نباشند، مستقل x ِ تاب΄ ِ عنوان به ها، yi

∀ (x, dx) : gi(x) dy
i = 0. (63)

با ها G̃i با باشد، برقرار ها Gi با اگر ،(62) که است رˇشن صورت این در

G̃i := Gi + α gi (64)
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و باشد y ِ تاب΄ که باشد ی f̃ اگر که است رˇشن همچنین، است. دلبخاه ی تاب΄ α که است، برقرار هم

∀ x : f̃ [R(x)] = f(x), (65)

گرفت. yi به نسبت f̃ ِ مشتق میشود را Gi آنΎاه

یِ ͳمˇضع ِ یΈکنش با متناظر ی سیستم ِ ِ-حرکت ثابت- Έی I[t, q(t), q̇(t)] گیرم :13 یِ قضیه

q̇(t0) و q(t0) یِ اولیه ِ شرط هر یِ برا سیستم ِ حرکت یِ معادله و است، Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از

جمله از است. p(t) و q(t) و t ِ شبه�ِتاب΄ Έی I صورت این در یتا). ِ جواب لزومˆن (نَ دارد جواب

که هستند ͳی ها Gi

∀ (t, q) :
∂I[t, q(t), q̇(t)]

∂q̇i(t)
= Gj [t, q(t), q̇(t)]

∂pj [t, q(t), q̇(t)]

∂q̇i(t)
. (66)

حرکت یِ معادله اثبات:
∂pi
∂q̇j

q̈j = Fi[t, q(t), q̇(t)] (67)

میΎیرم: q̇ به نسبت p ِ مشتق ِ ماتریس یِ هسته در را n است.

∀ (i, t, q) :
∂pi[t, q(t), q̇(t)]

∂q̇j
nj [t, q(t), q̇(t)] = 0. (68)

دیΎر، یِ سو از میآورˆد. بر را رابطه این هم (q̈+αn) آنΎاه براورˆد، را (67) یِ رابطه q̈ اگر میشود دیده

dI

dt
=

∂I

∂q̇j
q̈j +A[t, q(t), q̇(t)]. (69)

تغییر چنان q̈(t) و باشند ثابت q̇(t) و q(t) و t اگر جمله، از باشد. لاکصفر یِ رو باید راست ِ طرف

پس، کند. تغییر نباید راست ِ طرف بماند، برقرار حرکت یِ معادله که کند

∀ (t, q) :
∂I[t, q(t), q̇(t)]

∂q̇j(t)
nj [t, q(t), q̇(t)] = 0. (70)

Έی ،q̇ به نسبت I ِ مشتق میدهد نشان این براورˆد. هم را (70) باید براورˆد، را (68) که n هر ͳیعن

میشود نتیجه مینامم. Gi را ترکیب این ِ ضرایب ست. q̇ به نسبت ها pi ِ مشتق از ͳخط ِ ترکیب

dI =
∂I

∂t
dt+

∂I

∂qi
dqi +Gj ∂pj

∂q̇i
dq̇i,

=

(
∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t

)
dt+

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
dqi +Gj dpj , (71)

میدهد. نشان را حم که

�
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میΎیرم. نظر در Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از یِ ͳمˇضع ِ یΈکنش با متناظر ی سیستم :14 یِ قضیه

صورت، این در ست. p(t) و q(t) و t ِ ِ-تاب΄ شبه- Έی I[t, q(t), q̇(t)] گیرم

∀ (t, q) :
dI

dt
+Gi Ei = Gi ∂L

∂qi
+

∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t
+

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
q̇i. (72)

است. سیستم یِ لΎَرانژی L و ،p به نسبت I ِ ِ-مشتق شبه- G

اثبات:

dI

dt
=

∂I

∂t
+

∂I

∂qi
q̇i +Gj ∂pj

∂q̇i
q̈i,

=
∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t
+

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
q̇i +Gi dpi

dt
,

=
∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t
+

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
q̇i +Gi ∂L

∂qi
−Gi Ei, (73)

میدهد. نتیجه را حم که

�

میشود دیده ͳساده�گ به اینجا از

میΎیرم، نظر در Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از یِ ͳمˇضع ِ یΈکنش با متناظر ی سیستم :15 یِ قضیه

یتا). ِ جواب لزومˆن (نَ دارد جواب q̇(t0) و q(t0) یِ اولیه ِ شرط هر یِ برا آن ِ حرکت یِ معادله که

آنΎاه باشد، سیستم این ِ ِ-حرکت ثابت- Έی I[t, q(t), q̇(t)] اگر صورت، این در

∀ (t, q) : Gi ∂L

∂qi
+

∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t
+

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
q̇i = 0. (74)

است. p به نسبت I ِ شبه�ِمشتق G و سیستم، یِ لΎَرانژی L

باشد، برقرار (74) و باشد، p(t) و q(t) و t ِ ِ-تاب΄ شبه- Έی I[t, q(t), q̇(t)] اگر عس، بر

است. سیستم این ِ ِ-حرکت ثابت- Έی I آنΎاه

اگر تنها و اگر است، ِ-حرکت ثابت- Έی I[t, q(t), q̇(t)] همچنین،

∀ (t, q) :
dI

dt
= −Gi Ei. (75)

⋆

یِ ͳمˇضع ِ یΈکنش با متناظر ی سیستم ِ ِ-حرکت ثابت- Έی I[t, q(t), q̇(t)] گیرم :16 یِ قضیه

q̇(t0) و q(t0) یِ اولیه ِ شرط هر یِ برا سیستم ِ حرکت یِ معادله و است، Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از

ِ ِ-تقارن مولد- Έی ،p به نسبت I ِ ِ-مشتق شبه- صورت این در یتا). ِ جواب لزومˆن (نَ دارد جواب
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است. سیستم یِ نُت̃ری

اثبات:

[
∂

∂s
L(t, q + sG)

]
s=0

= Gi ∂L

∂qi
+ Ġi pi,

= Gi Ei +Gi ṗi + Ġi pi,

=
d

dt
(pi G

i − I). (76)

میشود. نتیجه 15 یِ قضیه از حم

�

Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ِ کنش Έی S و p و q و t ِ ِ-تاب΄ شبه- Έی I گیرم :17 یِ قضیه

صورت، این در است.

∀ (i, t, q) :
∂Pi

∂s
(0) = −

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
− ∂Gj

∂q̇i
Ej+

∂

∂q̇i

(
dI

dt
+Gj Ej

)
, (77)

و است، p به نسبت I ِ ِ-مشتق شبه- G که

Pi(s) := pi[t, (q + sG)(t), (q̇ + s Ġ)(t)]. (78)

ِ طرف ِ اول ِ پرانتز است، برابر I با َش مقدار که باشد p(t) و q(t) و t از ی تاب΄ Ĩ اگر میشود دیده

است. qi به نسبت Ĩ ِ مشتق راست

آنΎاه باشد، حرکت ِ ثابت I اگر جمله، از

∂Pi

∂s
(0)

ns
= −

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
. (79)

اثبات:

∂Pi

∂s
(0) =

∂pi
∂qj

Gj +
∂pi
∂q̇j

Ġj ,

=
∂pi
∂qj

Gj +
∂pi
∂q̇j

(
∂Gj

∂t
+

∂Gj

∂qk
q̇k +

∂Gj

∂q̇k
q̈k
)
,

=
∂pi
∂qj

Gj +
∂pj
∂q̇i

(
∂Gj

∂t
+

∂Gj

∂qk
q̇k +

∂Gj

∂q̇k
q̈k
)
. (80)
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که شده استفاده این از تساوی آخرین در

∂pi
∂q̇j

=
∂2L

∂q̇j ∂q̇i
,

=
∂pj
∂q̇i

. (81)

از

∂pj
∂q̇i

∂Gj

∂q̇k
=

∂

∂q̇k

(
Gj ∂pj

∂q̇i

)
−Gj ∂2pj

∂q̇i ∂q̇k
,

=
∂2I

∂q̇i ∂q̇k
−Gj ∂2pj

∂q̇i ∂q̇k
, (82)

ترتیب، این به عوضکرد. را k و i یِ جا پسمیشود است. متقارن k و i به نسبت چپ ِ طرف میشود دیده

میشود (80)

∂Pi

∂s
(0) =

∂pi
∂qj

Gj +
∂pj
∂q̇i

(
∂Gj

∂t
+

∂Gj

∂qk
q̇k
)
+

∂pj
∂q̇k

∂Gj

∂q̇i
q̈k. (83)

از استفاده با

∂pj
∂q̇k

q̈k =
dpj
dt

− ∂pj
∂t

− ∂pj
∂qk

q̇k,

= −Ej +
∂L

∂qj
− ∂pj

∂t
− ∂pj

∂qk
q̇k, (84)

میشود دیده

∂Pi

∂s
(0) =

∂pi
∂qj

Gj +
∂pj
∂q̇i

(
∂Gj

∂t
+

∂Gj

∂qk
q̇k
)
+

∂Gj

∂q̇i

(
∂L

∂qj
− ∂pj

∂t
− ∂pj

∂qk
q̇k
)

− ∂Gj

∂q̇i
Ej . (85)

همچنین

∂pi
∂qj

Gj +
∂Gj

∂q̇i
∂L

∂qj
=

∂2L

∂qj ∂q̇i
Gj +

∂Gj

∂q̇i
∂L

∂qj
,

=
∂

∂q̇i

(
Gj ∂L

∂qj

)
, (86)
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و،

∂pj
∂q̇i

∂Gj

∂t
− ∂Gj

∂q̇i
∂pj
∂t

=
∂pj
∂q̇i

∂Gj

∂t
− ∂

∂q̇i

(
Gj ∂pj

∂t

)
+Gj ∂2pj

∂t ∂q̇i
,

=
∂

∂t

(
Gj ∂pj

∂q̇i

)
− ∂

∂q̇i

(
Gj ∂pj

∂t

)
,

=
∂

∂t

(
∂I

∂q̇i

)
− ∂

∂q̇i

(
Gj ∂pj

∂t

)
,

=
∂

∂q̇i

(
∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t

)
. (87)

میشود دیده مشابه کاملَن
∂pj
∂q̇i

∂Gj

∂qk
− ∂Gj

∂q̇i
∂pj
∂qk

=
∂

∂q̇i

(
∂I

∂qk
−Gj ∂pj

∂qk

)
, (88)

آنجا، از )و
∂pj
∂q̇i

∂Gj

∂qk
− ∂Gj

∂q̇i
∂pj
∂qk

)
q̇k =

∂

∂q̇i

[(
∂I

∂qk
−Gj ∂pj

∂qk

)
q̇k
]

− ∂q̇k

∂q̇i

(
∂I

∂qk
−Gj ∂pj

∂qk

)
,

=
∂

∂q̇i

[(
∂I

∂qk
−Gj ∂pj

∂qk

)
q̇k
]

−
(

∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
. (89)

میشود نتیجه میΎذارم. (85) در را (89) و ،(87) ،(86)

∂Pi

∂s
(0) = −

(
∂I

∂qi
−Gj ∂pj

∂qi

)
− ∂Gj

∂q̇i
Ej

+
∂

∂q̇i

[
Gj ∂L

∂qj
+

∂I

∂t
−Gj ∂pj

∂t
+

(
∂I

∂qk
−Gj ∂pj

∂qk

)
q̇k
]
, (90)

میدهد. نشان را حم که

�

که باشد ی Ĩ اگر

∀ (t, q) : I[t, q(t), q̇(t)] = Ĩ[t, q(t),p(t)], (91)

کنم تعریف و باشد، p به نسبت Ĩ ِ مشتق G باشد، حرکت ِ ثابت I

Qi(s) := qi + sGi, (92)
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میشود نتیجه

∂Pi

∂s
(0)

ns
= − ∂Ĩ

∂qi
,

∂Qi

∂s
(0) = +

∂Ĩ

∂pi
, (93)

.([2] ِ 9 ِ (فصل است Ĩ ِ مولد با Έکانونی ِ تبدیل Έی ِ شبیه کاملَن که

پانوشتها 6
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