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ω :=
q B

m γ(v)
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� �)�� �� ������ v .����	��� � ����� �� ������ B .�$ � ;�< m .��� � �	� q �� .���
���� =a> 1?��� @A � B��C γ - .���

γ(v) :=
1√

1 − (v/c)2
. 223

	� =b> D-E	4 � 5?��� �� F��8, �� ��� #��G �?G�� SI � 5?��� �� 213 #��� ��� � �)�� c

����	��� � ����� #(B/c) 5���HI� B �� 	< �� ��� �J	� .=c> ��	���6� KK=a> 1?��� @A

� �/� .B�,�, 0�� �� #��	��� ��	/ ��� � �)�� 1' #�6��&� ;	L�� �	� ����	� �� ��� ��
����� 0�� �4� 	?�3 ����	��� � ����� 
� �� ����	� �� ��� 
� � ���� �� M	
 � ��8��

���G�� F��8, meff � ��	/ � �N"�;��< 
� �� m � ;�< �� ��� 0�� O9J .2�G	8� 0456

meff := m γ(v). 233

#��� ���' =1> �� P7 N� ��G�� �� B@	Q� 0��
56 0456	������ �� ����	��� � ����� 
� �� ����	� �� ��� 
� � ���� .=1> ��
�� ��G�� R)	� ����	��� � ����� �� ��456	� �� ��� �$ �L�?� #��� ��G �����
�)�� � �����	������ �� � !"� 	7�&C - .��G �J	C� S�� 
� ��� �� �T�'�	� � ����
�� ���� �� �@�	U� �� �@P?
� � F� 	� �� 	65V� 0�&6 5�6��
�� 	<0�� #��	&� ��	/

#��� ����	��� � ����� 2� W?X� ��U�3 �� ��456	� .YP?
� � �?���	' #5��-$ ���

���� 	
 ���
�� 	
 ������ 
 �� 1

�� (x, y, z) .�E � 8 � �� 5 � � �� � ���� � �� �$ �� �V ��Z � �� ��� � � ��� � � � �Q 9 �
	� #5���4�� �E �8� �� ����	��� � ����� 	� �[<56 �� z � ��%� - .�,�	�� � \	+?]�

� ^��U,

ω :=
q B
meff

, 243

	, ��G�� �L�?� .��� ��-56 �E �8� �� �V��Z� �� ����	��� � ����� �� 0�� � _�J 	� -
.r � �	V������� �� �8�� 
� �� �8,��

ω(r) = ω(0) + D r, 253
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���� �E �8� �� .�	V� �� �8�� ω � W?X� � 1��,	� D ��

Dij :=
∂ωi

∂rj
(0),

=
q

meff

∂Bi

∂rj
(0). 263

���� � * D � �� .5����� ����	��� �� �8Qa
, ��b

D11 + D22 + D33 = 0. 273

����	� �� ��� � ���� �� �@�	U�

r̈ = ṙ × ω 283

��G�� 253 �� ��	 ?�� 	� .�@�	U� 0�� �� ��� !"� � FVG #���

ẍ − ω ẏ = +ẏ (D31 x + D32 y + D33 z) − ż (D21 x + D22 y + D23 z),

ÿ + ω ẋ = −ẋ (D31 x + D32 y + D33 z) + ż (D11 x + D12 y + D13 z),

z̈ = +ẋ (D21 x + D22 y + D23 z) − ẏ (D11 x + D12 y + D13 z). 293

� O!?]� �� 	6���?� �� �J�U� 	� #��� �E �8� �� ω � ;-�� �� � !"� ω

ξ := x + i y,

ξ̄ := x − i y, 2103

��G�� 293

ξ̈ + i ω ξ̇ =
D12 − D21 + i (D11 + D22)

2
ż ξ − i D33 z ξ̇

+(i D13 − D23) z ż +
D32 − i D31

2
ξ̄ ξ̇

+
−D12 − D21 + i (D11 − D22)

2
ż ξ̄ +

−D32 − i D31

2
ξ ξ̇, 2113
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-

z̈ = (D21 − D12)
˙̄ξ ξ + ξ̄ ξ̇

4
+ (D11 + D22)

˙̄ξ ξ − ξ̄ ξ̇

4 i

+2Re
(

D23 + i D13

2
ξ̇ z

)

+2Re
[
D21 + D12 + i (D11 − D22)

4
ξ ξ̇

]
. 2123

2123 - 2113 � � * �� �8,�� � d��<

ξ0(t) = a exp(−i ω t),

z0(t) = V t, 2133

�� �% * �� t = 0 �� ��� e��� �T�'�	� � ���� 
� 0�� #��� ��	/ V - a �� .���

� f	UG - .z � ��%� (�'�	� � ��%� .V ��� � �)�� � �����	������ �� � !"� .��� z = 0

#��� |a| (�'�	�
2123 - 2113 � ���� � g�� �� �� 2133 � �	 � .2123 - 2113 �� �@P?
� � F� �� �� �
t exp(−i ω t) - exp(−i ω t) � d�h� 2113 � ���� � g�� � Y-� �� �!&< -� #5���HI�
	 � �i	�?� �� �+]X� �� �@�	U� �� �X�� (−i ω) ��b e��� �+
	G �� �!&< �� .���

5���4�� .	6�$ � �/� � 0?J�4�j��� �� ��� #��� 2113 �� ��X�F?]� � FVG

ξ = ξi + ξn, 2143

��

ξ̈i + i ω ξ̇i =
[D12 − D21 + i (D11 + D22)] V

2
ξi − i D33 V t ξ̇i,

ξ̈n + i ω ξ̇n = (i D13 − D23)V 2 t +
(−i D32 − D31) |a|2 ω

2

+c1 exp(i ω t) + c2 exp(−i 2ωt), 2153

� FVG �� �� ��	[� #��� 2
� �� �8,�� �� YP?
� � �?���	' �� �8�� -3 ��	/ c2 - c1 ��
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ξi = a exp[−i ω t − i φ(t)] 2163

�� 	6�!&< O9J - 5���H4�� 2153 � Y-� �� �@�	U� �� �� ��	[� 0�� #5���4�� �j� �� ��
��G�� �L�?� #5������ �I� �� �Q


− i φ̈ − ω φ̇ =
[D12 − D21 + i (D11 + D22)] V

2
− ω D33 V t. 2173

�@�	U� 0�� � d��<

φ̇(t) = D33 V t +
(D21 − D12)V

2ω
− i D33

2ω
V + c exp(i ω t) 2183

φ̇ �� �9�9� � l]� #��� 2
� �� �8,�� �� YP?
� � �?���	' �� �8�� -3 ��	/ c �� .���
�� ���6��	X� φ̇ �� ���6�� � l]� - .�T�'�	� � ���� �� ����-�� � ��$1� � ����,

� ��$1� �� ��	�� � O��?� �� �� 	< 	, 1' #��� (�'�	� � f	UG �� �8�� � ���� ,
�j������ 2ω �� ����-���� �$1� 	� �i	�?� ��-� 
� �� -� -��63 f	UG � ����, - ����-��

.	<0�� �� #�G�H4 � * �� �$ ��G�� - ���� 5[� c � ���9� .���

ξi = a exp
(
−D33 V

2ω
t

)
exp

[
−i

(
ω′ t +

D33 V

2
t2

)]
,

=: a(t) exp
[
−i

∫ t

0

dt′ ω′′(t′)
]

, 2193

��

a(t) := a exp
(
−D33 V

2ω
t

)
, 2203

-

ω′′ := ω′ + D33 V t,

:= ω +
(D21 − D12)V

2ω
+ D33 V t. 2213

��G�� �L�?� 2153 � ;-� �� �@�	U� ��
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ξn(t) =
(D13 + i D23)V 2

2ω
t2 +

[
(i D13 − D23)V 2

ω2
+

(i D31 − D32) |a|2
2

]
t

+c′1 exp(i ω t) + c′2 exp(−i 2ω t),

=
A

2
t2 + Vd t + c′1 exp(i ω t) + c′2 exp(−i 2ω t), 2223

.��� 2
� �� �8,�� �� YP?
� � �?���	' �� �8�� -3 ��	/ c′2 - c′1 ��

A :=
(D13 + i D23)V 2

ω
, 2233

-

Vd :=
(i D13 − D23)V 2

ω2
+

(i D31 − D32) v2
t

2ω2
,

vt := |a|ω. 2243

��G�� �L�?� .2223 - .2193 .2143 ��

ξ(t) =
A

2
t2 +VD t+a(t) exp

[
−i

∫ t

0

dt′ ω′′(t′)
]
+c′1 exp(i ω t)+c′2 exp(−i 2ω t).

2253

#��$�� ��� �� �@�	U� 0�� �� 2123 �� �@P?
� � F�

z̈ =
(D11 + D22) |a|2 ω

2

+2Re
[
(−i D23 + D13) a V ω

2
t exp(−i ωt)

]
+

+2Re [c3 exp(−i 2ω t)] , 2263

��G�� �@�	U� 0�� � d��< #��� 2
� �� �8,�� �� YP?
� � �?���	' �� �8�� -3 ��	/ c3 ��
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z(t) = V t − D33 |a|2 ω

4
t2

−2Re
[
(−D13 + i D23) a V

2ω

(
1 +

2
i ω t

)
t exp(−i ω t)

]

+2Re [c′3 exp(−i 2ω t)] ,

=
∫ t

0

dt′ V (t′) − Re
[
A∗ a

V

(
1 +

2
i ω t

)
t exp(−i ω t)

]

+2Re [c′3 exp(−i 2ω t)] , 2273

- .��� 2
� �� �8,�� �� YP?
� � �?���	' �� �8�� -3 ��	/ c′3 ��

V (t) := V − D33 |a|2 ω

2
t. 2283

#��� ���� � F����� �� �� �@�	U� �� �@P?
� � F� .2273 - 2253

���� 
 ����� 2

#5������� FVG 0�� �� �� 2273 - 2253

ξ(t) = Ξ0(t) + Ξd(t) + ξt(t) + c′1 exp(i ω t) + c′2 exp(−i 2ω t),

z(t) = Z0(t) + zt(t) + 2Re [c′3 exp(−i 2ω t)] , 2293

��

Ξ0(t) := At2/2,

Z0(t) :=
∫ t

0

dt′ V (t′),
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Ξd(t) := Vd t,

ξt(t) := a(t) exp
[
−i

∫ t

0

dt′ ω′′(t′)
]

,

zt(t) := −Re
[
A∗ a

V

(
1 +

2
i ω t

)
t exp(−i ω t)

]
. 2303

�J	� .0�� � ���� �� ��� #�6��� �	X� �� ����	��� � ����� 	� ����� � �)�� (Ξ̇0, Ż0)

5��� �<�, ���

Ξ̇0 = At,

= Ż0
(D13 + i D23)Z0

ω
,

= Ż0
ω1 + i ω2

ω3
. 2313

5���� 2283 �� - .���� ��	/ �)�� 0�� �� ������ #5�6��� �	X� V0 	� �� �)�� 0��

V̇ = −|a|2
4

∂3(ω · ω), 2323

��G�� \	+?]���F9?�� � FVG �� ��

d
dt

(V0 ·V0) = −|a|2
2

V0 · ∇(ω · ω). 2333

��	 ?�� 	� #�6��� �	X� �� ����	��� � ����� �� ��&) �� 	?��� �� � �)�� (Ξ̇d, 0)

��G�� 2Vd3 �)�� 0�� � \	+?]���F9?�� � FVG .2243 ��

Vd =
ω × (ω · ∇ω)

(ω · ω)2
V0 ·V0 +

ω ×∇(ω · ω)
4 (ω · ω)2

v2
t . 2343

�� e��� ����� �� ������ � ���8��
���
� �� �G	� Vd �� vt � �/� �6��� �	X� �Q��� 0��
�� �!&< pa�- �� #��� ����� � �[< � ���8��
���
� �� �G	� Vd �� V � �/� �� � Y	�

��G�� ����� � O
 �� �!*� �� 	�%�� � B�� �� ��G�� �� Vd � Y-�

Vd =
ω × κ

ω · ω V0 · V0 +
ω ×∇(ω · ω)

4 (ω · ω)2
v2
t , 2353
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��

κ := κ n̂, 2363

#2=2> P7 N�3 ��� 5
 �� �!*� � 5r	a n̂ - 5
 �� 	�%�� � f	UG � 1V) κ -
�G�� ��G�� 2R3 ����	� �� ��� � �	V� �� ��	����� �s �� 	6�!&< �� ��� .B�,�, 0�� ��

Ṙ = V0 + Vd, 2373

- .��$�� ��� �� 2333 �� t�u ������ � \�����, - ��� ����� ����� 	� V0 �Q9� �6 �� ��
56 Ṙ ��G�� V0 �� 	< �� .2343 �� #��$�� ��� �� 2343 �� - ��� ��&) ����� �� Vd

#��� 
� �� �8,�� �� -�0�� � gP?
� ��b .�G�H4
2|a| 	�3 vt 	6�$ �� ��b .��?��� �J	� R � ���-$��� �� �� ��� .2373 - .2243 .2333

���� d	�� 2203 �� ��G�� �� |a| � W?X� #��G �6	i 56

d|a|
dt

= − |a|
4ω · ω V0 · ∇(ω · ω), 2383

��G�� �L�?� �$ �� ��

|a|2 √ω · ω = α, 2393

��G�� 2333 .0�� �� ��	 ?�� 	� #��� ��	/ α ��

V0 ·V0 = β − α
√

ω · ω, 2403

��G�� 2343 - .��� ��	/ β ��

Vd =
ω × (ω · ∇ω)

(ω · ω)2
(β − α

√
ω · ω) +

ω ×∇(ω · ω)
4 (ω · ω)2

(α
√

ω · ω). 2413

� ����� ��b .��	&� ��	/ ��	� �� .��� F� � �)�� � �-HL� .β � ��	/ ��G�� ����
��6��&� ;	L�� ��� �� � �	� ����	���

V0 ·V0 + v2
t = β. 2423

.
� �� �8 ,�� �� Vd �� ��� �$ �!) #��X� �? J�4 �j� �� Vd � � /� v	 � �� �Q��� ��

� �-HL� �� �$ � ��	
 � � �� � 
��� �8 ,� � �� �!&<	[ � , 1' #��� ��&) V0 � � -
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0�� � 0�4�	�� - .��� �)�� �� ��	��� � l]� �� �$ � d�CF� *	� .��	��� �)��
#��� � * d�CF� *	�

#��6��� R � B�� �� �� Ṙ � ����� .2413 - .2403 .2353
�� ����� �� -� ���� 0�� #��� ���?� � ��$1� - ����� 	� � �	��� � ���� (ξt, zt)

�� ��� #��� ��&) ����	��� � ����� �� �$ �� �% * �� .��G�� ;	L�� |a| � f	UG ��
�58���� d	�� �� 2rt3 ����� 0�� �� V0 �� �!
�� � d�CF� *	� .0�� � �����	X�

V0 · rt = Re(Ξ̇∗
0 ξt) + Ż0 zt,

= Re[A∗ t a exp(−i ω t)] − Re[A∗ t a exp(−i ω t)],

= 0. 2433

#��G �j�g� �* .ω t � ����� �� 
� �� �$ �� 	7�&C e��G ;	L�� 
� �� �8,�� 	, �8�	%� 0��
l�' 	, �G	� y�Z� ω ��� ;�v .�G	� ^��U,t�
 ���� �� ����� �� 0�� �� ��� pa�- ��
2393 #��Z� �-� �� ����� �	� 0���b ��� .��� � ��45Xb � ����, ����� � \	+]X� �� 0�� ��

#��� ��	/ ����� 0�� �� ����H4 �� ����	��� � �	G ���4��
�� .��� −ω′′ ��� �� ����-�� � �)�� � �����

ω′′ = ω +
ω · ∇ × ω

2 ω · ω V0. 2443

�	 X �� 	 6� �$1 � � � � �� � �	 �� � � � 	 6� ! & < .2293 �� �� �	 �� a	 � �� 	 6� ! & <
0�� �� ��� �� 8U , 0��b 0�� ��G�� #��� �	�� � �� �!*� � ��$1� �� 	6z�6$56
\�����, 0�� � 0�4�	�� �� �	�b 	�� .��6��� ����, �� �	��� �� ����� � \	+]X� 	6�!&<

#��� � *
�,��	� 2443 - .2353 	 � 2343 .�G	� � * ����	��� � ����� � Y�� �� �� �Q9� ��

�4� #���G��

∇× ω = 0, 2453

.�	4�$

ω · ∇ω =
1
2
∇(ω · ω), 2463
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.	<�$ �� -

Vd =
ω × κ

ω · ω
(
V0 · V0 +

v2
t

2

)
. 2473

������ ��	� 56 �� 2443 �� �Q��� 2453 .0��b56

ω′′ = ω. 2483

�� 	?��� �� ��� � ���� �� F9?�� ������� � ���� �� ����-�� � �)�� .�@	� 0�� ��
#��� �����


����� 3

[1] John David Jackson; “Classical electrodynamics”, 3rd edition (John Wiley

& Sons, 1998) chapter 12

[2] David W. Henderson; “Differential geometry: a geometric introduction”,

(Prentice Hall, 1998) chapter 2

�
� 	
 
�� � 4

[a] Lorentz

[b] Gauss

[c] Heaviside


