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کروی-متقارن، یِ پتانسیلها یِ برا میشود. نوشته کروی یِ سˉپینُرها ِ حسب بر [1] دیرˆک یِ معادله

یِ یˇنها ِ طیف از ی بخش آنجا، از و میشوند جدا هم از سˉپینُر یِ ͳشعاع و ͳزاویِئ یِ بخشها

میشود. محاسبه است مقید یِ حالتها با متناظر که هیدروژن-گونه

مقدمه 0

ست. ͳخارج ِ میدان Έی در (1/2) ِ اسپین با یِ ذرِها ِ توصیف یِ برا ی تقریب [1] دیرˆک یِ معادله

یِ معادله ِ حل با جمله، از نَ. را ͳتابش یِ تصحیحها اما دارد، بر در را ͳنسبیت ِ آثار تقریب این

را هیدروژن-گونه یِ یˇنها ِ طیف میشود فاصله، ِ وارون با متناسب یِ مرکزی ِ پتانسیل یِ برا [1] دیرˆک

یِ پتانسیلها در [1] دیرˆک یِ معادله ِ حل یِ برا آورد. دست به (ͳتابش یِ تصحیحها از ِ-نظر (صرف-

کروی ِ مختصات ِ حسب بر را معادله اما میدارند نΎه ͳدِکَرت ِ ش΋ل به را سˉپینُر ِ خُد معمولَن مرکزی،

یِ عادی ِ معادله-یِ-دیفرانسیل دˇ و می΋نند جدا هم از را ͳشعاع و ͳزاویِئ یِ بخشها سپس مینویسند.

ویژه- یِ برا معادل̃ها (این است. شعاع ِشان متغیر که میئاورند، دست به Έی یِ مرتبه از یِ جفت-شده

ِ طیف و کرد حل را معادل̃ها این میشود فاصله، ِ وارون با متناسب ِ پتانسیل یِ برا یˆند.) انرژی یِ بردارها
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است. شده انجام [2] مثلَن در که است، ی کار این آورد. دست به را انرژی

نَ-تنها ͳیعن شود، نوشته کروی ِ مختصات در ابتدا از [1] دیرˆک یِ معادله که است آن هدف اینجا

وارد معادله در هم کروی ِ مختصات یِ سˉپینُری یِ هموستارها بل΋ه باشد، کروی ِ مختصات ِ تاب΄ سˉپینُر

ِ [3] ِ-لُرِنتس تبدیل- Έی با میشوند، ظاهر معادله این در که ͳی کروی یِ سˉپینُرها میشود معلوم شوند.

ِ [1] معادله-یِ-دیرˆک در که یˆند ͳی آنها ͳدِکَرت یِ (سˉپینُرها َند. مربوط ͳدِکَرت یِ سˉپینُرها به ͳمˇضع

میشوند). ظاهر هموستار ِ بدون

یِ پتانسیلها یِ برا و میشوند جدا هم از کروی یِ سˉپینُرها یِ ͳشعاع و ͷ̥زاوی یِ بخشها ادامه، در

یِ معادله از که است ی همان طیف این طبعˆن میئاید. دست به سیستم ِ طیف فاصله، ِ وارون با متناسب

میئاید. دست به ͳدِکَرت

تقسیم [4] Έپˉلان ِ (ثابت ~ و نور) ِ (سرعت c که می΋نم کار ͳی واحدها در متن این ِ سراسر در

شود. گفته آن ِ خلاف صریحˆن مΎر َند، Έی (2π بر

ناتخت یِ) فضازمانها (یا ِ مختصات دیر̵کدر یِ معادله 1

است. این آزاد، یِ ذره Έی یِ برا [1] دیرˆک یِ معادله

[γa(∂a + Γa)− µ]ψ = 0. (1)

ͳی ماتریسها ها γa است. ذره) ِ [5] کامپت̃ن ِ ِ-مˇ; طول- ِ (ع΋س ذره ِ جرم µ و ،[1] دیرˆک ِ سˉپینُر ψ

میئاورند: بر را [6] کْلیفُرد ِ جبر یِ رابطه و است فضازمان ِ بˇعد ِ برابر ِشان تعداد که َند، ثابت

{γa, γb} = ηa b. (2)

است: پایین ِ شاخص با η ِ ماتریس ِ وارون بالا ِ شاخص با η ِ ماتریس

ηa b ηb c = δac , (3)

{(a, ea) | a} با را پایه این َند. مماس یِ فضا ِ راست-هنجار یِ یΈپایه متریΈدر یِ مئلف̃ها ها ηa b و

ترتیب، این به میدهم. نشان

ηa b = ea · eb,

{ηa b} = diag(−1, 1, 1, 1). (4)
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و q ها (−1) ِ تعداد بˇعدی، (q + p) ِ فضازمان یِ برا ست. بˇعدی (1 + p) ِ فضازمان یِ برا (این

میبرم. پایین و بالا را شاخصها η با است.) p ها (+1) ِ تعداد

ی فضازمان یِ برا یˆند. سˉپینُری یِ هموستارها هم ها Γa است. ea یِ راستا در ͳسوی ِ مشتق ∂a

را {(a, ea) | a} ِ دˇگان یِ پایه میشوند. محاسبه چنین ها Γa ،[7] ل̃وی-چیویتا ِ هموستار با

میΎیرم: {(a, ea) | a}

ea(eb) = δab . (5)

که میΎیرم چنان را Γa
b یِ ِ-دیفرانسیلها تΈ-فرم�-

dea + Γa
b ∧ eb = 0. (6)

Γa b + Γb a = 0. (7)

میشوند هموستارها یافت.) [8] مثلَن در میشود را (اینها

Γa =
1

2
Γb

a
c σc b, (8)

که

Γb
c =: Γb

a c e
a, (9)

یند: سˉپینُرها یِ برا [3] لُرنتس ِ تبدیل یِ مولدها σa b یِ ماتریسها و

σa b = −1

4
[γa, γb]. (10)

[3] لُرِنتس ِ تبدیل Έی ِ ماتریس Λ اگر که دارند را ͳویژه�گ این ها σa b یافت. [9] مثلَن در میشود را این

با

Λ = exp(Ξ) (11)

که باشد،

Ξa b + Ξb a = 0, (12)
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و

S(Λ) = exp

(
1

2
Ξa b σb a

)
, (13)

آنΎاه

γa[S(Λ)] = [S(Λ)]γb Λa
b. (14)

را (1) یِ معادله ψ اگر داد نشان میشود سˉپینُری، یِ هموستارها ِ تعریف یِ رو از و این از استفاده با

آنΎاه براورˆد،

[γa(∂a′ + Γ′
a′)− µ]ψ′ = 0, (15)

که

ψ′ = [S−1(Λ)]ψ. (16)

{(a, e′a) | a} ِ راست-هنجار یِ پایه با که یˆند ͳی ِ-سˉپینُری هموستار- و ͳسوی ِ مشتق Γ′
a′ و ∂a′ و

میشوند: تعریف

e′a = Λb
a eb. (17)

Γ′
a′ =

1

2
Γ′b′

a′
c′ σc b, (18)

که میبرم کار به را این ،(1) با (15) یِ همى˘رزی ِ اثبات یِ برا

[S(Λ)]γa(∂a′ + Γ′
a′)[S−1(Λ)] = (Λ−1)ab γ

b[S(Λ)](∂a′ + Γ′
a′)[S−1(Λ)],

= γb[S(Λ)] (∂b + Γ′
b)[S

−1(Λ)]. (19)

همچنین،

Λa
c(Λ

−1)dbΓ
′c′

d′ + Λa
c d(Λ

−1)cb = Γa
b. (20)

:Γ′ یِ برا اَش مانسته و (6) از مثلَن میشود را این

d e′a + Γ′a′

b′ ∧ e′b = 0, (21)
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،(14) و (10) از استفاده با آورد. دست به (17) سرانجام و ،Γ′ یِ برا اَش مانسته و (7) نیز و

σa b[S(Λ)] = [S(Λ)]σc d Λa
c Λb

d. (22)

میشود نتیجه ،(20) و رابطه این از

[S(Λ)]Γ′[S−1(Λ)] +
1

2
Λd

e [d(Λ
−1)e c]σc d = Γ. (23)

شده: استفاده هم η به نسبت Λ ِ ماتریس ِ تعامد از رابطه، این به رسیدن در

Λa
b Λc b = δac . (24)

سرانجام،

[S(Λ)] d[S−1(Λ)] =
1

2
Λd

e [d(Λ
−1)e c]σc d. (25)

یِ ها Λ یِ برا میشود. نتیجه (13) و (11) از ͳسادِگ به ،ͳهمان به Έنزدی Λ یِ برا رابطه این ِ اثبات

:S یِ ͳهمریخت یِ ͳویژِگ نیز و ،ͳهمان به Έنزدی یِ ها Λ یِ برا ح΋م ین هم ست ͳکاف هم، دلبخاه

[S(Λ)][S(Λ′)] = S(ΛΛ′), (26)

میشود نتیجه (25) و (23) از رود. کار به

[S(Λ)](d + Γ′)[S−1(Λ)] = d + Γ, (27)

است. همى˘رز (1) با (15) میدهد نشان که

کروی یِ سˉپینُرها 2

:{(a, ea) | a} یِ پایه با متناظر کروی ِ سˉپینُر میΎیرم. را بعدی (1+3) یِ [10] ͳ΋ُو̸س΋مین یِ یΈفضا

e0 = t̂,

e1 = r̂,

e2 = θ̂,

e3 = ϕ̂, (28)
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میشود دیده یˆند. فضا یِ کروی ِ مختصات (r, θ, ϕ) و است زمان یِ مختصه t م�ͳدهم. نشان ψ با را

∂0 =
∂

∂ t
,

∂1 =
∂

∂ r
,

∂2 =
1

r

∂

∂ θ
,

∂3 =
1

r sin θ

∂

∂ ϕ
. (29)

:{(a, ea) | a} میشود {(a, ea) | a} ِ دوگان یِ پایه

e0 = d t,

e1 = d r,

e2 = r d θ,

e3 = r sin θ dϕ. (30)

میشود نتیجه ،(7) و (6) از استفاده با

Γ2 1 = −Γ1 2 =
1

r
e2,

Γ3 1 = −Γ1 3 =
1

r
e3,

Γ3 2 = −Γ2 3 =
cot θ

r
e3, (31)

اینجا، از َند. صفر هموستارها یِ بقیه و

γa(∂a + Γa) = γ0
∂

∂ t
+ γ1

∂

∂ r
+ γ2

(
1

r

∂

∂ θ
+

1

r
σ1 2

)
+ γ3

(
1

r sin θ

∂

∂ ϕ
+

1

r
σ1 3 +

cot θ

r
σ2 3

)
,

= γ0
∂

∂ t
+ γ1

(
∂

∂ r
+

1

r

)
+ γ2

(
1

r

∂

∂ θ
+

cot θ

2 r

)
+ γ3

1

r sin θ

∂

∂ ϕ
. (32)
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{(a, e′a) | a} یِ پایه است. (16) یِ معادله ψ′ یِ ͳدِکَرت ِ سˉپینُر با ψ یِ کروی ِ سˉپینُر یِ رابطه

میΎیرم چنین را

e′0 = t̂,

e′1 = x̂,

e′2 = ŷ,

e′3 = ẑ, (33)

میشود دیده یˆند. فضا یِ ͳدِکَرت ِ مختصات (x, y, z) که

e′0 = e0,

e′1 = e1 sin θ cosϕ+ e2 cos θ cosϕ− e3 sinϕ,

e′2 = e1 sin θ sinϕ+ e2 cos θ sinϕ+ e3 cosϕ,

e′3 = e1 cos θ − e2 sin θ, (34)

میشود نتیجه آن از که

Λa
b =



1 0 0 0

0 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

0 cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

0 − sinϕ cosϕ 0



a

b

,

= [exp(Ξ3) exp(Ξ2) exp(Ξ1)]
a
b, (35)

که

(Ξ1)
3
2 = −(Ξ1)

2
3 =

π

2
,

(Ξ2)
1
3 = −(Ξ2)

3
1 = ϕ,

(Ξ3)
2
1 = −(Ξ1)

1
2 =

π

2
− θ, (36)
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� ِ تعریف با َند. صفر ها Ξi یِ مئلف̃ها یِ بقیه و

Σ1 = 2 iσ2 3,

Σ2 = 2 iσ3 1,

Σ3 = 2 iσ1 2, (37)

میشود دیده

S(Λ) = exp

[
− i

(
π

4
− θ

2

)
Σ3

]
exp

[
− i

(
ϕ

2

)
Σ2

]
exp

[
i

(
π

4

)
Σ1

]
. (38)

ِ ش΋ل به ϕ→ (ϕ+ 2π) ِ تبدیل ِ تحت و نیست، فضا از تΈ-مقدار ی تاب΄ S میشود دیده جمله از

چون میشود، عوض S → (−S)

exp(−iπΣ2) = −1 ⇒ exp

[
− i

(
ϕ+ 2π

2

)
Σ2

]
= − exp

[
− i

(
ϕ

2

)
Σ2

]
. (39)

آنΎاه، میشود) فرض چنین (که باشد تΈ-مقدار ͳدِکَرت ِ سˉپینُر اگر ͳیعن این

ϕ→ (ϕ+ 2π) ⇒ ψ → (−ψ). (40)

مرکزی ِ میدان 3

(1) ِ ش΋ل ان هم به کمین، ِ جفتش با ͳخارج ِ پتانسیل Έی در ذره Έی یِ برا [1] دیرˆک یِ معادله

پتانسیل: یِ انرژی یِ منها انرژی گذاشت انرژی یِ جا به باید که تفاوت این با است،

[γa(∂a + i δ0a V + Γa)− µ]ψ = 0, (41)

Έی در (1/2) ِ سˉپین با یِ ذره Έی با متناظر یِ (معادله ست. ͳخارج ِ انرژی-یِ-پتانسیل V که

میشود کمین ِ جفتش با ͳترˇمغناطیس΋ال ِ میدان

[γa(∂a − i q Aa + Γa)− µ]ψ = 0, (42)

است.) ͳترومغناطیس΋ال ِ پتانسیل A و ذره ِ بار q که

نوشت. چنین میشود را (41)

i ∂0 ψ = H ψ, (43)
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که

H = V + µβ +
∑
j ̸=0

αj [−i(∂j + Γj)], (44)

و

β = i γ0,

αj = γ0 γ
j = −iβ γj . (45)

[10] ͳ΋ُو̸س΋مین ِ فضا-زمان یِ برا جمله، از است. صفر Γ0 که شده نوشته ی حالت یِ برا (44) یِ رابطه

کروی ِ مختصات با

H = V + µβ − i

[
α1

(
∂

∂r
+

1

r

)
+ α2

(
1

r

∂

∂θ
+

cot θ

2 r

)
+ α3 1

r sin θ

∂

∂ϕ

]
,

= V + µβ − iα1

(
∂

∂r
+

1

r
+
β K

r

)
, (46)

که

K = β

[
α1 α2

(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ

)
+
α1 α3

sin θ

∂

∂ϕ

]
,

= iβ

[
Σ3

(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ

)
− Σ2

sin θ

∂

∂ϕ

]
,

= iβ Σ3

(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ +

iΣ1

sin θ

∂

∂ϕ

)
. (47)

اگر میشود دیده ͳسادِگ به باشد. t و r فقط ِ تاب΄ V اگر ست، مرکزی ͳخارج ِ میدان میΎویم

آنΎاه باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان

[K,H] = 0. (48)

یِ ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت یِ مئلف̃ها و دارد کروی ِ تقارن سیستم باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان اگر

یِ مئلف̃ها ِ به-دست-آوردن (و این ِ دیدن یِ ساده ِ راه Έی میشوند. جابِجا (H) ͳهمیلتن با کل

میشود ͳدِکَرت یِ سˉپینُرها با متناظر یِ ͳهمیلتن ست. ͳدِکَرت یِ سˉپینُرها با شروع ،(ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت

H ′ = V + µβ − i

(
α1 ∂

∂x
+ α2 ∂

∂y
+ α3 ∂

∂z

)
. (49)
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H ′ و H یِ رابطه

H = S H ′ S−1, (50)

باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان اگر میشود دیده ͳسادِگ به است. (38) در S(λ) ان هم S که است،

[J ′
j k,H

′] = 0, j, k ̸= 0, (51)

که

J ′
j k = −i(x′j ∂k′ − x′k ∂j′) + iσj k. (52)

ت΋انه-یِ- راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله و مداری، یِ ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت راست ِ طرف ِ اول یِ جمله

میشوند کروی ِ مختصات ِ حسب بر ،ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت یِ مئلف̃ها است. (سˉپین) ͳذات یِ ͳزاویِئ

J ′
± = exp(±iϕ)

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)
+

1

2
(Σ1 ± i Σ2),

J ′
3 = −i

∂

∂ϕ
+

1

2
Σ3, (53)

که

J ′
± = J ′

2 3 ± i J ′
3 1,

J ′
3 = J ′

1 2. (54)

ِ تعریف از

Jj k = S J ′
j k S

−1, (55)

میشود نتیجه

J± = exp(±iϕ)

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ
+

Σ1

2 sin θ

)
,

J3 = −i
∂

∂ϕ
. (56)
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آنΎاه باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان اگر میشود معلوم مستقیم، یِ محاسبه با یا (51) از

[Jj k,H] = 0, j, k ̸= 0, (57)

یا

[J±,H] = 0,

[J3,H] = 0. (58)

دوران یِ گسترش-یافته ِ جبر 4

K باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان اگر پس َند. برقرار (58) و (48) باشد، مرکزی ͳخارج ِ میدان اگر

یِ گسترش-یافته ِ جبر اینها با ساخته-شده ِ جبر به َند. سیستم ِ تقارن ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت یِ مئلف̃ها و

یِ آشنا ِ جبر ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت یِ مئلف̃ها میشود دیده ͳسادِگ به میΎویم. دوران

[J3, J±] = ±J±,

[J+, J−] = 2 J3 (59)

یِ کمیتها که گرفت نتیجه اینجا از یا کرد، تحقیق مستقیم یِ محاسبه با ی�شود را این میئاورند. بر را

میشود دیده همچنین میئاورند. بر را ی مشابه یِ رابط̃ها متناظر ِ پریمدار

[K,J3] = 0, (60)

[K,J±] = 0. (61)

ِ تعریف با

J · J = (J1 2)
2 + (J2 3)

2 + (J3 1)
2,

= (J3)
2 +

1

2
(J+ J− + J− J+),

= −
(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
+
i cos θ

sin2 θ
Σ1

∂

∂ϕ
+

1

4 sin2 θ
, (62)



کروی یِ سˉپینُرها و هیدرˇژن-گونه، یِ یˇنها ١٢

میشود معلوم

K2 = J · J +
1

4
. (63)

ت΋انه-یِ- فقط از ساخته-شده ِ (جبر دوران ِ جبر از بزرگتر ی اندک دوران، یِ گسترش-یافته ِ جبر

ِ حسب بر میشود را K ِ زُج یِ توانها چون شوند، وارد K یِ توانها یِ همه نیست لازم است: (ͳزاویِئ

نوشت. ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت

Kرا و J3 ِ همزمان یِ ویژه-بردارها کرد. قطری همزمان میشود را J3 Kو میشود نتیجه (60) از

میدهم: نشان Yκm با

K Yκm = κYκm, (64)

J3 Yκm = mYκm. (65)

میشود نتیجه (63) از

J · J Yκm = j (j + 1)Yκm, (66)

که

κ = ±
(
j +

1

2

)
. (67)

میشود نتیجه (66) و (65) از

(j −m) ∈ Z, j ≥ |m|, (68)

است. ΀صحی یِ عددها یِ مجموعه Z که

میشود (65) ِ جواب

Yκm(θ, ϕ) = Θκm(θ) exp(imϕ). (69)

ِ فرد ِ عدد Έی ِ نصف j میشود نتیجه این از (و است فرد ِ عدد Έی ِ mنصف میشود نتیجه (40) از

می΋نم: حساب را Θκ j ابتدا ها، Θ ِ به-دست-آوردن یِ برا است). مثبت

J+ Yκ j = 0, (70)

میشود نتیجه آن از )که
∂

∂θ
− j cot θ +

Σ1

2 sin θ

)
Θκ j = 0 (71)
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میشود َش جواب که ست، ͳجداشدن ِ معادله-یِ-دیفرانسیل Έی این

Θκ j(θ) = exp

[
j ln(sin θ) +

Σ1

4
ln

(
1 + cos θ

1− cos θ

)]
Υj u,

= sinj θΩ(θ)Υj u, (72)

است، θ از مستقل ی سˉپینُر Υj u که

u =
κ

|κ|
, (73)

و

Ω(θ) = exp

[
Σ1

4
ln

(
1 + cos θ

1− cos θ

)]
,

=
1√
sin θ

[
cos

(
π

4
− θ

2

)
+Σ1 sin

(
π

4
− θ

2

)]
. (74)

میشود (64) سرانجام،

iβ Σ3

(
∂

∂θ
+

1

2
cot θ − j Σ1

sin θ

)
Θκ j = κΘκ j , (75)

،(71) از استفاده با یا

iβ Σ3

(
j +

1

2

)(
cot θ − Σ1

sin θ

)
Θκ j = κΘκ j . (76)

،(73) و ،(72) ،(67) از استفاده با

iβ Σ3

(
cot θ − Σ1

sin θ

)
Ω(θ)Υj u = uΩ(θ)Υj u. (77)

میشود (77) میشود، پادجابِجا Σ1 با (β Σ3) که این از استفاده با

i[Ω(θ)]−1

(
cot θ +

Σ1

sin θ

)
[Ω(θ)]−1β Σ3 Υj u = uΥj u. (78)

از استفاده با

{[Ω(θ)]−1}2 = exp

[
−Σ1

2
ln

(
1 + cos θ

1− cos θ

)]
,

=
1

sin θ
− Σ1 cot θ. (79)
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میشود (78) یِ رابطه

i Σ1 β Σ3 Υj u = uΥj u, (80)

یا

β Σ2 Υj u = uΥj u. (81)

نوشت میشود پس ندارد. ͳΎ̃بست j به میئاورد، بر را آن Υj u که ͳی ویژه-مقداری یِ معادله میشود دیده

Υj u =: Nj Υu, (82)

ترتیب، این به است. بهنجارش ِ ضریب Έی Nj و ثابت، ی سˉپینُر Υu که

Yκ j(θ, ϕ) = Nj exp(i j ϕ) sinj θΩ(θ)Υu. (83)

این با میشود نتیجه (61) از میدهم. اثر Yκ j بر را J− ها، Yκm یِ بقیه ِ به-دست-آوردن یِ برا

اینجا، از نمیشود. عوض K ِ ویژه-مقدار کار

Yκm(θ, ϕ) = Nj m (J−)
j−m exp(imϕ) sinj θΩ(θ)Υu, (84)

باشد، برابر Yκ j ِ طول با Yκm ِ طول شود خاسته اگر است. دیΎر ِ ِ-بهنجارش ثابت- Έی Nj m که

Nj m = Nj

√
(j +m)!

(2 j)! (j −m)!
. (85)

ͳشعاع یِ معادله 5

ست. مرکزی ͳخارج ِ میدان می΋نم فرض و م�ͳگیرم، را (46) ِ ش΋ل به ͳی ͳهمیلتن با (43) یِ معادله

میشود ]دیده
K,H − i

∂

∂t

]
= 0.[

J3,H − i
∂

∂t

]
= 0. (86)
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میدهم: بسط J3 و K ِ همزمان یِ ویژه-بردارها ِ حسب بر را ψ

ψ(t, r, θ, ϕ) =
∑
κ,m

Rκm(t, r)Yκm(θ, ϕ). (87)

اینجا، از میشوند. جابِجا ͳزاویِئ یِ ت΋انه یِ مئلف̃ها و K با که یˆند ͳی ماتریسها ها Rκm[
µβ + V − i

∂

∂t
− iα1

(
∂

∂r
+

1

r
+
κβ

r

)]
Rκm(t, r) = 0. (88)

می΋نم تعریف

φκm(t, r) =
1 + β

2
Rκm(t, r),

χκm(t, r) = −iα1 1− β

2
Rκm(t, r). (89)

می΋نم: ضرب (88) در چپ از را [−iα1 (1− β)/2] و [(1 + β)/2] µ+

(
V − i

∂

∂t

) (
∂

∂r
+

1

r

)
− κ

r

−
(
∂

∂r
+

1

r

)
− κ

r
−µ+

(
V − i

∂

∂t

)


ϕκm

χκm

 = 0. (90)

.[2] میئاید دست به ͳزمان و ͳشعاع یِ ͳΎ̃بست یِ برا معادله ین هم هم ͳدِکَرت یِ معادله یِ جداسازی از

یِ حالتها یِ برا هیدر̶ژن-گونه، یِ ی̶نها انرژییِ یِ ویژه-مقدارها 6

مقید

میΎذارم (90) یِ معادله در

V (r) = −k
r
, (91)

می΋نم تعریف همچنین، است. مثبت ی ثابت k که

φκm(t, r) =: f(r) exp(−iE t),

χκm(t, r) =: g(r) exp(−i E t). (92)

میشود (90) یِ معادله µ− k

r
− E

d

dr
+

1

r
− κ

r

− d

dr
− 1

r
− κ

r
−µ− k

r
− E


f
g

 = 0. (93)
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میشود معادله این بزرگ، یِ ها r −µدر E
d

dr

− d

dr
−µ− E


f
g

 ∼ 0. (94)

معادله این ِ جواب Έیf
g

 ∼

F
G

 exp(v r) (95)

میشود (94) صورت این در َند. کندتغییر ͳی تابعها G و F و است ثابت v که −µاست، E v

−v −µ− E


F
G

 ∼ 0, (96)

میدهد نتیجه که

−µ2 + E2 + v2 = 0. (97)

مقید، یِ حالتها یِ برا است. نامقید یِ حالتها با متناظر این که میشود، ͳمˇهوم v آنΎاه ،|E| > µ اگر

باشد، خُش-رفتار r → ∞ در که ی جواب یِ برا صورت، این در .|E| < µ

v = −
√
µ2 − E2. (98)

میΎذارم: (93) در را (95) یِ نهاده µ− k

r
− E

d

dr
+

1− κ

r
+ v

− d

dr
− 1 + κ

r
− v −µ− k

r
− E


F
G

 = 0. (99)

میΎیرم: ͳتوان یِ سری Έی ِ ش΋ل به ای نهاده معادله، این ِ جواب یِ Fبرا (r)
G(r)

 =
∞∑
p=0

Wp r
s+p. (100)

اینجا، از
∞∑
p=0

CWp r
s+p −

∞∑
p=0

CpWp r
s+p−1 = 0, (101)
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که،

C =

µ− E v

−v −µ− E

 . (102)

Cp =

 k −s− p− 1 + κ

s+ p+ 1 + κ k

 . (103)

با است همئرز (101) یِ معادله

C0W0 = 0, (104)

CWp−1 − CpWp = 0, p > 0. (105)

میشود نتیجه (104) از

k2 − κ2 + (s+ 1)2 = 0. (106)

که است آن باشد خُش-رفتار r → 0 در ِ-مˇ; تاب΄- که این ِ شرط

Re(s) > −1. (107)

میشود نتیجه اینجا از

s = −1 +
√
κ2 − k2, (108)

|κ| > k. (109)

بیشتر ی معین ِ حد از باید مقید یِ حالتها یِ زاویه�ای یِ ت΋انه آنΎاه ،k > 1 اگر میΎوید اخیر ِ (شرط

باشد.)

دارد: چپ ِ ویژه-بردار دˇ C ِ ماتریس

ξ C = 0,

η C = −2E η, (110)
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که

ξ =

(
v µ− E

)
,

η =

(
v µ+ E

)
. (111)

میشود نتیجه می΋نم. ضرب (105) در چپ از را ξ

ξ CpWp = 0, (112)

یا

Wp = wp ζp, (113)

که است چنان ζp و است عدد wp که

ξ Cp ζp = 0. (114)

بهنجارش، ِ ضریب Έی ِ انتخاب با اینجا، از

ζp =

(s+ p+ 1− κ)v − k(µ− E)

k v + (s+ p+ 1 + κ)(µ− E)

 . (115)

میشود نتیجه می΋نم. ضرب (105) در چپ از را η

−2E η ζp−1 wp−1 = η Cp ζp wp, (116)

یا

wp =
2[k E + (s+ p)v]

κ2 − k2 − (s+ p+ 1)2
wp−1. (117)

آنΎاه نشوند، صفر بعد به ͳی جا از ها wp اگر

lim
p→∞

pwp

wp−1
= −2 v, (118)

میدهد نتیجه که

F (r), G(r) ∼ exp(−2v r), r → ∞, (119)
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یا

f(r), g(r) ∼ exp(−v r), r → ∞, (120)

ِ عدد n′ گیرم شوند. صفر بعد به ͳی جا از باید ها wp پس ست. ͳمنف v چون نیست، ͳپذیرفتن که

که ست ͳی ͳنامنف ِ ΀صحی

wn′ ̸= 0.

wn′+1 = 0. (121)

میشود نتیجه (117) از صورت این در

k E + (s+ n′ + 1)v = 0. (122)

،(108) و (98) از s و v یِ جاگذاری با است. مثبت E میشود نتیجه رابطه این از

E =
µ√

1 +
k2

(n′ +
√
κ2 − k2)2

. (123)

می΋نم: وارد هم را c و ~ و مینویسم Z یِ ͳاتم-ِ عدد- با هیدروژن-گونه ِ یˇن Έی یِ برا را رابطه این

En j = µ c2

1 + (Z α)2

n+

√(
j +

1

2

)2

− (Z α)2 −
(
j +

1

2

)−2


−1/2

.

(124)

است: (ͳاصل یِ ͳکوانتم ِ (عدد مثبت ِ ΀صحی ِ عدد Έی n و ِ-ریز، ساختار- ِ ثابت α

n := n′ + j +
1

2
. (125)

یافت. [1] مثلَن در میشود را (124) یِ رابطه

حالتها ِ تعداد 7

n′ و κ یِ ͳکوانتم ِ عدد دˇ ِ حسب بر را مقید یِ حالتها با متناظر یِ ویژه-مقدارها (123) یِ رابطه

این ظاهرˆن و را، ͳنامنف ِ ΀صحی یِ عددها ͳدوم و میΎیرد را ناصفر ِ ΀صحی یِ عددها ͳاول که میدهد
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باید (105) و (104) یِ معادل̃ها که است این ن΋ته نیست. چنین واق΄ در اما َند. هم از مستقل دˇ-عدد

باشد. ناصفر ζ0 که این یا باشد، W0ناصفر که این با است همئرز این باشند. داشته ناصفر ِ جواب

میشود نتیجه (98) در (122) ِ گذاشتن با

v = − k µ√
κ2 + 2n′ (s+ 1) + n′2

,

E =
(s+ 1 + n′)µ√

κ2 + 2n′ (s+ 1) + n′2
. (126)

میشود معلوم (115) در اینها ِ گذاشتن با میئاید. دست به (108) از هم s ِ خُد )البته
1 0

)
ζ0 = k µ

[
κ+ n′√

κ2 + 2n′ (s+ 1) + n′2
− 1

]
. (127)

که است این ζ0 ِ صفر-شدن یِ برا لازم ِ شرط پس

n′ κ = n′ (s+ 1). (128)

میشود نتیجه (108) از

|s+ 1| < |κ|. (129)

با است همئرز (128) پس

n′ = 0. (130)

یِ ازا به (126) ِ گذاشتن با نمیئاید. دست به ͳی ͳاضاف ِ شرط Ϳهی نباشد، صفر n′ اگر ͳیعن این

میشود نتیجه (115) در n′ = 0

ζ0

∣∣∣
n′=0

 k µ
κ− |κ|
|κ|

(|κ| − s− 1)µ
κ− |κ|
|κ|

+
−k2 + κ2 − (s+ 1)2

κ
µ

 , (131)

،(108) از استفاده با و

ζ0

∣∣∣
n′=0

=
κ− |κ|
|κ|

 k µ

(|κ| − s− 1)µ

 . (132)

نشود. صفر ζ0 تا باشد ͳمنف باید κ باشد، صفر n′ اگر پس

ͳنامنف و ΀صحی n′ که میشوند mمشخص و κ و n′ یِ ͳکوانتم ِ عدد سه با مقید یِ حالتها اینجا از

هم m است. ناصفر و ΀صحی κ باشد، مثبت n′ اگر است. ͳمنف و ΀صحی κ باشد، صفر n′ اگر است.
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یِ عددها ِ حسب بر را این است. |κ| از کوچ΋تر |m| که چنان است، فرد ِ عدد Έی ِ نصف Έی

ِ ΀صحی ِ عدد Έی κ است. مثبت ِ ΀صحی ِ عدد Έی n گفت. میشود هم m و κ و n یِ ͳکوانتم

فرد ِ عدد Έی ِ نصف Έی هم m است. نابزرگتر (n − 1) از و ناکوچ΋تر (−n) از که است ناصفر

ِ تعداد ،(n, κ) ِ مجاز ِ زُج هر با متناظر ترتیب این به است. |κ| از کوچ΋تر |m| که چنان است،

(κ,m) ِ مجاز یِ زُجها ِ تعداد ،n ِ مقدار هر یِ ازا به پس است. |2κ| ِ برابر m ِ مجاز یِ مقدارها

که Nn با است برابر

Nn =
n−1∑
κ=−n

2κ, (133)

میدهد نتیجه که

Nn = 2n2. (134)

ست. ͳغیرِنسبیت ِ حد در ترازها یِ ͳΎ̃چندگان ان هم این

پانوشتها 8

[1] Dirac

[2] Leonard I. Schiff; “Quantum mechanics”, 3rd edition (McGraw-Hill, 1968)

section 53

[3] Lorentz

[4] Planck

[5] Compton

[6] Clifford

[7] Levi-Civita



کروی یِ سˉپینُرها و هیدرˇژن-گونه، یِ یˇنها ٢٢

[8] Mikio Nakahara; “Geometry, topology and physics”, (Institute of Physics

Publishing, 1995) chapter 7

[9] Theodore Frankel; “The geometry of physics an introduction”, (Cambridge

University Press, 1999) chapter 19

[10] Minkowski


