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���� � � �n × n �� ��	
� �� � �� 
����� �� ��� ��� �� ��� �� n �� ������� � ����
g �  
��� 
� ��!" R � 	
���� #$
��%� & 
 � ��'$���� �� (δ �  
��� 
� ��!")

��� *��� ������

gμ ν Rμ
ρ Rν

σ = gρ σ. (1)

#$'+%� ,
��� &#$��%� ��-" SO(n) �� �� ����� n �� ������� � ����

R =: 1 + r. (2)
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���� 1
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4��� *(�5��  6�+ r %'�
) �5��  
 
�  
�7" R ���
��5%�

rμ ν + rν μ = 0, (3)

���8����9 1$
�9 � :;�5 �� �� r %'�
 1
� &��5 <��"� g �� ��:;�5 � ����1$
�9�3�� 
+

� � �=) so(4) � � �= � � *(3) �� %��> 
� � � r � n × n �� ��	
� �� � �� 
����� &���
&�?�
 

� 9  
 ��5%� 
����� 1
� �� �� � &��� �@
� 
 (�������A6 �� �������

#$!
�"%�

r =:
1
2

rν μ JD
μ ν , (4)

��5%� 
�$�" (4) �� &�"� ���8����9 ν � μ 
� ��!" 
+ �"� n× n %
 ��	
���� �� JD
ν μ 
+

rα β =
1
2

rν μ
(
JD

μ ν

)
α β

. (5)

#
���

rα β = rν μ gα ν gβ μ,

=
1
2

rν μ (gα ν gβ μ − gα μ gβ ν) . (6)

��5%� 
�$�" (6) �� (5) �� 
!
�8� ��

(
JD

μ ν

)
α β

= gα ν gβ μ − gα μ gβ ν , (7)

*(α � :;�5 � ����3�� ��) �


(
JD

μ ν

)α
β = δα

ν gβ μ − δα
μ gβ ν . (8)

� ��= � /
��"  
 (3) �� %��>
� �� r �� ��	
���� �� 
����� *�5�� δ ���� g � �B�
&�"� /
��" 1
� �� ���C�� �� JD

μ ν � *(��''+,
��� � /
��") ��� ����� n �� �������
D��+ E�!F �� #� �� ���C�� 1
� � ���=
��= ��5%� %�����
�

[JD
μ ν , JD

ρ σ] = gμ ρ JD
ν σ − gν ρ JD

μ σ + gμ σ JD
ρ ν − gν σ JD

ρ μ. (9)
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��5%� (�� Jμ ν) ����� � ��= �� ���C�� � ���=
��= I$��� 1
� 
�

[Jμ ν , Jρ σ] = δμ ρ Jν σ − δν ρ Jμ σ + δμ σ Jρ ν − δν σ Jρ μ. (10)

����� � ��	 
� 
���
��� 
� ������� 2

� J��F �� �� V �� �K�� �� ��:;�5 &�
�$L� �M" �� �� V̇ � V �� %4; �� �K? ��
1$�3 � ���
48" �� %
����� � J��F �� �� V̇ �� �K�� �� ��:;�5 � *1$�3 �� %
�����


+ �"� ��'6 σ̇μ � σμ �� %4; �� ���5�L" �$'+ N�? &#$��%� /
��"

σμ : V → V̇,

σ̇μ : V̇ → V,

σμ σ̇ν + σν σ̇μ = 2 gμν . (11)

����O *��5 �?�
 %
 ���5�L"1$'6 ��� 
+ ��� 15��

σ̇μ σν + σ̇ν σμ = 2 gμν . (12)

��5%� 
�$�" (11) ��

[σ̇μ σν , σ̇α σβ ] = σ̇μ σν σ̇α σβ − σ̇α σβ σ̇μ σν ,

=−σ̇μ σα σ̇ν σβ + 2 gν α σ̇μ σβ

+σ̇α σμ σ̇β σν − 2 gβ μ σ̇α σν ,

= σ̇α σμ σ̇ν σβ − 2 gμ α σ̇ν σβ + 2 gν α σ̇μ σβ

−σ̇α σμ σ̇ν σβ + 2 gβ ν σ̇α σμ − 2 gβ μ σ̇α σν , (13)

*�=�O �� �

[σ̇μ σν , σ̇α σβ ] = −2 gμα σ̇ν σβ + 2 gν α σ̇μ σβ + 2 gβ ν σ̇α σμ − 2 gβ μ σ̇α σν . (14)

*I$��� 1$�� 
�
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[σμ σ̇ν , σα σ̇β ] = −2 gμα σν σ̇β + 2 gν α σμ σ̇β + 2 gβ ν σα σ̇μ − 2 gβ μ σα σ̇ν . (15)

� ,
��� ��

Jμ ν :=−1
4
(σ̇μ σν − σ̇ν σμ),

J̇μ ν :=−1
4
(σμ σ̇ν − σν σ̇μ), (16)

��5%� ��
�

[Jμ ν , Jα β ] = gμ α Jν β − gν α Jμ β + gμ β Jα ν − gν β Jα μ,

[J̇μ ν , J̇α β ] = gμ α J̇ν β − gν α J̇μ β + gμ β J̇α ν − gν β J̇α μ. (17)

J̇μ ν � Jμ ν �� � �� C� � *g = δ �� ��� 
 � �� 5% � <� Q � � (10) � � (17) �� 
 ! 
� 8 � ��
�'5�� �
R9�"/��+ ���C�� 1
� � �B� &�"� ����� � ��= �� ���C�� �� ��� %
 ��/
��"

+ ����� � ��= �� ��/
��" 
� (�'5�� 
�5��" %A
���" � S��-� �� �����" �� �K? %'�
)

� /
��" ��� 1T�� 
��C� &�'
��%� ���'$.�� �� ��/
��" �'
 ���C�� 1
� �� �U�'��
�� ��� �'��%� ��-" VB�� �� &�5�� � ��#� �� J̇μ ν �� �U�'�� � /
��" �� �� Jμ ν �� �U�'��

� �� �� σ̇μ 
+ �!� %A��-� � W
���  
 �5�� ��? n ��� *n ≥ 3 �� ����� n �� �������
X�� n ��� ��� &#
��� ���'$.�� � /
��"  
 Y8? �C�F 1
� �� � �'+%� W
��� �� σμ

�� ��� 
� (11) �� 
4��� �
� ��5%� �Z'�[ &#
��� � ��#��" �� ���'$.�� � /
��" �� �5��
&���� E��= �� n �� 
��

� /
��" � �\� ��� *��� �����" ]a^ %C � ��=  
 � /
��" �� �K? �� v � ����� #$
��%�
�� �K? �'6 �
 �� �� ���!"�� � E�[W� _�F �� v ��� &�5�� �`_ v �� ��= �O �� �K��
�� ���!"�� � E�[W� _�F �� v ��� aZ b� &��� 15�� ,
��� 1
� � #$��� #� �5�� /
��"

T � Wb� ��= � ���@�2� � �K� �� �� ��� 
� ��� ��� �����" v *�5�� 2 � 1 �� ��/
��"

(T 1 ⊗ 12 + 11 ⊗ T 2) v = 0, (18)

�� &�"� �U�'�� 2 � 1 �� ��/
��" �� #� 2 � 1 �� ��:;�5 &��� %"��� � �5�L" 1 
+
��5%� (18) *��
`Qc� � I!F
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(T 1)A
C vC Ḃ + (T 2)Ḃ

Ḋ vA Ḋ = 0, (19)

2 � /
��" �� �U�'�� ���
48" �� ��:;�5 � 1 � /
��" �� �U�'�� 
48"%� �� ��:;�5 
+
�� WT5 1
� 
� 3�� �� 
4��� *�5�� 1 � /
��" �� �K? � ����� 2 � /
��" �� �K? ��� &�"�

&�
O%�

T A
C vC

B − T D
B vA

D = 0. (20)


+ ��� 15�� �Z'�[

T A
C vC

A − T D
A vA

D ≡ 0. (21)

��� ��5%� ��
� (21) �� (19) �� ��
4��� �� ���`��� �� � *�����" �� ����!"�� � ,
��� ��
��-� ��� � *��� 1$'6 #� u ⊗ v *�'5�� ]a^ %C � ��=  
 �� �����" � ��!"�� �� v � u

W_�F #� �� � *�� + <� e�� v �� � �
 ` Q c � �� � /@� �� �� u �� � �
 ` Q c � �� � /@�
&��� �����" � ��!"��

�� 
� %�����
� *�?� ��+ 
 � (15) � (14) 
� ��$�� �� 
6 �O � 
 ��-� � f�� � �
��5%�

J̇μ ν σα − σα Jμ ν − gμ α σν + gν α σμ =0,

Jμ ν σ̇α − σ̇α J̇μ ν − gμ α σ̇ν + gν α σ̇μ =0, (22)

��5%� ��
`Qc� � ���� 
� 
+

(J̇μ ν)ḃ
ḋ (σα)ḋ

a − (Jμ ν)c
a (σα)ḃ

c − (JD
μ ν)β

α (σβ)ḃ
a = 0,

(Jμ ν)a
c (σ̇α)c

ḃ − (J̇μ ν)ḋ
ḃ (σ̇α)a

ḋ − (JD
μ ν)β

α (σ̇β)a
ḃ = 0. (23)

&�'
 (�����" � ��!"��) � �����  
 �� ��
`Qc� �� (σ̇α)a
ḋ � �� (σα)ḃ

a %'�
 1
�
%
 ����!"� � �� ��
`Qc� #� �� J̇μ ν � �� Jμ ν �� ��
`Qc� ��5%� <�Q�� �=1
� ��
�� ��
`Qc� ����O *�5�� V �� �K? �� ����� " � <�?��  
 O ��� *1$'6#� &�'
 ����� "
�� *I$��� 1
� 
� &�'
 �����" %
 ����!"�� �� ��
`Qc� �� O Jμ ν �� ��
`Qc� 7$" � �� O σ̇μ
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�� ��/
��" ��5%� ����� � ��= �� ���'$.�� �� ��/
��" �� ���!"�� � E�[W� _�F
�� w ����O *u ∈ (V ⊗ V) ��� &�;�� ������

wμ ν := (O Jμ ν)a b ua b, (24)

� Wb� %'�
 *��5%� W
��� JD �� �� ���!"�� � E�[W� _�F �� *J �� u � W
��� � �\� ��
D���8����9 � ��!"��  


(O Jμ ν)a b [(Jα β)a
c uc b + (Jα β)b

d ua d] = [−(JD
α β)σ

μ wσ ν − (JD
α β)ρ

ν wμ ρ]. (25)

�� z ����O *v ∈ (V ⊗ V̇) ��� *1$'6#�

zμ := (O σ̇μ)a ḃ va ḃ, (26)

D�����  
 � Wb� %'�
 *��5%� W
��� JD �� *J̇ � J �� v � W
��� � �\� ��

(O σ̇μ)a ḃ [(Jα β)a
c vc ḃ + (J̇α β)ḃ

ḋ va ḋ] = −(JD
α β)ν

μ zν . (27)


�������� 
� ������� 3

�� ���C�� � ����� *n = 4 �� ��� 
� 	9 &��� n (n− 1)/2����� n �� ������� � ��= � ����
D��+ #$!8� %
�� 3 � ���� �� 
� ��5%� �� �C�� 6 1
� &��� �� 6 �����

Jj :=
1
2

εj
k l Jk l,

Kj :=Jj 0. (28)

� ���8� &�"�$�%� ���8� 3 � � 1 � 1$� �"� 1$�3 �� %"�$� � J��F �� 
+ %
 ��:;�5

� ��! "� � # � ε (&� ?� � # � 4 �� �O �5%�) &# 
� 
 � ?� � 0 �� �K ? � :;�5 � <��� A6
��5%� (10) �� %
�=
��= �� 
4��� *��,
��� 1
� �� &��� ]b^ ��
�$6 hh��C�
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[Jj , Jk] = εl
j k Jl,

[Jj , Kk] = εl
j k Kl,

[Kj , Kk] = εl
j k Jl, (29)

� WT5 
� ����� � ��= �� ��� �L
� �� 

�9  
 � E�@�"� ��

J±
j :=

1
2

(Jj ± Kj), (30)

�"�5%� (29) �� ��
4���

[J±
j , J±

k ] = εl
j k J±

l ,

[J+
j , J−

k ] = 0. (31)

� V�=W� _�F ����� 4 �� ������� � ��= ���%� ��-" %
�=
��= �� ��
4��� � WT5 1
�
� �� J+

j ��=�� 1
� �� �  
 �� ���C�� &��� ����� 3 �� ������� � � �= �� #$8�!�

� ��= � �
R9�"/��+ �� �������
�9�� �� ��/
��" &�'�!� �� J−
j �L
� � ��= �� ���C��

�� &�"�5%�:@-� (1$.�� � �������) %`'��" � j$H_ � ���  
 �� ����� 3 �� �������

� ��� �� �� ����� 4 �� ������� � ��= �� �������
�9�� �� ��/
��" ��5%� <�Q�� �=1
�

� ���� &#$��%� ��-" 2 j− � 2 j+ �� �� ����� 1
� &�"�5%�:@-� %`'��" � j$H_
&(2 j+ + 1) (2 j− + 1) ��5%� (j+, j−) � /
��"

�� �� 5% � �� �� � �� 3 �� � ������ � � � = �� �� � ���� 
� 9� � �� � �/ 
� � " �� 
 � �
�� � �/ 
� � " �� 
 � � 	 9 &�;� � j = 1

2 � / 
� � " �� ���! "� � �� � �E�[W� _�F
�� �� ���!"�� �� ��E�[W� _�F �� ��5%� �� ����� 4 �� ������� � ��= �� �������
�9��
�� ������� � ��= �� ���'$.�� �� ��/
��" ��1
� 
� &�;�� (0, 1

2 ) � (1
2 , 0) � /
��"

&�'
��%� ����� 4
(0, 1

2 ) � /
��" �� �K? � *V �� �� (1
2 , 0) � /
��" �� �K? &�"� ����� 2 ��/
��" 1
�

�� Ji �
) �� Jμ ν I$���
� �� #� �� /
��"�� 1
� �� �U�'�� �� ���C�� &#$��%� ��-" V̇ �� ��

+ 1
� �� ���#�) (30) � ,
��� �� &#$��%� ��-" (�� K̇i � �� J̇i �
) �� J̇μ ν � (�� Ki �

��5%� ��
� (�"� �`_ ����� 3 �� ������� � ��= � j = 0 � /
��" �� ���C��
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Ki = Ji,

K̇i =−J̇i. (32)

��5%� 	9 &�"� ����� 3 �� ������� � ��= �� ���C�� �� ���'$.�� � /
��" �� J̇i � �� Ji

&�?�� WT5 1
� 
� ���O

(Jj)a
b =− i

2
(τj)a

b,

(J̇j)ȧ
ḃ =− i

2
(τj)a

b, (33)

(16) � (11) �� �� σ̇j � �� σj ��5%� *I$��� 1
� 
� &�"� ]c^ %C�l�9 �� ��	
���� �� τj 
+
&�?�� WT5 1
� 
� ��

(σj)ȧ
b =(τj)a

b,

(σ̇j)a
ḃ =(τj)a

b. (34)

�"�5%� #� σ̇0 � σ0 �=1
� ��

(σ0)ȧ
b = i δa

b ,

(σ̇0)a
ḃ =−i δa

b . (35)

�� ]b^ ��
�$6 hh��C� �� ����!"�� ��5%� ��
� (#$8�!� �� 
���H� �� aZ b�) %����� 
�
*O �� �= 
� ε �� � (24) �� *I$��� 1
� 
� &�'
 �����" � <�?�� �� (ε̇ � ε) V̇ � V �� �U�'��

� ��!"� � � ,
��� � ������B &�;�� ���8���� 9 �� ����!"� � V ⊗ V �� �K�� �� ��5%�
�� ���� 4 �� ]b^ ��
�$6 hh��C�

ε0 1 2 3 := 1, (36)

��5%� ��
� (32) �� ���`��� �� &#
�$�%�
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1
2

εμ ν
ρ σ Jρ σ = −Jμ ν , (37)

��5%� 
�$�" �O �� 
+

1
2

εμ ν
ρ σ (O Jρ σ)a b ua b = −(Jμ ν)a b ua b, (38)


�;�� V ⊗ V � �K�  
 �� 
+ � ���8����9 � ��!"�� %'�
 1
� &��� V ⊗ V � �K� u 
+
�� %`'� � ���8��>
� �� �U�'�� *�!� #� ]b^ ��
�$6 hh��C� � ��!"�� � ������>
� *��5%�
1
� �� �K? &�'
��%� �������;��9 � ���8����9 �� ����!"�� %
 ����!"��1$'6 
� & 

 
 V⊗V �
�� 	9 &��� ����� 4 %
 �K? V⊗V 
+ � 2�F �� *��� ����� 3 ����!"��
��
� %�����
� &�5�� �`_ �O �� �� O Jμ ν � �\� 
+ �5�� 
�5�� ����� 
 �� �K?�
�

D��� V ⊗ V � ���8����9 � /@� ����� 
 �� �K?�
� 1
� ��5%�

εa c (Jμ ν)c
b εa b = δb

c (Jμ ν)c
b,

=(Jμ ν)b
b,

=0, (39)

&��5%� <��"� ε � ��; �� ��:;�5 � ����1$
�9�3�� �O �� 
+
 
 
 � ��5%� �� ��� �� 3 �� ������� � � �= �� j = 1

2 � /
�� " �� � E�[W� _�F
(�K? � ���8����9 � /@�) j = 0 � /
��"  
 � (�K? � ���8�� � /@�) j = 1 � /
��"

*I$��� 1
� 
� &��+ 

7��
(

1
2
, 0

)
⊗

(
1
2
, 0

)
= (1, 0) ⊕ (0, 0), (40)

� ���8����9 �� ����!"�� �� �K? �� *����� 4 �� ������� � ��= �� (1, 0) � /
��" �� �K? �
&��� �@
� 
 �������;��9

��5%� 
�$�" (32) �� *I$��� 1$�� 
�

1
2

εμ ν
ρ σ J̇ρ σ = J̇μ ν , (41)

� ��= �� (0, 1) � /
��" �� �K? ��5%� <�Q�� 3�� � 23���� � 
��-� � 23���� �� �O �� �

� ��!"�� �� ��������>
�) �������; � ���8����9 �� ����!"�� �� �K? �� *����� 4 �� �������
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[a] Lie

[b] Levi-Civita

[c] Pauli


