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[Ξ(ψ)](r) = S(r). �1!
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Ξ{[T (s e)]ψ} = [T (s e)] [Ξ(ψ)], �2!

��

{[T (s e)]ψ}(r) := ψ(r − s e). �3!

� *+ � ,e0 �( �� ����� � *+ �� -.� ����� � ��� �� F=�?� �� ! )
�%�/0 �
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�� �4;0 � G.�� ψ ��� )/

 e �� ��.�� �	 ��=��� � ->?� ���=% 1-.� e �( �� )
���
G.�� ��<F=�/� � "#� &-.� {[T (s e)]S} �� �4;0 � G.�� 4� {[T (s e)]ψ} ,	5� S

1-.� ��<F=�/� �� �4;0 � 
,	5� �-<�	 ���=% ��� ea! ��.�� �/0 �	 ��=��� � ->?� 8�:� ��� �� -.� 6<��

�C�=D �� �� sa �� �A� �� ��� � �� 6
� 	#<)� �3! �� �8 ��

Ξ{[T (sa ea)]ψ} = [T (sa ea)] [Ξ(ψ)]. �4!
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∫
ddr′ Ξ(r; r′)ψ(r′) = S(r), �5!
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Ξ(r − sa ea; r′ − sa ea) = Ξ(r; r′). �6!
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Ξ(r; r′) = Ξ(r − r′; 0), �7!
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Ξ(r) := Ξ(r; 0), �8!

	#<)� �5! �� �8 ��
∫

ddr′ Ξ(r − r′)ψ(r′) = S(r). �9!

	#<)� �4! ,	��	 ���=% ea �� ����.�� �	 ��=��� � ->?� � -.� �89 8�:� � -H�

Ξ [T (sa ea)] = [T (sa ea)] Ξ. �10!
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u(r − e s) = λ(s)u(r). �11!

	�	)� �L��� ,-.� ���H� �C�=D �� �� s �� �A� �� ��� � �8 �� 6
� �� 6
�

λ(s+ s′) = λ(s)λ(s′), �12!

	#<)� �L��� �( �� ��

λ(s) = exp(κ s), �13!

1-.� - �V �
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�� 4
���)� ��60 �� f �� )
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f · e = 1, �14!
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f · e := fα e
α. �15!

4
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�
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rf := r − e (f · r). �16!

	#<)� ��
	

f · rf = 0, �17!

�� ���OMX� � 	��
% �� �%4� � �
 rf � F=�?� �� ���OMX� � 	��
% 	�	)� �L��� ��
4
��	 1-.� r � F=�?�

r = rf + e (f · r), �18!

,S� 1-?� �
� �
 �� �8 �� �
 (rf , f · r) � "�� � r � 6� 	�	)� �L��� ��

u(r) =: ũ(rf , f · r). �19!

	#<)� �L��� �11! �� ,U�%�% 6
� � 

ũ(rf , f · r − s) = λ(s) ũ(rf , f · r), �20!

	�	)� ��;� ��

ũ(rf , f · r) = λ(−f · r) ũ(rf , 0). �21!

�� -?� uf � $ �% �
 	#<)� Y#M
� �N6
� ��

u(r) = λ(−f · r)uf (rf ), �22!

,�13! �� �	�2�.� � �

u(r) = exp(−κ f · r)uf (rf ). �23!
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fa · eb = δa
b �24!
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rf := r − ea (fa · r), �25!
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fa · rf = 0. �26!
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u(r) = exp(−κa f
a · r)uf (rf ), �27!
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a ,

fa
α = δa

α, �28!
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u(r) = exp(−κa r
a)uf (t). �29!
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�

u(r) = exp(−κa r
a)uf , �30!
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�� u 1	��	 ���=% ea �� ����.�� �	 ��=��� � ->?� �� �
���� ��� �	 �89 � 8�:� �
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 ,����.�� 6
� �	 ��=��� � Q��;� � ��	� �R
� 4� (Ξu)(r) 	#<)�

&-.�

(Ξu)(r) = exp(−κa f
a · r)wf (rf |κ), �31!

��

wf (rf |κ) =
∫

ddr′ Ξ(r; r′) exp[κa f
a · (r − r′)]uf (r′f ). �32!

1-<#� 6
60 �� �( 	#<)� �� ,-.� uf � �89 � -<�a� �
 � �V� -.�� � b�T

wf (rf |κ) =
∫

dδr′f Ξf (rf ; r′f |κ)uf(r′f ). �33!

� - .�� � b� T �� �4 ; 0 � �� U � %� % 6 
� �  1� � ea � 	�� 
 % �� � ] / � d �  - .� �  ��  δ
&	5� ea �� ����.�� �	 ��=��� � ��	� �R
� �5! �� ��	�
�

S(r) = exp(−κa f
a · r)Sf (rf ), �34!

	# 	��#9 F7< 6
� � 4� ψ �� �� ��#N �
 ����(

ψ(r) = exp(−κa f
a · r)ψf (rf ), �35!

4
��	 �
∫

dδr′f Ξf (rf ; r′f |κ)ψf (r′f ) = Sf (rf ). �36!

� 	�� 
 % �  �� ,- .� δ � �� ��< 	��� �8 �� 6 
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ga · eb = 0. �37!

1- .� δ � ���() � �  �� �8  �� 6 
� � � � F = � ? ��8 9 �� � � ga � 	�� 
 % �� �6 
* �  
���d� �� �� (fa · r) �e#AL� 6
� � ��� 14
���)� rf � f�g�+� �� (g1 · r, . . . , gδ · r)
� 4
��^�)� �32! �	 �� f�g�+� 6
� 1�
()� -.	 � r �� �� � f�g�+� ,4�/�

	#<)� �L��� 14
�	)� Y�L�� �� �� (fa · r) �� �� �������a���

Ξf (rf ; r′f |κ) =
∫

dd−δ r̃′f
1
Δ

Ξ(r; r′) exp[κa f
a · (r − r′)], �38!

6
604� 1�/
 �� (fa · r) *
' ���OMX� �� -.� )
�% (d− δ) �
 r̃f ��

Δ := | det(g, f)|, �39!

� ->?� Ξ ��� 1��� fa � ga �� ��)
�%�/0 *
' ���#�. �� -.� � S
�%�� (g, f) ��
&	5� �F�?���2
	 r̃′f � r̃f �� �������

Ξ(r; r′) =
∑

(a1,...)

Ξ(a1,...)(rf ; r′f )

(
∂

∂r̃a1
f

· · ·
)
δ(r̃f − r̃′f ), �40!

����(

(Ξψ)(r) =
∑

(a1,...)

(
∂

∂r̃a1
f

· · ·
) ∫

dδr′f
1
Δ

Ξ(a1,...)(rf ; r′f )ψ(r′f , r̃f ), �41!

�

Ξf (rf ; r′f |κ) =
∑

(a1,...)

[(−κa1) · · ·]
1
Δ

Ξ(a1,...)(rf ; r′f ), �42!

� ->?� ����C�;� �� �N � �� �
()� -.	 � F7< 6
� � Ξ �� Ξf 	�	)� ��;� ��
14
��^a (−κa) �	 �	����d r̃a

f

6
� �	 1��#<)� κ 8=� � $ � % Ξf � wf � 	#<)� �23 δ ,�<� 6�4� 8�:� ���
	#<)� �33! f��D

wf (κ) = Ξf (κ)uf , �43!

��
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Ξf (κ) =
∫

ddr′ Ξ(r; r′) exp[κa f
a · (r − r′)]. �44!

	#<)� �36! f��D 6
� �	 ,Y�L���.

Ξf (κ)ψf = Sf , �45!

� ->?� Ξ ��� ,�MAN �� 1-.� ��F�?���2
	 �
 ����a��� ��! ��>N �� �8 �� �
 ��
&	5� �F�?���2
	 r′ � r �� �������

Ξ(r; r′) =
∑

(a1,...)

Ξ(a1,...)

(
∂

∂ra1
· · ·
)
δ(r − r′), �46!

����(

(Ξψ)(r) =
∑

(a1,...)

Ξ(a1,...)

(
∂

∂r̃a1
f

· · ·
)
ψ(r), �47!

�

Ξf (κ) =
∑

(a1,...)

[(−κa1) · · ·] Ξ(a1,...). �48!

$����!�% �	 ����� 4

�23 �5! �� ��	�
� � -.�� � b�T �� �4;0 ��� 1�
���� ��� �	 6�4� � 8�:� �

	#<)� ψ � Y���% � "#� �� �� �45! ,	5� 

Ξf (κ)ψf = 0. �49!

� 
 ��	�
� 6
� �� ,�F� � f��D �	 14 � 
#�)� )��� �5� � �� �8 �� ��	� 
� 6
� �  
� 1�
()� -.	 � �κ � U?D � ! 4� ψf �� ��.�� � �
()� -.	 � �� κa � 6� �8 ��
� 	5� � � -
	��:� ra � ��� 14�
#�)� ψ �� Y���%! � "#� � 5UiH ψf �� ��.��
�� �Y#�#� �
� κa ,	���� ��
��� ��<� ���=� �� 4
6� �j�� �� Ξ �� ����	� �R
� �(

�����)� �� �	# 6
� -/. 1	5� gB�9
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κa =
{−i ka, a �= 0

iω, a = 0
. �50!

1-.� �	�. � F7< 6
� � )����5�� �� �8 �� ����( ,	5� �B�7.� ψ ���

Ξf (κ) = 0. �51!

��.�
 � �
  K �  ��	�  S � ψ ��� 1-.� �� κa � 6�  ��>N �� ��	�
� �
 �8 �� 6
�
��� �]/% � ��� 	��	 �23�� � ��#N ψf �� �� �49! ����( ,��5� 

det[Ξf (κ)] = 0. �52!

1-.� �� κa � 6� ��>N �� ��	�
� �
 6
�

������ �	 ��&��' 	 (� #��� )����#�*�� 5

�j��MH� �� ��� �
 ������� �� )
��� � *+ �� 4
6�)� �j�� �� � f��D
�� �( � 4
�	)� ��;� (R∗ Φ) � �� R � ���
�� � F
�>% � Φ � ����� �� �-��
F
�>% 1-.�

14
6�)� O
�
% F7< 6
� � 

(R∗ Φ)(t, r) := R̃ [Φ(t, R−1 r)], �53!

� �����! -.� ���4� R̃ �� -.� � -H� @�9 � f��D �	 1-.� R � *
�A� �
 R̃ ��
1����	� � �����! R � 	#9 �
 ��B�7.�

ψ �� 6
� �� ��� ,�-.� ���=�� ����	 � -:%! -.� 	����.4���� 8�:� 4�
#�)�
(R∗ ψ) �� ������� R � ����	 �� �� ��� � 	#< �L��� ����()� � �� �5! �� �8 �� S �
�� ��F
�>% �� �A� � -:% 8�:� 4�
#�)� 1����()� � �� �5! �� �8 �� 4� (R∗ S) �
�� ��� � 	#< �L��� ����()� � �� �5! �� �8 �� S � ψ �� 6
� �� ��� ,-.� ���=�� ���
��

�� 1����()� � �� �5! �� �8 �� 4� (R∗ S) � (R∗ ψ) �� ������� R � ���
�� � F
�>% ��

k · (R−1 r) = (Rk) · r �54!

�� �A� �
! ����	 � -:% 8�:� � ���=% � l�< 	#<)� �L��� ���
�� �� ��F
�>% �� ��� � 
�� ����H� � -.� � ��4� ����
�� �� ��F
�>%



���	� � "�#�� �� )����5�� �� �8 �� mn

[Ξf (iω,−iRk)]R(1) = R(2) [Ξf (iω,−ik)] �55!

��4� R(2) � R(1) �� ,�R � ���
�� �� ��F
�>% �� �A� �
! R �� ������	 �� �A� �� ��� � 
� �55! �� ����H� ! �	����.4� �� �L��� �
 1��� �4;0 � "#� U�%�%� � �[�/�� R̃
���H� ψf �
 � (ω,k) � "�� �
 �� ��� � ��� �49! �� -.� 6
� �R �� ������	 �� �A�
1-.� ��#9��	 � ����	 �
 R �� ,-.� ���H� 4� [R(1) ψf ] � (ω,Rk) �� ��� � ,	5� 
� "#� � ��;��� � -J�. �L��� �	 � 	#<)�� ���[ k � -]N k � ω � 6� �� �8 �� �	 S�

1	���� )���? ��;��� � -]N
	#<)� �55! 1��� ��	� �4;0 � "#� � ,-.� 	����.4���� 8�:� �
6� o��

[Ξf (iω,−iRk)]R = R [Ξf (iω,−ik)]. �56!

�  Ξf 	# <) � � L � � � �56! �� 1	��^ �) � -  � V �� k � � � 
� � �� � ����	 �� S
&	#<)� �N� �N � ����	6
60

[Ξf (iω,−ik)]S = [S [Ξf (iω,−ik)], �57!

	#<)� �L��� -.� ���
�� S �� 6
� �� 1�
���� ��#9��	 � ��	� �
 �� w

(S−1 w) · {[Ξf (iω,−ik)]k}=w · {[Ξf (iω,−ik)]k}, �58!

k · {[Ξf (iω,−ik)]w}=k · {[Ξf (iω,−ik)]Sw}. �59!

�	 1- .� 3 4 �-� .	 � � � � � 
  K � 
6 � o� � 14 
� � �) � k �  	# A J � ��	�  � 
 �� e

1	5�  (−1) � ��� =��R 
� �  �( � ��	�  �R 
� e �� -��� ��6 0 �� S 	#<)� f�#3 6
�
	#<)� �L��� U�%�% 6
� � 

e · {[Ξf (iω,−ik)]k}=0, �60!

k · {[Ξf (iω,−ik)] e}=0. �61!

,U�%�% 6
� � 1k � 	#AJ � k � ���#� �� ������
� ,	��	 �	���� �� ����
� �	 Ξf S�
4
��	 w � ��#+ �	 � ��	� � �[�/��
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[Ξf (iω,−ik)]w = [Ξf (iω,−ik)]‖ w‖ + [Ξf (iω,−ik)]⊥ w⊥, �62!

�� � �� 
# p % � ,- .� w � ��	�  � k �  	# A J � * +  w⊥ � k �  ���# � � * +  w‖ � �
�� 1-.� k � 	#AJ �� ����
� � k �� ��.�� U�%�%� [Ξf (iω,−ik)]⊥ � [Ξf (iω,−ik)]‖

��� �]/% � ��� -.� ���H� �49! 	#<)� Y#M
� �N6
�

[Ξf (iω,−ik)]‖ (ψf )‖ =0, �63!

[Ξf (iω,−ik)]⊥ (ψf )⊥ =0. �64!

� k � ���#� �� ��*+ �6�4� ��>B� �! 	����.4���� � 8�:� �
 �	 ,U�%�% 6
� � 
� "#� � � ,��#T -.� ���#� k � �� � "#� � 1��#<)� ��N 4� �� "#� � k � 	#AJ

14�
#�)� �o�J -.� 	#AJ k � ��
	#<)� �L��� �62! � �56! ��

[Ξf (iω,−iRk)] (Rw)= {R [Ξf (iω,−ik)]‖R−1} [R (w‖)],

+{R [Ξf (iω,−ik)]⊥R−1} [(R (w⊥)]. �65!

���

R (w‖)= (Rw)‖′ ,

R (w⊥)= (Rw)⊥′ , �66!

�65! �� U�%�% 6
� � 1��< O
�
% (Rk) � ->?� 	#AJ � ���#� -.�� � b�T �	 ��
	#<)� �L���

[Ξf (iω,−iRk)]‖ =R [Ξf (iω,−ik)]‖R−1, �67!

[Ξf (iω,−iRk)]⊥ =R [Ξf (iω,−ik)]⊥R−1. �68!

&-.� k �� ���#� k � [Ξf (iω,−ik)]‖ � �V�

[Ξf (iω,−ik)]‖ k = [ξf (iω,−ik)]‖ k, �69!



���	� � "�#�� �� )����5�� �� �8 �� mE

	#<)� Y#M
� (Rk) � �67! � b�T�	 � �	�	�V� � ,6
604� 1-.� 	�J ξf ��

[ξf (iω,−iRk)]‖ = [ξf (iω,−ik)]‖. �70!

�23�� � (ψf )‖ � �63! )����5�� �� �8 �� � -.� 	�:%� �64! ,��#T � "#� �
 �� �� 
	#<)� ��#T �� ��"#� �� �� )����5�� �� �8 �� ,U�%�% 6
� � 1	#<)�

[ξf (iω,−ik)]‖ = 0. �71!

4
���)� �����	 �� S 1�
���� ��� �	 �� �68! �� �8 �� ,�o�J �� ��"#� �� �� 
	#<)� �L��� 1	�	)�� ����% �� k ��

S [Ξf (iω,−ik)]⊥ S−1 = [Ξf (iω,−ik)]⊥. �72!

� �� 1- .� [Ξf (iω,−ik)]⊥ �� �	��� � �� � � �� 
� � 
 S �� � �� � ��R 
� �� � 
 � � S �
����	 �-.	 �
 	5� 	#AJ k � �� e � ��	� �� � �[�/�� ,	5� 4 4�-� .	 ��� � �
 K
�L � � � 6 
� �� 1-.� {k, e} �� �6]� ��<� Q��;� �� �	��� � �� ����R 
� �� � �-?�

,	5� 	#AJ k � e ��� S� 1-.� [Ξf (iω,−ik)]⊥ � ��	� �R
� e 	#<)�

[Ξf (iω,−ik)]⊥ e = [ξf (iω,−ik)]⊥ e, �73!

	# <) � � L � � � (S e) �  �72! � �	�	� V� �  ,6 
6 04 � 1- .� 	� J [ξf (iω,−ik)]⊥ � �
k � 	#AJ �� ����
� � [Ξf (iω,−ik)]⊥ � �V� S� 1	���� )��-? 4� e � 	�J 6
�
1- �� � � L � � � 4 � qar �# < � ��� � 4 B �� � <) � �� 6 
� 1- .� ���4 � � � V� �  U .� / � �

� ��� � �� �� �6 �O 
� 
 % � * 
� A � � ���^ �) � -  � V �� k � � ) 
 � �����	 �� �e# A L �
6
� ,	5�  3 4�-� .	 � ��� 
� 6
� � �
  K � �� 1-.� k �  	#AJ �� �� �� 
� �� ������	
6
� �� �A� � �� � s�0 �� 	#<)� �L��� qar �#< ��� � 4B �� � -.� �
^���*��� *
�A�

1q1r -.� ���4� � U.�/�� 	#< �N� �N ������	
	#<)� Y#M
� (R e) � �68! � b�T�	 � �	�	�V� � ,6
604�

[ξf (iω,−iRk)]⊥ = [ξf (iω,−ik)]⊥. �74!

	#<)� �o�J �� ��"#� �� �� )����5�� �� �8 ��
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[ξf (iω,−ik)]⊥ = 0. �75!

1��� k � �#D �� ������	 ���	)�� ����% �� k �� )
 ������	 ,	5� 3 ��� � �
 K ���
&4
�	)� ��;� e± � �� ���( �� ,����	 �k sN! ��	� �R
� �	 )
 ������	6
60

e± := e1 ± i e2, �76!

,U�%�% 6
� � 1��� ��
 e2 � e1 � -.� 	��-.�� � ���
�� � t/� �
 (k, e1, e2) ��

[Ξf (iω,−ik)]⊥ e± = [ξf (iω,−ik)]± e±, �77!

	#<)� ��
	 � �;� )
 ���\��.� � 1��� 	�J [ξf (iω,−ik)]− � [ξf (iω,−ik)]+ ��

[ξf (iω,−iRk)]± = [ξf (iω,−ik)]±. �78!

�� )����5�� �� �8 �� 1�	��u0 � 	��-.��! 4
��	 �o�J � "#� e#� �	 f��D 6
� �	
	#<)� (±) � "#� � �[�/��

[ξf (iω,−ik)]± = 0, �79!

1-?�� k � -]N � $ �% [ξf (iω,−ik)]± 4� �� �
��/0 �� e �� ��
 � ��	� 1��� 	�:%� �59! � �58! 	5� 2 ��� � �
 K ��� ,Y�L���.

4
6�)� O
�
% 1	5� 	��-.�� � ���
�� � t/� �
 {k, e} �� 4
���)�

(k, e) {mat[Ξf (iω,−ik)]} := [Ξf (iω,−ik)] (k, e). �80!

k � -]N � {mat[Ξf (iω,−ik)]} �� ���OMX� 	#<)� �L�� � �56! �� f�#3 6
� �	

� "#� �� �� ��-?� k � ->?�- � V �� � �.�� �	 �F� � f��D �	 1����	� )���? 
�( � 	#AJ �
 k �  ���#� �Y'�sB ����.�� 6
� � ,-.� ����.�� 6
� �� � �
 �	 Y���%

1��-?��
2 �
 3 ��� � �
 � -H� ,	5� ���=�� ���
�� �� ��F
�>% �� �A� � -:% 8�:� ���
*�� �� ���8 �� �	 �� S �
 �� R �� �N � 	#<)� f��D 6
� �	 1	6�)� v�� $d� -.�

�� 4
���)� � j�7
�� �� S ,��
 K 3 �� ��� �� �� 1-<�^� 4� j�7
��



���	� � "�#�� �� )����5�� �� �8 �� mW

S (k, e1, e2) = (k, e1,−e2). �81!

�L�� � 14
6�)� ��d �77! � b�T�	 �	 u0 �� �� S 6
� 1-.� ���H�  S 6
� �  �72!
	#<)�

[ξf (iω,−ik)]− = [ξf (iω,−ik)]+. �82!

�� 4
���)� � j�7
�� �� S ,��
 K 2 �� ��� �� �� 

S (k, e) = (k,−e). �83!

�L��� �61! � �60! 14
� )� ��� � �� S 6
� � 4
��^�)� w �� �N � �� e ,�59! � �58! �	
14
��	 �o�J � ��#T �� ��"#� ,4� f��D 6
� �	 S� 1��#<)�

&	����.4���� � 6�4� �� ��8�:� �	 Y���% �� ���	� �� ��"#� � 	�#� �	 ,�3I9

� ��#T &4
��	 5UiH �	 �F� � f��D �	 w	5� 4 4�-� .	 ��� � �
  K ��� •
1	#<)�� 	��� "#� � -J�. �	 4� �o�J � 5UiH �� ��.�� 1�o�J

�� �o�J ,��#T &4
��	 5UiH �. �F� � f��D �	 w	5� 3 ��� � �
 K ��� •
�� � A � �  - > ? � 8 � : � 6 
� �  ��I J � �� 1	� �u 0 �� �o� J � ,	� �- .��
�� � �5U i H �� ��  �� ; � �� � - J� . ,	5�  �- <�	 ��� = % � �� 
 � � �� � �F 
� > %

1	#<)� ��.�
 	��u0 � 	��-.��

->?� 5UiH�	 6
� 14
��	 5UiH �	 �F� � f��D �	 w	5� 2 ��� � �
 K ��� •
1��-?�� ��o�J! �( � 	#AJ �
 ���#T! k � ���#� �Y'�sB ��� ,��� - �V k � 
,	5� �-<�	 ���=% ���
�� �� ��F
�>% �� �A� � ->?� 8�:� 6
� � ��IJ ���

1��#<)� �o�J � ��#T 5UiH�	

+,�� 6
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