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همدیس ِ نگاشت Έی با که میشود ͳبررس دوبˇعدی یِ ناحیه دو در [1] پˇو͈سˇن یِ مسئله دو یِ رابطه

اند. مربوط هم به

پ̶و͈سˇن یِ مسئله 1

است، D یِ دامنه با ϕ ِ نگاشت ِ یافتن کراندار) و باز یِ ناحیه Έی) D یِ ناحیه در [1] پˇو͈سˇن یِ مسئله

که چنان

△ϕ(z) = ρ(z), z ∈ D, (1)

و

ϕ(z) = h1(z), z ∈ B1, (2)

∂nϕ(z) = h2(z), z ∈ B2, (3)
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که

B1 ∩ B2 = ∅,

B1 ∪ B2 = ∂D. (4)

یِ عبارتها از منظور است. D ِ بیرون یِ سو به D ِ مرز بر عمود ِ جهت در مشتقگیری ∂n و ͳلَپلَس △

میشود: داده (g) Έمتری ِ حسب بر ͳلَپلَس است. کمیتها این ِ حد هم (3) و (2) ِ چپ ِ طرف

△ =
1√
D(g)

∂

∂zµ

√
D(g) gν µ ∂

∂zν
, (5)

که

D(g) := det(δ g), (6)

و

δµ ν :=


1, µ = µ

0, µ ̸= ν

. (7)

همدیس ِ نگاشت 2

اگر است، همدیس D یِ دامنه با f ِ نگاشت میΎوییم

g̃αβ(w)
∂wα

∂zµ
∂wβ

∂zν
= Λ(z) gµ ν(z), (8)

که

w := f(z), (9)

است. f(D) در Έمتری g̃ و

میشود نتیجه (8) از بΎیرید. نظر در را f ِ وارونپذیر ِ همدیس ِ نگاشت

gµ ν(z)
∂wα

∂xµ
= Λ(z) g̃αβ(w)

∂zν

∂wβ
. (10)
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ترتیب، این به

△ =
1√
D(g)

∂

∂zµ

√
D(g) gν µ ∂wα

∂zν
∂

∂wα
,

=
1√
D(g)

∂

∂zν

√
D(g) Λ g̃αβ ∂zν

∂wβ

∂

∂wα
. (11)

میشود نتیجه (8) از

D(g̃) det

(
∂w

∂z

)2

= ΛD D(g), (12)

ترتیب، این به است. D ِ بˇعد D که

△ =
1√
D(g)

∂

∂zν

√
D(g̃) Λ(2−D)/2

∣∣∣∣det(∂w

∂z

)∣∣∣∣ ∂zν

∂wβ
g̃αβ ∂

∂wα
. (13)

داریم

∂

∂zν

[∣∣∣∣det(∂w

∂z

)∣∣∣∣ ∂zν

∂wβ

]
=

∣∣∣∣det(∂w

∂z

)∣∣∣∣ ( ∂2wα

∂zν ∂zµ
∂zµ

∂wα

∂zν

∂wβ

− ∂2wα

∂zν ∂zµ
∂zµ

∂wβ

∂zν

∂wα

)
,

= 0. (14)

میشود نتیجه (12) از استفاده با ترتیب، این به

△ = ΛD/2 1√
D(g̃)

∂

∂wβ

√
D(g̃) Λ(2−D)/2 g̃αβ ∂

∂wα
. (15)

م�ͳآید. در ساده ِ ش΋ل این به رابطه این ،D = 2 در

△ = Λ △̃. (16)

ِ میدان هر و f ِ وارونپذیر ِ همدیس ِ نگاشت با متناظر است. دوبˇعدی D می΋نیم فرض پس این از

f با ϕ ِ پیشران که میشود، تعریف D یِ دامنه با ϕ̃ ِ اس΋الر ِ میدان (D یِ دامنه با (هردو ϕ ِ اس΋الر

است:

ϕ̃[f(z)] = ϕ(z). (17)
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میشود دیده (8) از

∂n = (Λ)1/2 ∂̃n, (18)

اگر میشود معلوم ترتیب این به است. بیرون یِ سو به f(D) ِ مرز بر عمود ِ جهت در مشتقگیری ∂̃n که

D در [1] پˇو͈سˇن یِ مسئله Έی باشد، D یِ دامنه با ِ وارونپذیر ِ همدیس ِ نگاشت Έی f و دوبˇعدی D

:f(D) در [1] پˇو͈سˇن یِ مسئله Έی با است هم�ارز (3) تا (1) یِ معادله�ها ͳیعن

△̃ϕ̃(w) = [Λ(z)]−1 ρ̃(w), w ∈ f(D), (19)

و

ϕ̃(w) = h̃1(w), w ∈ f(B1), (20)

∂̃nϕ̃(w) = [Λ(z)]−1/2 h̃2(w), w ∈ f(B2). (21)

گرین ِ تابع 3

(مثلَن داریم میدهیم. نمایش G با را (3) تا (1) یِ رابطه�ها ِ [1] مسئله�یِ�پˇو͈سˇن با متناظر ِ تابع̮�گرین

([2]

△′G(z, z′) = δ(z, z′), (z, z′) ∈ (D× D), (22)

و

G(z, z′) = 0, (z, z′) ∈ (D× B1), (23)

∂′
nG(z, z′) = α(z′), (z, z′) ∈ (D× B2), (24)

حالت این در .([3] نُیمان یِ (مسئله باشد ͳته B1 که است ناصفر ی وقت فقط α ∮که
B2

dS α(z) = 1. (25)

میشود تعریف ش΋ل این به ([4] دیرˆک یِ (دلتا δ∫
dV ′ δ(z, z′)χ(z′) = χ(z). (26)
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داریم بΎیرید. نظر در را D یِ دامنه با f ِ وارونپذیر ِ همدیس ِ نگاشت

dṼ =
√

D(g̃) dDw,

=
√

D(g̃)

∣∣∣∣det(∂w

∂z

)∣∣∣∣ dDz,

= ΛD/2
√
D(g̃) dDw,

= ΛD/2 dV, (27)

میدهد نتیجه که

δ̃(w,w′) = Λ−D/2 δ(z, z′). (28)

ترتیب این به میشود. تعریف dṼ ِ عنصرِحجم با اما (26) ِ شبیه δ̃ است. f(D) در حجم ِ عنصر dṼ

است، دوبˇعدی D ی وقت میشود معلوم

△̃′G̃(w,w′) = δ̃(w,w′), (w,w′) ∈ [f(D)× f(D)], (29)

و

G̃(w,w′) = 0, (w,w′) ∈ [f(D)× f(B1)], (30)

∂̃′
nG̃(w,w′) = Λ−1/2 α̃(w′), (w,w′) ∈ [f(D)× f(B2)]. (31)

D یِ ناحیه ِ مرز روش این در است. تصویر ِ روش گرین، ِ تابع یِ محاسبه یِ راهها از ی Έی

را مناسب یِ مرزی ِ شرایط که م�ͳافزاییم D ِ بیرون ی مناسب یِ چشمه�ها آن یِ جا به و میداریم بر را

به را D ِ شامل ناحیه Έی که وارونپذیر و همدیس ی نگاشت f و است دوبعدی D کنید فرض بسازد.

ِ روش با ،D از القاشده یِ شرایط̃�مرزی با f(D) با متناظر ِ تابع̮�گرین آن در که مینگارد بیمرز ای ناحیه

که هست G̃ext Έی ͳیعن است. قابل�ِمحاسبه تصویر

res[G̃ext; f(D)× f(D)] = G̃,

△̃′G̃ext(w,w′) = δ̃(w,w′) +
∑
j

αj(w) δ̃[wj(w), w
′], (32)
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صورت، این در م�ͳآورˆد. بر را (31) تا (29) یِ رابطه�ها G̃ که

G = res(Gext;D× D), (33)

که

△′Gext(z, z′) = δ(z, z′) +
∑
j

αj [f(z)] δ[(f
−1 ◦ wj ◦ f)(z), z′]. (34)

مختلط یِ صفحه 4

میشود z ِ مختلط ِ متغیر ِ حسب بر ͳلَپلَس میΎیریم. صفحه در ناحیه Έی را D

△ = 4 ∂z ∂z̄. (35)

داریم بΎیرید. نظر در را D یِ دامنه با f ِ وارونپذیر ِ تمامریخت ِ نگاشت

△ =

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 △̃, (36)

ͳیعن

Λ =

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 , (37)

میدهد نتیجه ضمنَن که

∂n =

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣ ∂̃n. (38)

است. مختلط ِ چپ یِ نیمصفحه f(D) که هست f ِ تمامریخت ِ نگاشت Έی باشد، ساده�همبند D اگر

می΋نیم. تعریف چنین را D یِ دامنه با u ِ همساز ِ نگاشت این ِ نشاندادن یِ برا

u(z) := lim
ϵ→0+

GD(s− ϵ n, z)

ϵ
, (39)

Έی s است. ͳته B2 که ی حالت با متناظر ِ تابع̮�گرین ͳیعن است، [5] دیری΋له ِ تابع̮�گرین GD که

در u است. D ِ بیرون یِ سو به و s در ∂D بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n و ،∂D یِ رو دلبخاه یِ نقطه
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نمایش v با را آن که دارد، همساز ِ مزدوج Έی ناحیه این در پس است، همساز ساده�همبند یِ ناحیه Έی

می΋نیم تعریف میدهیم.

f := u+ i v. (40)

گرین ِ تابع یِ محاسبه یِ مسئله به D در گرین ِ تابع� یِ محاسبه یِ مسئله باشد، ساده f یِ محاسبه اگر

یِ عمودی ِ مشتق که شرط این (با [3] نُیمان یِ حالتها یِ برا آن ِ جواب که میشود، تبدیل نیمصفحه در

است. ساده [5] دیری΋له و شود) صفر بینهایت در جز گرین ِ تابع

مثال 5

یِ برا بΎیرید. نظر در را مختلط یِ صفحه در مبدئ ِ مرکز و R ِ شعاع به ی قرص یِ برا گرین ِ تابع

با f مینگارˆد. مختلط ِ چپ یِ نیمصفحه به را قرص که میابیم ی نگاشت تابع این یِ محاسبه

f(z) =
z −R

z +R
(41)

تبدیل f(z) در واحد یِ چشمه Έی به f ِ zتحت یِ نقطه در واحد یِ چشمه Έی است. چنین

چشمه این یِ جا م�ͳآید. دست به تصویر یِ چشمه Έی با نیمصفحه در [5] دیری΋له ِ تابع̮�گرین میشود.

ͳاصل یِ چشمه یِ اندازه یِ قرینه چشمه این یِ اندازه و مرز، به نسبت ͳاصل یِ چشمه یِ جا یِ منعکسشده

،(32) یِ رابطه ِ زبان به است.

w1(w) = −w̄, (42)

α1(w) = −1. (43)

ترتیب، این به

f−1 ◦ w1 ◦ f(z) =
R2

z̄
. (44)

ͳاصل یِ چشمه یِ جا و میشود شروع مبدئ از که است ی نیمخط یِ رو تصویر یِ چشمه یِ جا ͳیعن این

ِ شعاع ِ مجذور مبدئ از تصویر یِ چشمه و ͳاصل یِ چشمه یِ فاصله ِ حاصل̥�ضرب و دارد، بر در را



دوبˇعد در پˇو͈سˇن یِ مسئله و همدیس ِ نگاشت ٨

داریم میدهیم. نشان GP با را مرز) ِ بدون (یِ صفحه در گرین ِ تابع است. قرص

GP(z, z
′) =

1

2π
ln

∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣+ p(z), (45)

میشود. چنین قرص یِ مسئله یِ برا ([5] دیری΋له ِ (تابع̮�گرین GD اینجا از است. دلبخاه p که

GD(z, z
′) =

1

2π
ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− z̄ z′

R2

∣∣∣∣−1
)

+ q(z), (46)

در z′ ی وقت شود. صفر است قرص ِ مرز در z′ ی وقت GD(z, z
′) که میشود انتحاب چنان q که

است، قرص ِ مرز

|z′| = R, (47)

میدهد نتیجه که

ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− z̄ z′

R2

∣∣∣∣−1
)

= ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− z̄

z̄′

∣∣∣∣−1
)
,

= ln

∣∣∣∣Rz
∣∣∣∣, (48)

آنجا، از و

q(z) =
1

2π
ln

∣∣∣∣ zR
∣∣∣∣, (49)

میدهد نتیجه که

GD(z, z
′) =

1

2π
ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣Rz̄ − z′

R

∣∣∣∣−1
)
. (50)

حساب را نیمصفحه در دیری΋له ِ تابع̮�گرین که بود این نتیجه ین هم به رسیدن یِ برا دیΎر ِ راه Έی

کنیم:

G̃D(w,w
′) =

1

2π
ln

(∣∣∣∣1− w′

w

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + w′

w̄

∣∣∣∣−1
)
. (51)

است. GD(z, z
′) ان هم G̃D[f(z), f(z

′)] میشود دیده ͳساده�گ به

نمیشود تصویر) یِ چشمه و ͳاصل یِ (چشمه چشمه�ها فقط با را [5] دیری΋له ِ تابع̮�گرین میشود دیده

یِ مرزی ِ شرط بˇعد دو در که است آن علت میشود. محاسبه مرزی ِ شرط با q ِ تابع آورد: دست به
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ِ صفرکردن مثلَن با و است z ِ دلبخاه ِ تابع Έی (45) در p ِ تابع واق΄ در نداریم. بینهایت در ͳطبیع

کرد. صفر بینهایت در نمیشود را صفحه ِ تابع̮�گرین چون نمیشود، تثبیت بینهایت در صفحه ِ تابع̮�گرین

در [3] نُیمان ِ تابع̮�گرین یِ محاسبه یِ برا است. جدیتر هم این از مسئله ،[3] نُیمان ِ تابع̮�گرین ِ مورد در

بΎذاریم (43) یِ جا به است ͳکاف نیمصفحه،

α1(w) = 1. (52)

میدهیم: G0نمایش
N با را میشود حساب تصویر یِ چشمه ین هم فقط و ͳاصل یِ چشمه با که ی تابع̮�گرین

G0
N(z, z

′) =
1

2π
ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− z̄ z′

R2

∣∣∣∣)+ r0(z), (53)

از اما است. دلبخاه r0 که

G̃N(w,w
′) =

1

2π
ln

(∣∣∣∣1− w′

w

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + w′

w̄

∣∣∣∣) , (54)

میشود نتیجه

GN(z, z
′) =

1

2π
ln

(∣∣∣∣1− z′

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− z̄ z′

R2

∣∣∣∣)− 1

2π
ln

∣∣∣∣1 + z′

R

∣∣∣∣2
− 1

2π
ln

∣∣∣∣1− z

R

∣∣∣∣2 + 1

2π
ln

∣∣∣∣4Rz
∣∣∣∣. (55)

در ͳتکینه�گ این میشود. تکین z′ = −R در و است z′ ِ تابع G0
z,z′ و Gz,z′ ِ تفاضل میشود دیده

ان هم با ی تصویر و ͳاصل یِ چشمه بر علاوه [3] نُیمان ِ تابع̮�گرین است. بینهایت در w′ یِ صفحه

این است. ͳاصل یِ چشمه ِ برابر اَش(2−) اندازه که دارد (−R) در هم یΈچشمه ،(R2/z) در اندازه

است. بینهایت در آنجا اما هست، هم w′ یِ صفحه در چشمه

پانوشتها 6
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