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میشود. ͳبررس جعبه�ای یِ نگاشتها بر َش مجذور و آن ِ اثر و تعریف، جعبه در انتقال ِ مولد

آن ِ مولد و انتقال 1

به انتقال ِ عملΎر است. (ͳحقیق یِ عددها یِ (مجموعه R اَش دامنه که بΎیرید نظر در را ψ ِ نگاشت

می΋نیم. تعریف چنین را ψ بر آن ِ اثر و میدهیم نشان T(a) با را a یِ اندازه

{[T(a)]ψ}(x) := ψ(x− a). (1)

میشود معلوم اینجا از است. مشتقگیری پریم که می΋نیم، تعریف T′(0) را انتقال ِ مولد

{[T′(0)]ψ}(x) = −ψ′(x),

= (−Dψ)(x), (2)

است. مشتق ِ عملΎر D که
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جعبه�ای ِ نگاشت 2

در جعبه�ای ِ نگاشت Έی ی چنیننگاشت به است. (b, c) اَش دامنه که بΎیرید نظر در را ی نگاشت

یِ نگاشتها یِ همه پس این از میΎوییم. جعبه�ای ِ نگاشت Έی ساده�تر یا ،(b, c) یِ ی΋بˇعدی یِ جعبه

روشن شود. گفته َش خلاف صریحˆن مΎر اند، شده تعریف (0, L) بر میبریم کار به که یی جعبه�ای

یِ جعبه در جعبه�ای ِ نگاشت Έی (1) ِ اساس بر ψ یِ جعبه�ای ِ نگاشت بر انتقال ِ اثر از که است

Έی به را جعبه�ای ِ نگاشت Έی که کنیم تعریف چنان را انتقال میخاهیم م�ͳآید. دست به (a, L+ a)

ِ نگاشت ψ یِ جعبه�ای ِ نگاشت از ابتدا کار این یِ برا کند. تبدیل جعبه ان هم در جعبه�ای ِ نگاشت

به َش تحدید و است، (2L) یِ دوره با دوره�ای است، فرد است، R اَش دامنه که میسازیم را (Bψ)

است: ψ ان هم (0, L)

(Bψ)(x) :=


ψ(x− 2nL), 0 < (x− 2nL) < L

−ψ(x− 2nL), −L < (x− 2nL) < 0

, (3)

ِ نگاشت Έی را {[T̃(a)]ψ} و میدهیم نشان T̃(a) با را جعبه�ای ِ انتقال ِ عملΎر است. صحیح n که

که می΋نیم تعریف جعبه�ای

{[T̃(a)]ψ}(x) := {[T(a)] (Bψ)}(x), 0 < x < L. (4)

ِ حالت در پس نیست. فرد لزومˆن اما هست، (2L) یِ دوره با دوره�ای {[T(a)] (Bψ)} که داریم توجه

نیست. {[T(a)] (Bψ)} ان هم
(
B {[T̃(a)]ψ}

)
ͳکل

ِ حد به را |a| میشود باشد، (0, L) در x اگر می΋نیم. تعریف T̃′(0) هم را جعبه�ای ِ انتقال ِ مولد

صورت این در باشد. (0, L) در هم (x− a) که گرفت Έکوچ ͳکاف

{[T̃(a)]ψ}(x) = ψ(x− a), (5)

هم باز اما است. جعبه�ای) یِ نگاشتها (از مشتقگیری یِ ͳمنف جعبه�ای ِ انتقال ِ مولد میدهد نتیجه که

است. ی΋سان (0, L) به دونگاشت این ِ تحدید نیست. [D (Bψ)] ان هم [B (Dψ)] ͳکل ِ حالت در

0 در ψ اگر ضمنَن است. زوج [D (Bψ)] و فرد [B (Dψ)] اما اند، (2L) یِ دوره با دوره�ای هم هردو
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بود خاهد یی ضربه�ها ِ شامل [D (Bψ)] و داشت خاهد پرش نقطه�ها این در (Bψ) نگراید، 0 به L و

نمیشوند. دیده [B (Dψ)] در هم ضربه�ها این است. L ِ صحیح یِ مضربها ِشان محمل که

ͳماتریس ِ نمایش 3

این یِ جا به دهیم. گسترش R به را نگاشتها این یِ دامنه نیست لازم جعبه�ای یِ نگاشتها یِ ͳبررس یِ برا

پایه آن ِ حسب بر َش بسط یِ ضریبها با را نگاشت هر و گرفت نگاشتها این یِ برا پایه Έی میشود کار

ͳطبیع یِ عددها یِ مجموعه N که میدهیم، نشان B := {(n, en) | n ∈ N} با را پایه این داد. نشان

و است،

en(x) :=

√
2

L
sin

nπ x

L
. (6)

ِ حاصل̥�ضرب است. ی΋ه�متعامد جعبه�ای یِ نگاشتها یِ برا معمول یِ ͳدرون ِ حاصل̥�ضرب با پایه این

میشود. تعریف چنین میشود، داده نمایش ⟨ϕ, ψ⟩ با که ψ و ϕ (ِ (معمول یِ ͳدرون

⟨ϕ, ψ⟩ :=
∫ L

0

dx ϕ∗(x)ψ(x). (7)

داد: بسط B ِ حسب بر میشود را ψ ِ بردار هر

ψ =:
∑

n
ψn en. (8)

یِ عنصرها ِ حسب بر میشود هم را جعبه�ای یِ نگاشتها به جعبه�ای یِ نگاشتها از O یِ ͳخط ِ عملΎر

نوشت: B یِ پایه در یˆش ͳماتریس

O en =:
∑

m
Omn em. (9)

است، ی΋ه�متعامد B چون

ψn = ⟨en, ψ⟩. (10)

همچنین،

Omn = ⟨em, O en⟩. (11)
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داریم میدهیم. نمایش D̃ با را جعبه�ای یِ نگاشتها از مشتقگیری ِ عملΎر

D̃ en =
nπ

L
fn, (12)

که است جعبه�ای ی نگاشت ͳطبیع ِ n با fn که

fn(x) :=

√
2

L
cos

nπ x

L
. (13)

ترتیب، این به

D̃mn =
2nπ

L2

∫ L

0

dx sin
mπ x

L
cos

nπ x

L
, (14)

یا

D̃mn =


2n

L

(
1

m+ n
+

1

m− n

)
, (m− n) ∈ O

0, (m− n) ̸∈ O
, (15)

است. فرد یِ عددها یِ مجموعه O که

می΋نیم: حساب را D̃2 یِ ͳماتریس یِ عنصرها (15) از استفاده با

(D̃2)mk =
∑

n
D̃mn D̃nk,

= −4mk

L2

∑
n

(n−m) (n−k)∈O

(
1

n+m
+

1

n−m

) (
1

n+ k
+

1

n− k

)
, (16)

که شده استفاده این از که

D̃mn = −D̃nm. (17)

شاخصها این ِ اختلاف اگر و است، متقارن یˆش شاخصها به نسبت (D̃2)mk که است معلوم (16) از

که صحیح ِ متغیر 2 با S ِ نگاشت میΎیریم. زوج را شاخصها این ِ اختلاف پس است. صفر باشد فرد

می΋نیم. تعریف چنین را است زوج ِشان اختلاف

S(m, k) :=
∑

n
(n−m)∈O

(
1

n+ k
− 1

n+m

)
. (18)
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میشود دیده

S(m, k) =

[(m−1)/2]∑
j=[(k+1)/2]

1

2 j + 1
. (19)

میشود معلوم اخیر یِ رابطه از

S(m, k) + S(k, l) = S(m, l). (20)

همچنین،

S(m,−m) =

[(m−1)/2]∑
j=[(−m+1)/2]

1

2 j + 1
,

=
−1∑

j=[(−m+1)/2]

1

2 j + 1
+

[(m−1)/2]∑
j=0

1

2 j + 1
,

=

−1−[(−m+1)/2]∑
j=0

1

−2 j − 1
+

[(m−1)/2]∑
j=0

1

2 j + 1
,

=

[(m−1)/2]∑
j=−[(−m+1)/2]

1

2 j + 1
, (21)

میدهد نتیجه که

S(m,−m) =


0, m ̸∈ O

1

m
, m ∈ O

. (22)

اینجا، از

S(m, k) + S(−k,−m) = S(m,−m) + S(−m, k) + S(k,−m) + S(−k, k),

= S(m,−m)− S(k,−k),

=


0, m ̸∈ O(

1

m
− 1

k

)
, m ∈ O

. (23)

صورت، این در نیست. برابر k با m کنیم فرض اول ،(D̃2)mk یِ محاسبه یِ برا

1

n+m

1

n+ k
=

1

m− k

(
1

n+ k
− 1

n+m

)
. (24)
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میشود نتیجه (16) در (18) و (24) ِ گذاشتن از

(D̃2)mk = −4mk

L2

[
S(m, k) + S(−k,−m)

m− k
+

S(m,−k) + S(k,−m)

m+ k

]
, (25)

میدهد نتیجه (23) از استفاده با که

(D̃2)mk = 0, m ̸= k. (26)

میشود نتیجه (16) از

(D̃2)mm = −4m2

L2

∑
n

(n−m)∈O

[
1

(n+m)2
+

1

(n−m)2
+

1

m

(
1

n−m
− 1

n+m

)]
.

(27)

ِ تعریف با

R(m) :=
∑

n
(n−m)∈O

1

(n+m)2
, (28)

داریم

R(m) =

∞∑
j=[(m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
,

=

−1∑
j=[(m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
+

∞∑
j=0

1

(2 j + 1)2
,

=: Q(m) +
∞∑
j=0

1

(2 j + 1)2
. (29)

همچنین،

Q(−m) + Q(m) =
−1∑

j=[(−m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
+

−1∑
j=[(m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
,

=

j=−1−[(−m+1)/2]∑
0

1

(−2 j − 1)2
+

−1∑
j=[(m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
,

=

−1−[(−m+1)/2]∑
j=[(m+1)/2]

1

(2 j + 1)2
, (30)
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میدهد نتیجه که

Q(−m) + Q(m) =


0, m ̸∈ O

− 1

m2
, m ∈ O

. (31)

ترتیب، این به

(D̃2)mm = −4m2

L2

[
R(m) + R(−m) +

1

m
S(m)

]
,

= −4m2

L2

Q(m) + Q(−m) +
1

m
S(m) + 2

∞∑
j=0

1

(2 j + 1)2

 ,
= −4m2

L2

[
Q(m) + Q(−m) +

1

m
S(m)

]
− 8m2

L2

π2

8
, (32)

میدهد نتیجه (31) و (22) از استفاده با که

(D̃2)mm = −π
2m2

L2
. (33)

داریم (33) با (26) ِ ترکیب از

(D̃2)mk = −π
2m2

L2
δmk. (34)

میرود. انتظار ین هم ها em بر D̃2 ِ اثر به توجه با البته

ͳپیوسته�گ 4

را حدگیری و D̃ یِ جا بشود ͳیعن D̃ یِ ͳپیوسته�گ نبودیم. D̃ یِ ͳپیوسته�گ ِ نگران پیش یِ بحثها در

کرد: عوض

D̃
(∑

n
ψn en

)
=

∑
n
ψn D̃ en. (35)

با ϕ یِ جعبه�ای ِ نگاشت نیست. چنین لزومˆن میدهیم نشان

ϕ(x) := 1. (36)
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میشود دیده ͳساده�گ به بΎیرید. نظر در را

ϕ =
∑

n
n∈O

√
8L

nπ
en. (37)

ͳیعن (37) ِ راست ِ طرف ِ مورد در (35) یِ برابری ترتیب این به

D̃ϕ =
∑

n
n∈O

√
8

L
fn. (38)

میشود دیده D̃ ِ تعریف از است. نادرست ͳروشن به رابطه این اما

D̃ϕ = 0, (39)

میشود نتیجه ها fn ِ تعریف از که ی حال در

⟨fm, fn⟩ = δmn, (40)

ِ تعریف با که این دقیقتر ندارد. وجود (38) ِ راست ِ طرف میشود نتیجه آن از که

(D̃ϕ)m :=
∑

n
n∈Om

√
8

L
fn, (41)

میشود معلوم است، m از نابزرگتر ِ فرد یِ عددها یِ مجموعه Om که

⟨(D̃ϕ)m, (D̃ϕ)m⟩ = 8

L

∑
n

n∈Om

1, (42)

است. بینهایت (m→ ∞) در (42) ِ راست ِ طرف که است روشن و

داشته باید باشد پیوسته D̃2 اگر میشود. دیده هم D̃2 یِ ͳناپیوسته�گ ، ϕ بر D̃2 ِ اثر یِ ͳبررس با

باشیم

D̃2 ϕ = −
√

8π2

L3

∑
n

n∈O

n en. (43)

ِ تعریف با که ی حال در است، صفر چپ ِ طرف است. نادرست برابری این اما

(D̃2 ϕ)m := −
√

8π2

L3

∑
n

n∈Om

n en, (44)
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میشود نتیجه

⟨(D̃2 ϕ)m, (D̃
2 ϕ)m⟩ = 8π2

L3

∑
n

n∈Om

n2, (45)

است. بینهایت (m→ ∞) در (45) ِ راست ِ طرف که است روشن و


