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گسسته یِ فضا در موج ِ انتشار
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ِ باپایان ِ تفاضل ِ شامل که میشود ͳبررس ی΋بˇعدی یِ گسسته یِ فضا Έی در موج یِ معادله Έی

ِ شرط̃�آغازین Έی یِ برا معادله این ِ ΁پاس است. ͳزمان ِ دوم ِ مشتق و م΋ان) (در 2 یِ رتبه

میشود. ͳبررس آن ِ انتشار ِ سرعت ویژه به جایΎزیده،

گسسته یِ فضا در موج یِ معادله 1

ی΋سان هم فنرها و mاند، ِ جرم به Έی هر و ی΋سان جسمها که بΎیرید، نظر در را فنر و جسم رشته Έی

دو ِ بین فنر هر شده، بسته فنر دو به جسم هر است، مقید یΈخط یِ رو مجموعه این اند. k یِ ͳسخت با و

یِ جابه�جایی و ،(xj = ℓ j) با را تعادل در j ِ جسم یِ جا است. ℓ تعادل در فنر هر ِ طول و است، جسم

میشود دیده میدهیم. نمایش ψj با را تعادل از j ِ جسم

k (ψj+1 + ψj−1 − 2ψj)−mψ̈j = 0, (1)

ِ تعریف با است. زمان به نسبت X ِ مشتق Ẋ که

Ω :=

√
k

m
, (2)
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م�ͳآید. در ش΋ل این به (1) یِ رابطه

Ω2 (ψj+1 + ψj−1 − 2ψj)− ψ̈j = 0. (3)

َش م΋ان ِ متغیر که ساخت Ψ ِ هموار ِ نگاشت Έی آن از میشود باشد، کندتغییر j به نسبت ψ اگر

و است پیوسته

Ψ(t, xj) := ℓ−1 ψj(t). (4)

روشن که میدهیم، نمایش L و N ترتیب به با را م΋ان به نسبت Ψ و ψ ِ تغییرات یِ مشخصه ِ طول

که است

L = N ℓ. (5)

،N−1 به نسبت بالاتر یِ مرتبه از یِ جمله�ها از ͳچشمپوش با صورت این در

ℓ−1 [ψj+1(t) + ψj−1(t)− 2ψj(t)] = ℓ2
∂2Ψ

∂x2
(t, xj). (6)

میشود (3) ترتیب این به

v2
∂2Ψ

∂x2
− Ψ̈2 = 0, (7)

که

v := ℓΩ. (8)

است ͳخط یِ معادله Έی ِ ش΋ل ساده�ترین (3) اما آمدند. دست به خاص ِ مثال Έی یِ برا (7) و (3)

(یا مشتقها فقط و است، ناوردا تابع ِ خُد ِ انتقال و م΋ان یِ گسسته ِ انتقال و زمان ِ انتقال ِ تحت که

در موج یِ ساده یِ معادله (3) است. (3) یِ پیوسته�شده که هم (7) دارد. زوج یِ مرتبه از یِ تفاضلها)

است. ی΋بˇعدی) (یِ گسسته یِ فضا
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ͳپاشنده�گ یِ رابطه 2

ِ ش΋ل به یی جوابها پس است. ناوردا م΋ان یِ گسسته ِ انتقال و زمان ِ انتقال ِ تحت (3) یِ معادله

و اند ثابت ω و s که میدهیم، نشان ϕ(ω, s) با را اینها دارد. تخت ِ موج

[ϕ(ω, s)]j(t) := sj exp(−iω t). (9)

میدهد نتیجه آورˆد بر را (3) یِ رابطه ϕ(ω, s) که این

Ω2 (s+ s−1 − 2) + ω2 = 0. (10)

ِ ش΋ل به σ ِ تعریف با

s = exp(iσ), (11)

میشود (10) یِ ͳپاشنده�گ یِ رابطه

ω2 −
(
2Ω sin

σ

2

)2

= 0. (12)

میشود (12) یِ رابطه ،(1 به Έنزدی یِ ها s) Έکوچ یِ ها σ یِ برا

ω2 − (Ωσ)2 = 0, (13)

v که است، ناپاشنده ی΋بˇعدی یِ محیطها در v ِ سرعتِ�انتشار با متناظر یِ ͳپاشنده�گ یِ رابطه ان هم که

است. چنین هم σ با موج) ِ (عدد q یِ رابطه و م�ͳآید دست به (8) از

σ =: ℓ q. (14)

شرط̃�آغازین یِ مسئله 3

ِ معلوم یِ مقدارها با همراه (3) یِ معادله از است عبارت (3) یِ معادله یِ برا شرط̃�آغازین یِ مسئله

میدهیم: بسط تخت یِ موجها ِ حسب بر را ψ مسئله این ِ حل یِ برا .ψ̇j(0) و ψj(0)

ψ =

∫
dσ

2π
[A+(σ)ϕ(ω+, s) +A−(σ)ϕ(ω−, s)], (15)
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که

ω± := ±2Ω sin
σ

2
, (16)

هردوسر از شب΋ه که است ی حالت ی برا بسط این است. (2π) یِ پهنا به ای بازه یِ رو انتگرالΎیری و

است. چنین می΋نیم فرض پس این از میشود. صفر ͳکاف ِ سرعت با (j → ±∞) در ψj و است، بیپایان

مجاز یِ ها σ باشند) ͳخط (اگر شرایط این و دارد لازم هم مرزی ِ شرایط مسئله باشد، باپایان شب΋ه اگر

می΋نند. تعیین را

میشود نتیجه (15) از

A+(σ) +A−(σ) =
∑
j

ψj(0) exp(−i j σ), (17)

iω+ [−A+(σ) +A−(σ)] =
∑
j

ψ̇j(0) exp(−i j σ), (18)

میدهد نتیجه که

A±(σ) =
1

2

∑
j

[
ψj(0)∓

ψ̇j(0)

iω+

]
exp(−i j σ). (19)

میدهند. ψ̇�(0) و ψ�(0) ِ حسب بر را ψ ِ مقدار (19) و (15) یِ رابطه�ها

نقطه�ای ِ آغازین یِ جابه�جایی ِ انتشار 4

نقطه Έی در فقط آغازین یِ جابه�جایی و صفر، آغازین ِ سرعت که است این آغازین ِ شرط ِ مثال Έی

باشد: ناصفر

ψj(0) = δj 0,

ψ̇j(0) = 0. (20)

میشود نتیجه (19) از

A±(σ) =
1

2
, (21)
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،(15) از استفاده با و

ψj(t) =

∫
dσ

2π
exp(i j σ) cos

(
2Ω t sin

σ

2

)
. (22)

داریم، [1] ∫از π/2

0

dχ cos(nχ) cos(z sinχ) =
π

2
Jn(z), (23)

ترتیب، این به است. n یِ مرتبه از اول ِ نوع ِ [2] بِس̃ل ِ تابع Jn که ،

ψj(t) = J2 j(2Ω t). (24)

حدی ِ رفتار 5

َش خلاف صریحˆن مΎر میΎیریم، نظر در را ͳنامنف یِ ها j فقط پس است. زوج j به نسبت ψj(t)

یِ ازا به بیاید.

(Ω t) ≫ 1, (25)

می΋نیم. تعریف چنین را L ِ نگاشت میشود. ساده�تر (24) یِ رابطه

L(z, y) := f(z) Jξ(z), (26)

و می΋نیم تعیین بعدَن را f که

ξ := z + β zα y. (27)

در L که کرد خاهیم تعیین چنان α و f کرد. خاهیم ِشان تعیین بعدَن و اند ͳحقیق یی ثابتها β و α

داریم [3] در 9.1.27 از باشد. داشته ناصفر) (و باپایان ی حد (z → ∞)

Jξ+1(z)− Jξ−1(z) = −2 J′ξ(z), (28)
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میشود نتیجه (28) تا (26) از است. پرانتز ِ درون ِ متغیر به نسبت مشتقگیری پریم که

L(z, y + β−1 z−α)− L(z, y − β−1 z−α) = −2 f(z) J′ξ(z). (29)

از همچنین،

Jξ+2(z) + Jξ−2(z)− 2 Jξ(z) = 4 J′′ξ (z), (30)

داریم میشود، نتیجه (28) از ͳساده�گ به که

L(z, y + 2β−1 z−α) + L(z, y − 2β−1 z−α)− 2L(z, y) = 4 f(z) J′′ξ (z). (31)

میشوند ترتیب به (31) و (29) بزرگ یِ ها z در باشد، مثبت α اگر

−β−1 z−α ∂L(z, y)

∂y
+ o(1) = f(z) J′ξ(z),

(β−1 z−α)2
∂2L(z, y)

∂y2
+ o(1) = f(z) J′′ξ (z). (32)

:[2] بِس̃ل یِ معادله از ترتیب این به

z2J′′ξ (z) + z J′ξ(z) + (z2 − ξ2) Jξ(z) = 0, (33)

میشود نتیجه

(β−1 z1−α)2
∂2L(z, y)

∂y2
− β−1 z1−α ∂L(z, y)

∂y
− 2β z1+α y L(z, y) = o(zγ), (34)

که

γ = max{2− 2α, 1− α, 1 + α}. (35)

ِ انتخاب با

α =
1

3
,

β = 2−1/3, (36)
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میشود (34) یِ رابطه

∂2L(z, y)

∂y2
− y L(z, y) = o(1). (37)

ِ تعریف با

M(y) := lim
z→∞

L(z, y), (38)

میشود نتیجه

d2M(y)

dy2
− yM(y) = 0. (39)

Ai(y) اند. Bi و Ai یِ نگاشتها یِ ͳخط یِ ترکیبها معادله این یِ جوابها است. [4] اˡیری یِ معادله این

داریم میΎرایند. ∞ و 0 ترتیب به به (y → ∞) در ،Bi(y) و

lim
ξ→∞

Jξ(z) = 0, (40)

است. متناسب Ai با M میشود نتیجه آن از که

تعریف ،|y| ِ بزرگ یِ مقدارها یِ ازا به (39) یِ معادله یِ جوابها ِ غالب ِ رفتار یِ ͳبررس یِ برا

می΋نیم

N := lnM. (41)

میشود نتیجه

d2N(y)

dy2
+

[
dN(y)

dy

]2
− y = 0. (42)

به�دست�آمده ِ تقریب و میپوشیم چشم چپ ِ طرف در اول یِ جمله از ،|y| ِ بزرگ یِ مقدارها یِ ازا به

میشود دیده میدهیم. نشان N0 با را ترتیب این به N یِ برا

N0(y) = ±2

3
y3/2 + c, (43)

ِ تقریب ،(42) ِ چپ ِ طرف ِ اول یِ جمله در N یِ جا به N0 از استفاده با است. ثابت Έی c که

میدهیم: نمایش N1 با را آن که م�ͳآید، دست به N یِ برا مرتبه�یِ�بعد

d2N0(y)

dy2
+ 2

dN0(y)

dy

d[N1(y)−N0(y)]

dy
= 0, (44)
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میدهد نتیجه که

N1(y)−N0(y) = −1

4
ln |y|. (45)

ترتیب، این به

M(y) ∼


|y|−1/4 exp

(
− 2

3 |y|
3/2

)
, y ≫ 1

|y|−1/4 sin
(
2
3 |y|

3/2 + θ
)
, y ≪ −1

, (46)

صفر به (y → ∞) در M(y) که شده استفاده این از (y ≫ 1) یِ برا است. ͳحقیق ِ ثابت Έی θ که

است. ͳحقیق M(y) که شده استفاده این از هم (y ≪ −1) یِ برا میΎراید.

از است. z1/3 یِ مرتبه از بزرگ، ِ z یِ ازا به [J�(z)] یِ پهنا میشود معلوم (27) در α ِ مقدار از

میشود نتیجه (3)
∞∑

j=−∞
ψ̈j(t) = 0, (47)

میدهد نتیجه که
∞∑

j=−∞
ψj(t) =

∞∑
j=−∞

ψj(0) + t
∞∑

j=−∞
ψ̇j(0). (48)

داریم (20) ِ آغازین ِ شرط با پس
∞∑

j=−∞
ψj(t) = 1, (49)

،(24) از استفاده با و

J0(2Ω t) + 2
∞∑
j=1

J2 j(2Ω t) = 1, (50)

میدهد نتیجه که

lim
t→∞

∞∑
j=1

J2 j(2Ω t) =
1

2
. (51)

نوشت: انتگرال Έی ِ ش΋ل به میشود را چپ ِ طرف

1

2
lim
z→∞

∫ ∞

0

dξ Jξ(z) =
1

2
. (52)
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ِ ارتفاع میشود معلوم است، z1/3 یِ مرتبه از بزرگ ِ z یِ ازا به [J�(z)] یِ پهنا که این و معادله، این از

است. z−1/3 یِ مرتبه از بزرگ، ِ z یِ ازا به [J�(z)] یِ قله

و ،z1/3 یِ مرتبه از یˆش پنها است، جایΎزیده z ِ اطراف [J�(z)] بزرگ، ِ z یِ ازا به خلاصه،

ِ اطراف مثبت لزومˆن نَه� یِ ها j یِ برا ψj(t) ترتیب این به است. z−1/3 یِ مرتبه از اَش قله ِ ارتفاع

میشود. منتشر v ِ سرعت با تقریبˆن موج ͳیعن این است. جایΎزیده (xj = ±v t) ͳیعن (j = ±Ω t)

میشود. صفر سرعت به |j| ِ افزایش با میدهد نشان (46) اما نیست، صفر (|xj | > v t) در ψj(t) البته

یِ برا میشود نتیجه است، z−1/3 یِ مرتبه از [J�(z)] یِ قله ِ ارتفاع بزرگ ِ z یِ ازا به که این از

داریم [3] در 9.3.23 از واق΄ در باشد. z1/3 یِ مرتبه از f(z) باید شود، ناصفر) (و Mباپایان که این

lim
z→∞

[(z
2

)1/3

Jξ(z)

]
= Ai(y). (53)

داریم [3] در 10.4.60 و 10.4.59 از همچنین،

Ai(y) =


|y|−1/4

2
√
π

exp
(
−2

3 |y|
3/2

)
[1 + o(1)], y ≫ 1

|y|−1/4

√
π

[
sin

(
−2

3 |y|
3/2 + π

4

)
+ o(1)

]
, y ≪ −1

. (54)

یِ برا میشود نتیجه (24) و (4) از است. مثبت) ِ ) ثابت یِ v با (ℓ→ 0) ِ حد فضاپیوسته ِ حد

،ͳنامنف یِ ها x

Ψ(t, x) = ℓ−1 J2 ℓ−1 x(2Ω t),

= ℓ−1 J2 ℓ−1 x(2 ℓ
−1 v t). (55)

از یˆش قله�ها از Έی هر یِ پهنا و جایΎزیده، (±v t) ِ اطراف Ψ(t, �) ،Έکوچ ِ ℓ یِ ازا به میشود دیده

(ℓ → 0) در میشود نتیجه هم (52) از است. [ℓ2/3 (v |t|)1/3] یا [(ℓ/2) (2 ℓ−1 v |t|)1/3] یِ مرتبه

ترتیب، این به میشود. (1/2) یˆش قله�ها از Έی هر ِ اطراف Ψ(t, �) ِ انتگرال

lim
ℓ→0

Ψ(t, x) =
1

2
[δ(x− v t) + δ(x+ v t)]. (56)
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ِ آغازین ِ شرط با (7) ِ جواب ان هم این

Ψ(0, x) = δ(x),

Ψ̇(0, x) = 0 (57)

است. (20) ِ آغازین ِ شرط یِ فضاپیوسته یِ مانسته که است،
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