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اسالر ِ میدان Έی در ͳنسبیت یِ ذره Έی
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Έی از ͳناش آن بر وارد یِ نیرو که میشود ͳبررس ͳنسبیت یِ ذره Έی ِ معادله�یِ�حرکت و لΎَرانژی

است. پتانسیل یِ انرژی میدان این کم یِ سرعتها در که چنان است، اسالر ِ میدان

قراردادها 0

است، سون ِ جرم جرم از منظور

r0 := t, (1)

و

ηµ ν =



−c2, µ = ν = 0

1, µ = ν ̸= 0

0, µ ̸= ν

, (2)

یِ بردارها است. ([1] ͳُفسمین ِ ) Έمتری η و زمان t و اند، مان ِ چاربردار یِ مئلفه�ها ها rµ که

ͳی شاخصها میدهیم. نمایش τ با را ویژه�زمان و سیاه، ِ حروف با را (ͳفضای یِ مئلفه�ها (با سه�مئلفه�ای
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یِ مقدارها فقط که ͳی شاخصها و ͳیونان ِ حروف با را میΎیرند را (3 تا 0 (از ͳفضازمان یِ مقدارها که

به نسبت مان ِ (مشتق سرعت میدهیم. نمایش لاتین ِ حروف با را میΎیرند را (3 تا 1 (از ͳفضای

میدهیم: نشان v با را زمان)

v =
dr

dt
. (3)

میدهیم: نشان u با را ویژه�زمان) به نسبت مان ِ چاربردار ِ (مشتق سرعت ِ چاربردار

u :=
dr

dτ
, (4)

میشود نتیجه آن از که

u = γ v, (5)

است: [2] لُرِنتس ِ ضریب γ که

γ :=
(
1− v · v

c2

)−1/2

, (6)

و

v0 :=
dr0

dt
,

=1. (7)

میشود: نوشته (p) تانه ِ سه�بردار و (F) نیرو ِ سه�بردار با [3] نیوتُن ِ دوم ِ قانون یِ مانسته
dp

dt
= F. (8)

تانه با (انرژی) E یِ رابطه

E = c2 p0 (9)

نوشت: هم نیرو) ِ (چاربردار f ِ حسب بر میشود را (8) است.
dp

dτ
= f. (10)

میشود دیده

f = γ F, (11)

با (10) که باشد چنان باید f0 البته و

u · u = −c2 (12)
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هم میشود داده (10) با که ی تحول ِ اثر در باشد، برقرار زمان Έی در اگر (12) ͳیعن باشد، سازگار

بماند. برقرار همچنان

زمان (ͳزمان) اول ِ شل در میبریم. کار به کنش) (یا لΎَرانژی 2 ذره Έی ِ شامل ی سیستم یِ برا

است. سرعت) ِ سه�بردار و مان، ِ سه�بردار (زمان، (t, r,v) ِ تاب΄ لΎَرانژی و است تحول ِ پارامتر

هم زمان (پارامتری) دوم ِ شل در میدهیم. نشان S و L ترتیب به با را شل این در کنش و لΎَرانژی

میΎیریم تحول ِ پارامتر را مسیر) ِ دیΎر ِ پارامترِآفین Έی (یا ویژه�زمان است. ͳدینامی ِ متغیر Έی

یِ (چاربردارها (r, u) ِ تاب΄ Ls میدهیم. نمایش Ss و Ls ترتیب به با را متناظر ِ کنش و لΎَرانژی و

(12) ͳیعن میشوند. فرض هم از مستقل سرعت ِ چاربردار یِ مئلفه�ها آن در و است، سرعت) و مان

بمانَد. برقرار هم تحول با باشد برقرار اولیه ِ شرط با اگر میرود انتظار که بل نمیشود، اعمال

داریم

S =

∫
dt L,

Ss =

∫
dτ Ls. (13)

مینیم تعریف

Ei :=
(
δS

δri

)
in

,

=
∂L

∂ri
− d

dt

(
∂L

∂vi

)
,

Esα :=

(
δSs

δrα

)
in

,

=
∂Ls

∂rα
− d

dτ

(
∂Ls

∂uα

)
, (14)

مرزی. یِ جمله�ها ِ درنظرگرفتن ِ بدون وردش ͳیعن in ِ شاخص که

آزاد یِ ذره 1

ِ سرعت که است آن ذره این ِ حرکت یِ معادله ِ جواب بΎیرید. نظر در را m ِ جرم به آزاد یِ ذره Έی

یِ معادله از اما نوشت. صفر ِ برابر شتاب ِ شل به میشود را حرکت یِ معادله ͳیعن است، ثابت ذره
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یِ انرژی و ذره یِ تانه که بیفزاییم را قید این اگر آورˉد. دست به یتا ِ طُر به را لΎَرانژی نمیشود حرکت

ِ شل به ذره

p = mγ v, (15)

E = mc2 γ, (16)

داشت خاهیم باشد،

∂Lf

∂vi
= mγ vi, (17)

vi
∂Lf

∂vi
− Lf = mc2 γ, (18)

میشود نتیجه (18) و (17) ِ ترکیب از است. آزاد یِ ذره یِ ͳزمان یِ لΎَرانژی Lf که

Lf = vi (mγ vi)−mc2 γ, (19)

یا

Lf = −mc2 γ−1. (20)

و (17) لΎَرانژی این میشود دیده ͳساده�گ به آمده. دست به [4] مثلَن در که است ͳی لΎَرانژی ان هم این

م�ͳآورˆد. بر را (18)

میشوند (18) و (17) یِ مانسته�ها میدهیم. نشان Lf
s با را آزاد یِ ذره یِ پارامتری یِ لΎَرانژی

∂Lf
s

∂uα
= muα, (21)

میدهد نتیجه که

Lf
s =

1

2
mu · u+ C(r). (22)

داریم

E f
sα = − d

dτ
(muα) +

∂C

∂rα
. (23)

اگر تنها و اگر است، آزاد یِ ذره ِ حرکت یِ معادله Sf
s از ͳناش ِ حرکت یِ معادله میشود نتیجه اینجا از

حذف لΎَرانژی از میشود را ͳجمع ِ ثابت Έی باشد. ثابت C ͳیعن باشند، صفر C یِ مشتقها یِ همه

به میرسیم ترتیب این به کرد.

Lf
s =

1

2
mu · u. (24)
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آمده. [4] در هم این

پتانسیل یِ انرژی Έی ساکن ِ آزاد یِ ذره Έی به که میبود این (20) به رسیدن یِ برا دیΎر ِ راه Έی

میشود ∆tr یِ ͳزمان یِ بازه یِ برا متناظر، ِ کنش دهیم. نسبت (mc2) ِ برابر

∆Sf r = −mc2 ∆tr, (25)

داریم شود. v َش سرعت تا بخیزانیم را ذره است. سون ِ حالت با متناظر r ِ شاخص که

∆t = γ∆tr. (26)

میشود نتیجه نمیند. تغییر ([2] لُرِنتس ِ ) خیز ِ اثر در کنش کنیم فرض حالا

∆Sf = −mc2 γ−1 ∆t, (27)

است. (20) ان هم که

اسالر ِ یΈمیدان در ذره 2

V ِ انرژی�یِ�پتانسیل در ͳغیرِنسبیت یِ ذره Έی یِ لΎَرانژی

LNR =
1

2
mv · v − V (28)

ͳزمان یِ لΎَرانژیها ذره این یِ برا است. مان) ِ سه�بردار و (زمان مان ِ چاربردار از ی تاب΄ V است.

میΎیریم. چنین را پارامتری و

L = −mc2 Σ(γ)− V Ξ(γ), (29)

Ls = mc2 Σs(u · u) + V Ξs(u · u). (30)

ِ طریق از فقط سرعت (ِ (سه�بردار میرود انتظار ،ͳزمان ِ شل در که است آن نهاده�ها این یِ انΎیزه

ِ شل در و است)؛ [2] لُرِنتس ِ ضریب ِ تاب΄ هم سرعت یِ اندازه (که شود وارد لΎَرانژی در اَش اندازه

است. (u · u) میشود ساخته سرعت (ِ (چاربردار با که ی تنهااسالر پارامتری

میشود نتیجه (29) از

pi = −(mΣ′ + c−2 V Ξ′) γ3 vi, (31)

E = (mc2 Σ′ + V Ξ′) γ3 (γ−2 − 1) +mc2 Σ+ V Ξ. (32)
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که شده استفاده این از و است، مشتقΎیری پریم

∂γ

∂vi
= c−2 γ3 vi, (33)

v · v = c2 (1− γ−2). (34)

میشود نتیجه (30) از

pα = 2 (mc2 Σ′
s + V Ξ′

s)uα. (35)

میشود نتیجه جمله از (35) از

pi = c−2 E vi. (36)

میΎذاریم: (31) در را (32) و این

(mc2 Σ′ + V Ξ′) γ3 (γ−2 − 1) +mc2 Σ+ V Ξ = −(mc2 Σ′ + V Ξ′) γ3, (37)

میدهد نتیجه که

mc2(γ Σ′ +Σ) + V (γ Ξ′ + Ξ) = 0. (38)

میشود نتیجه (38) از اند، V از مستقل Ξ و Σ که این ِ فرض با

γ Σ′ +Σ = 0, (39)

γ Ξ′ + Ξ = 0, (40)

میدهند نتیجه که

Σ(γ) = γ−1 Σ(1), (41)

Ξ(γ) = γ−1 Ξ(1), (42)

آنجا از و

pα = [mΣ(1) + c−2 V Ξ(1)]uα. (43)

میشود نتیجه اند. V از مستقل هم Ξs و Σs مینیم فرض و مینیم ترکیب (35) با را این

2 c2 Σ′
s = Σ(1), (44)

2 c2 Ξ′
s = Ξ(1), (45)
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آنجا، از و

Σs =
Σ(1)

2 c2
u · u+Σs(0), (46)

Ξs =
Ξ(1)

2 c2
u · u+ Ξs(0). (47)

نتیجه (42) و ،(41) ،(29) از کنیم. ͳبررس را ͳغیرِنسبیت ِ حد ،Ξ(1) و Σ(1) ِ تعیین یِ برا

میشود

L =

(
−mc2 +

1

2
mv · v

)
Σ(1)− V Ξ(1) +O(c−2), (48)

میشود نتیجه (29) با اَش مقایسه از که

Σ(1) = 1, (49)

Ξ(1) = 1. (50)

ترتیب، این به

L = −(mc2 + V ) γ−1. (51)

میشود نتیجه (50) و ،(49) ،(47) ،(46) ،(30) از

Ls =
1

2
mu · u+

1

2 c2
u · uV +mc2 Σs(0) + V Ξs(0), (52)

میدهد نتیجه که

Esα = − d

dτ
[(m+ c−2 V )uα] +

∂V

∂rα
Ξs. (53)

داریم

uα Esα = −(m+ c−2 V )uα duα

dτ
− c−2 uα uα

∂V

∂rβ
uβ + uα ∂V

∂rα
Ξs, (54)

میدهد نتیجه که
m+ c−2 V

2

d

dτ
(u · u) = −uα Esα + (Ξs − c−2 u · u)uα ∂V

∂rα
. (55)

اگر تنها و اگر میمانَد، برقرار تحول ِ اثر در (12)

1 + Ξs(−c2) = 0, (56)
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ͳیعن

Ξs(0) = −1

2
. (57)

از نیست. مهم Σs(0) ِ مقدار پس است. ب�ͳاثر که میند، وارد لΎَرانژی در ͳجمع ِ ثابت Έی Σs(0)

ترتیب، این به گرفت. صفر را آن میشود جمله

Ls =
1

2
mu · u+

1

2
(c−2 u · u− 1)V. (58)

میشود نتیجه جمله از ،(51) از

p = (m+ c−2 V ) γ v, (59)

E = (mc2 + V ) γ. (60)

میشود نتیجه جمله از هم (58) از

p = (m+ c−2 V )u, (61)

است. هم�ارز (60) و (59) با که

میشود (51) یِ لΎَرانژی از حاصل ِ معادله�یِ�حرکت
d

dt
[(m+ c−2 V ) γ v] = −γ−1 ∇V. (62)

میشود هم (58) یِ لΎَرانژی از حاصل ِ معادله�یِ�حرکت
d

dτ
[(m+ c−2 V )uα] = − ∂V

∂rα
. (63)

تحول ِ اثر در (12) که است چنان هم ͳزمان ِ بخش است. هم�ارز (62) با معادله این یِ ͳفضای ِ بخش

نند. تغییر

Έی ساکن یِ ذره Έی به که میبود این (51) به رسیدن یِ برا دیΎر ِ راه Έی هم اینجا سرانجام،

میشود ∆tr یِ ͳزمان یِ بازه یِ برا متناظر، ِ کنش دهیم. نسبت (mc2 + V ) ِ برابر پتانسیل یِ انرژی

∆Sr = −(mc2 + V )∆tr. (64)

ِ ) خیز ِ اثر در کنش که فرض این با و ،(26) از استفاده با شود. v َش سرعت تا بخیزانیم را ذره

میشود نتیجه نمیند، تغییر ([2] لُرِنتس

∆S = −(mc2 + V ) γ−1 ∆t, (65)

است. (51) ان هم که
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برداری ِ یΈمیدان ِ صفر یِ مئلفه و اسالر ِ میدان 3

است. چنین (L′) آمده [4] در که ͳی لΎَرانژی

L′ = −mc2 γ−1 − V. (66)

میشود دیده (26) از استفاده با و (66) از دارد. فرق L با L′ میشود دیده

∆S′ r = −(mc2 + V γ)∆tr. (67)

کنیم تعریف میند پیشنهاد این

V r := γ V. (68)

بΎیریم، (A) چاربرداری ِ میدان Έی ِ صفر یِ مئلفه را V که است آن رابطه این ِ برآوردن ِ راه Έی

:(L′ یِ لΎَرانژی با متحرک، یِ ذره یِ (برا اند صفر آن یِ ͳفضای یِ مئلفه�ها که

A0 = V,

Ai = 0. (69)

صورت، این در

Ar
0 = γ V,

Ar
i = γ c−2 vi V. (70)

میشود (67) ترتیب این به

∆S′ r = −(mc2 +Ar
0)∆tr. (71)

باشد: اسالر صریحˆن که نوشت چنان میشود را پرانتز ِ درون ِ عبارت

mc2 +Ar
0 = mc2 +Ar

α uα r,

= mc2 +Aα uα. (72)

یِ مئلفه�ها که میند حرکت برداری ِ میدان Έی در که است ای ذره یِ لΎَرانژی L′ ترتیب، این به

اند: صفر یˆش ͳفضای

L′ = −(mc2 +Aα uα) γ−1. (73)
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آن در که است، داده�شده یِ ͳترˇمغناطیسال ِ میدان Έی در ذره یِ لΎَرانژی گونه، این از مثال Έی

A = −q A, (74)

.[4] است پتانسیل ِ چاربردار A و ذره ِ بار q که

نیرو 4

این یΈی دارد. نقش 2 پتانسیل یِ انرژی بΎیرید. نظر در را V ِ انرژی�یِ�پتانسیل mدر ِ جرم به ای ذره

V ِ مقدار ͳیعن میΎیریم، اسالر را V ی وقت میند. عوض را ذره ِ جرم که این دیΎر میسازد. نیرو که

ِ مجموع یˆش انرژی ساکن یِ ذره است: ساده ذره ِ جرم یِ محاسبه پس نمیشود. عوض خیزاندن ِ اثر در

است: پتانسیل این ِ نبود در سون یِ انرژی و پتانسیل یِ انرژی این

Er = mc2 + V. (75)

ِ تاب΄ ِ جرم̮�مئثر Έی ذره یِ برا ترتیب این به است. ساکن یِ ذره یِ برا (60) ان هم این میشود دیده

میدهیم: نمایش meff با را آن که مینیم، تعریف فضازمان

meff = m+ c−2 V. (76)

میشود (10) است. (61) در u ِ ضریب ان هم این
d

dτ
[(m+ c−2 V )u] = f. (77)

اگر است، (63) ان هم این

fα = − ∂V

∂rα
. (78)

یِ انرژی که کنید توجه اما بنماید. پتانسیل یِ انرژی با نیرو یِ رابطه یِ برا ͳطبیع ِ تعمیم Έی این شاید

حرکت یِ معادله شاید نمیردیم، توجه این به اگر داده. تغییر هم را جرم نشده؛ ظاهر نیرو در فقط پتانسیل

را

Ẽsα = 0 (79)

که مینوشتیم،

Ẽsα = − d

dτ
(muα)−

∂V

∂rα
. (80)
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نمیدارد: نΎه برقرار را (12) چون نیست، ی درست ِ معادله�یِ�حرکت (79) که ی حال در
m

2

d

dτ
(u · u) = −uα Ẽsα − uα ∂V

∂rα
. (81)

(ِ (نادرست یِ لΎَرانژی با است متناظر (80) نمینند. صفر لزومˆن را (81) ِ راست ِ طرف (12) و (79)

:L̃s

L̃s :=
1

2
mu · u− V. (82)
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