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این به میشود. محاسبه زمین) به (نسبت زمین ِ ΀سط در ثابت یِ نقطه Έی ِ دید از خُرشید ِ جهت

دست به ثابت) یِ قرارداری ِ زمان Έی در جهت این یِ ͳهندس ِ (م΋ان [1] آنال̃ما ِ ش΋ل ترتیب

م�ͳآید.

قراردادها 0

ِ جهت ،ϖ̂ با را زمین) یِ مداری یِ صفحه بر (عمود زمین یِ مداری یِ زاویه�ای ِ سرعت ِ جهت

با را p̂ با ϖ̂ یِ زاویه میدهیم. نشان p̂ با را زمین یِ ͳقطب ِ محور ِ جهت و ،q̂ با را بهاری ِ اعتدال

با را شمال و شرق یِ سو به زمین بر مماس (رصدگاه)، زمین ِ ΀سط از نقطه Έی در میدهیم. نشان γ

نقطه Έی در (ê, n̂, û) میدهیم. نشان û با را بالا یِ سو به زمین ِ ΀سط بر عمود و ،n̂ و ê ترتیب به

را سمت و ارتفاع و ،δ و η ترتیب با را میل و بˇعد مینامیم. نقطه آن با متناظر ِ کن; را زمین ِ ΀سط از

با ͳاستوای یِ صفحه بر جهت آن ِ تصویر یِ زاویه جهت Έی ِ بˇعد میدهیم. نشان β و α ترتیب به با

جهت آن یِ زاویه جهت Έی ِ میل میشود. سنجیده پادساعتΎرد که است، بهاری) ِ اعتدال ِ (جهت q̂

جهت Έی ِ ارتفاع میشود. سنجیده شمال یِ سو به که است، (p̂ بر (عمود ͳاستوای یِ صفحه به نسبت
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یِ زاویه جهت Έی ِ سمت میشود. سنجیده بالا یِ سو به که است، زمین بر مماس با جهت آن یِ زاویه

سنجیده ساعتΎرد که است، (n̂) زمین بر مماس یِ ͳشمال ِ جهت با زمین بر مماس بر جهت آن ِ تصویر

زمین ِ میانΎین یِ خُرشیدی یِ زاویه�ای ِ سرعت و ،ωa با را زمین یِ ͳنجوم یِ زاویه ِ سرعت میشود.

داریم میدهیم. نشان ω̄ با را

ω̄ =
2π

d
, (1)

و است، ساعت) 24) روز Έی d که

(ωa − ω̄) y = 2π, (2)

داریم میدهیم. نشان R(θ θ̂) با را θ̂ ِ حˇل θ یِ اندازه به دوران است. سال Έی y که

[R(θ θ̂)] r = θ̂ (θ̂ · r) + θ̂ × (r × θ̂) cos θ + (θ̂ × r) sin θ. (3)

باشد، دوران Έی P اگر همچنین،

R(P θ) = P [R(θ)]P−1. (4)

میشود دیده

ϖ̂ = [R(γ q̂)] p̂, (5)

و

r̂(η, δ) = [R(η p̂)] [R(δ q̂ × p̂)] q̂, (6)

است. δ ِ میل و η ِ بˇعد با ی جهت r̂(η, δ) که

رصدگاه و خُرشید ِ میل و ب̶عد 1

سنجش یِ قراردادی ِ مبدئ به طبعˆن زمان این میدهیم. نشان t̃0 با را بهاری ِ اعتدال یِ قراردی ِ زمان

داریم میدهیم. نشان ŝ با را خُرشید ِ جهت دارد. ͳبسته�گ

ŝ(t) = {R[ϕ(t) ϖ̂]} q̂, (7)

است: بهاری ِ اعتدال به نسبت زمان t که

t := t̃− t̃0, (8)
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میشود نتیجه (7) و ،(5) ،(4) از است. بهاری ِ اعتدال به نسبت خُرشید ِ جهت یِ زاویه ϕ و

ŝ = [R(γ q̂)] [R(ϕ p̂)] [R(γ q̂)]−1 q̂,

= p̂× q̂ cos γ sinϕ+ p̂ sin γ sinϕ+ q̂ cosϕ,

= [R(ηs p̂)] [R(δs q̂ × p̂)] q̂,

= p̂× q̂ sin ηs cos δs + p̂ sin δs + q̂ cos ηs cos δs, (9)

ترتیب، این به است. خُرشید ِ میل δs و بˇعد ηs که

δs = sin−1(sin γ sinϕ), (10)

ηs = Itn(cos γ, ϕ), (11)

داریم و است، پیوسته Itn که

Itn(a, b) = tan−1(a tan b) + k π sgn(a),

(
k − 1

2

)
π < b <

(
k +

1

2

)
π, (12)

است. علامت ِ تاب΄ sgn و ΀صحی k که

ِ اعتدال ِ روز در ظهر یِ قراردادی ِ زمان است. رصدگاه یِ ͳجغرافیای ِ عرض ان هم رصدگاه ِ میل

ِ بˇعد رصدگاه، ِ ظهر در میدهیم. نشان û با را رصدگاه ِ جهت میدهیم. نشان t̃1 با را رصدگاه در بهاری

پس است. ی΋سان خُرشید و رصدگاه

û(t1) = {R[ηs(t1) p̂]} [R(λ q̂ × p̂)] q̂, (13)

میچرخد. َش خُد ِ دˇر ωa p̂ یِ زاویه�ای ِ سرعت با زمین است. رصدگاه یِ ͳجغرافیای ِ عرض λ که

پس،

û(t) = {R[ωa (t− t1) p̂]} û(t1),

= {R[ωa (t− t1) p̂]} {R[ηs(t1) p̂]} [R(λ q̂ × p̂)] q̂. (14)

داریم

(ê, n̂, û)(η, δ) = [R(η p̂)] [R(δ q̂ × p̂)] (ê, n̂, û)(0, 0). (15)

داریم است. δ و η ترتیب به ِ میل و بˇعد با ای نقطه با متناظر ِ کن; (ê, n̂, û)(η, δ) که

(ê, n̂, û)(0, 0) = (p̂× q̂, p̂, q̂). (16)
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ترتیب، این به

(ê, n̂, û)(t) = {R[ωa (t− t1) p̂]} {R[ηs(t1) p̂]} [R(λ q̂ × p̂)] (p̂× q̂, p̂, q̂). (17)

یِ فاصله که است، ͳمتوال ͳی زمانها در (ê, n̂, û) ِ کن; به نسبت خُرشید یِ جهتها یِ مجموعه [1] آنال̃ما

تقریبˆن (ê, n̂, û) ِ کن; به نسبت خُرشید روز، Έی ِ ͳط است. روز Έی هم از ِشان مجاور یِ دˇتا هر

یِ زاویه�ای ِ سرعت با چرخش کن; این با َش فرق که می΋نیم تعریف ی دیΎر ِ کن; میزند. دˇر Έی

(ê, n̂, û)′ ِ کن; میشود. جابه�جا کندی به خُرشید کن;، این به نسبت است. زمین ِ متوسط یِ خُرشیدی

می΋نیم. تعریف چنین را

(ê, n̂, û)′(t) := {R[ω̄ (t− τ) p̂]}−1 (ê, n̂, û)(t), (18)

به نسبت خُرشید ِ جهت میبود، ثابت خُرشیدی یِ زاویه�ای ِ سرعت اگر است. ثابت ِ زمان Έی τ که

ِ مضرب τ با ِشان اختلاف که ͳی زمانها یِ ازا به (ê, n̂, û)′ میشود دیده میمانْد. ثابت (ê, n̂, û)′

یِ نقطه�ها کن;، این به نسبت خُرشید ِ جهت یِ ͳهندس ِ م΋ان است. ی΋سان باشد روز از ی ΀صحی

میΎوییم. پیوسته یِ آنال̃ما م΋ان این به است. پیوسته اما دارد، را [1] آنال̃ما

خُرشید ِ سمت و ارتفاع 2

داریم

ŝ = ê′ cosα′
s sinβ

′
s + n̂′ cosα′

s cosβ
′
s + û′ sinα′

s, (19)

ِ کن; یِ دوران-یافته (ê, n̂, û)′ ِ کن; اند. پیوسته یِ آنال̃ما ِ سمت و ارتفاع ترتیب به β′
s و α′

s که

یِ مئلفه�ها با (ê, n̂, û)′ ِ کن; در ŝ یِ مئلفه�ها ترتیب، این به است. U ِ دوران با (p̂ × q̂, p̂, q̂)

ترتیب، این به اند. برابر (p̂× q̂, p̂, q̂) ِ کن; در (U−1 ŝ)

U−1 ŝ = p̂× q̂ cosα′
s sinβ

′
s + p̂ cosα′

s cosβ
′
s + q̂ sinα′

s, (20)

که

U−1 = [R(λ q̂× p̂)]−1 {R[ηs(t1) p̂]}−1 {R[ωa (t−t1) p̂]}−1 {R[ω̄ (t−τ) p̂]}. (21)
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میشود نتیجه (9) با همراه رابطه، این از

(U−1 ŝ)(t) = [R(λ p̂× q̂)]
(
R{−ηs(t1) + ωa (t1 − t) + ω̄ (t− τ) + ηs(t)] p̂}

)
× {[R[δs(t) q̂ × p̂]} q̂,

= p̂× q̂ cos[δs(t)] sin[ζ(t)]}

+ p̂ {cosλ sin[δs(t)]− sinλ cos[δs(t)] cos[ζ(t)]}

+ q̂ {sinλ sin[δs(t)] + cosλ cos[δs(t)] cos[ζ(t)]}, (22)

که

ζ(t) :=− ηs(t1) + ωa (t1 − t) + ω̄ (t− τ) + ηs(t),

=− 2π

d
(τ − t1)−

2π

y
(t− t1) + ηs(t)− ηs(t1). (23)

ترتیب، این به

cosα′
s sinβ

′
s = cos[δs(t)] sin[ζ(t)]},

cosα′
s cosβ

′
s = cosλ sin[δs(t)]− sinλ cos[δs(t)] cos[ζ(t)],

sinα′
s = sinλ sin[δs(t)] + cosλ cos[δs(t)] cos[ζ(t)]. (24)

یِ آنال̃ما ِ سمت و ارتفاع زمان، ِ حسب بر ϕ ِ داشتن با البته و (23) و ،(11) ،(10) با همراه رابطه، این

میدهد. را پیوسته

(ê, n̂, û)′′ ِ کن; ِ تعریف با شده. ظاهر دˆو̵ران Έی فقط ِ ش΋ل به ͳجغرافیای ِ عرض به ͳبسته�گ

(ê, n̂, û)′′ := [R(λ ê′)] (ê, n̂, û)′, (25)

کن;، این به نسبت (α′′
s , β

′′
s ) ِ تعریف و

cosα′′
s sinβ′′

s = cos[δs(t)] sin[ζ(t)]},

cosα′′
s cosβ′′

s = sin[δs(t)],

sinα′′
s = cos[δs(t)] cos[ζ(t)]. (26)
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میشود نتیجه (10) از δs ِ گذاشتن با

cosα′
s sinβ

′
s =

√
1− sin2 γ sin2[ϕ(t)] sin[ζ(t)]},

cosα′
s cosβ

′
s = cosλ sin γ sin[ϕ(t)]− sinλ

√
1− sin2 γ sin2[ϕ(t)] cos[ζ(t)],

sinα′
s = sinλ sin γ sin[ϕ(t)] + cosλ

√
1− sin2 γ sin2[ϕ(t)] cos[ζ(t)],

(27)

یا

cosα′′
s sinβ′′

s =

√
1− sin2 γ sin2[ϕ(t)] sin[ζ(t)]},

cosα′′
s cosβ′′

s = sin γ sin[ϕ(t)],

sinα′′
s =

√
1− sin2 γ sin2[ϕ(t)] cos[ζ(t)]. (28)

بهاری ِ اعتدال به نسبت خُرشید ِ جهت یِ زاویه 3

که است ͳبیض Έی زمین به نسبت خُرشید ُ م΋ان ِ بردار میدهیم. نشان r با را خُرشید تا زمین یِ فاصله

داریم است. آن یِ کانونها از ی Έی مبدئ

r [1 + ε cos(ϕ− ϕm)] = constant, (29)

همچنین، است. مدار ِ خروج�ازمرکز ε و بهاری، ِ اعتدال با حضیض در خُرشید ِ جهت یِ زاویه ϕm که

r2
dϕ

dt
= constant. (30)

ترتیب، این به یافت. [2] مثلَن در میشود را اینها

dϕ

dt
=

2π

ζ y
[1 + ε cos(ϕ− ϕm)]

2, (31)

داریم اینجا از است. ثابت Έی ζ که

2π

ζ y
(t− tm) =

∫ Φ

ϕm

dϕ′

[1 + ε cos(ϕ′ − ϕm)]2
, (32)
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میشود نتیجه انتΎرالΎیری با است. حضیض ِ زمان tm که

2π

ζ y
(t− tm) =

2

(1− ε2)3/2
Itn

(√
1− ε

1 + ε
,
ϕ− ϕm

2

)

− ε

1− ε2
sin(ϕ− ϕm)

1 + ε cos(ϕ− ϕm)
, (33)

ترتیب این به میشود. زیاد (2π) هم خُرشید ِ جهت یِ زاویه بΎذرد، حضیض از سال Έی ی وقت

میشود نتیجه (33) از

ζ = (1− ε2)3/2, (34)

آنجا، از و
2π

y
(t− tm) = 2 Itn

(√
1− ε

1 + ε
,
ϕ− ϕm

2

)
− ε

√
1− ε2

sin(ϕ− ϕm)

1 + ε cos(ϕ− ϕm)
, (35)

میشود نتیجه (12) از

Itn(a, b) = b+
a− 1

2
sin 2 b+ o(a− 1). (36)

ترتیب، این به
2π

y
(t− tm) = (ϕ− ϕm)− 2 ε sin(ϕ− ϕm) + o(ε), (37)

میدهد نتیجه که

(ϕ− ϕm) =
2π

y
(t− tm) + 2 ε sin

[
2π

y
(t− tm)

]
+ o(ε). (38)

آنال̃ما ِ ش΋ل 4

ِ جهت در دوربین اگر است. زمین یِ ͳقطب ِ محور بر عمود و شرق بر عمود ع΋سبرداری ِ زمان در û′′

است. (28) یا (26) یِ رابطه در دوم و اول یِ مختصه�ها میشود دیده ع΋س در که ی چیز باشد، û′′

(35) با همراه (23) و (11) یِ رابطه�ها از ζ ترتیب این به میΎیریم. ϕ ِ خُد زمان یِ جا به را پارامتر

میشوند پیوسته یِ آنال̃ما یِ پارامتری ِ معادلات م�ͳآید. دست به (37) یا

X =

√
1− sin2 γ sin2 ϕ sin ζ,

Y = sin γ sinϕ, (39)
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که

ζ = −2π

d
(τ − t1) +

2π

y
(t1 − tm) + Itn(cos γ, ϕ)− Itn(cos γ, ϕ1)

− 2 Itn

(√
1− ε

1 + ε
,
ϕ− ϕm

2

)
+ ε

√
1− ε2

sin(ϕ− ϕm)

1 + ε cos(ϕ− ϕm)
, (40)

یا

ζ = −2π

d
(τ − t1) +

2π

y
(t1 − tm) + Itn(cos γ, ϕ)− Itn(cos γ, ϕ1)

− (ϕ− ϕm) + 2 ε sin(ϕ− ϕm) + o(ε). (41)

میشود (41) ترتیب این به م�ͳآید. دست به tm ِ مقدار t ِ گذاشتن صفر با ،(37) از

ζ = 2 ε sinϕm +
2π

y
t1 − Itn(cos γ, ϕ1)−

2π

d
(τ − t1)

+ Itn(cos γ, ϕ)− ϕ+ 2 ε sin(ϕ− ϕm) + o(ε). (42)

ِ روز ِ ظهر رصدگاه، در که دارند ͳبسته�گ این به فقط سه�وم و دوم یِ جمله�ها است. ثابت اول یِ جمله

یِ جمله اند. Έکوچ بسیار ضمنَن جمله�ها این داده. رخ بهاری ِ اعتدال از بعد چه�قدر بهاری ِ اعتدال

می΋نند. تغییر ϕ ِ تغییر با که اند آخر یِ سه�جمله فقط دارد. ͳبسته�گ ع΋سبرداری ِ زمان به ُم چهار

ترتیب، این به است. Έکوچ ای زاویه ϕ1

Itn(cos γ, ϕ1) = ϕ1 cos γ + o(ϕ1),

= t1
dϕ

dt

∣∣∣
ϕ=0

cos γ + o(ϕ1),

=
2π

y
t1 (1 + 2 ε cosϕm) cos γ + o(ϕ1) + o(ε), (43)

میدهد، نتیجه که

ζ = 2 ε sinϕm + [1− (1 + 2 ε cosϕm) cos γ]
2π

y
t1 −

2π

d
(τ − t1)

+ Itn(cos γ, ϕ)− ϕ+ 2 ε sin(ϕ− ϕm) + o(ϕ1) + o(ε). (44)
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داریم [3] از زمین، یِ برا

ε = 0.017,

ϕm = −77◦, (45)

داریم [4] از و

γ = 23.5◦. (46)

میشود نتیجه اینها −1]∣∣∣∣از (1 + 2 ε cosϕm) cos γ]
2π

y
t1

∣∣∣∣ < 10−3, |t1| <
d

2
. (47)

میشود نتیجه و میپوشیم چشم (44) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله از ترتیب این به

ζ = 2 ε sinϕm − 2π

d
(τ − t1) + Itn(cos γ, ϕ)− ϕ+ 2 ε sin(ϕ− ϕm). (48)

ع΋سبرداری ِ زمان می΋ند تعیین را [1] آنال̃ما ِ ش΋ل که ی تنهاعامل عملَن زمین، یِ برا میشود دیده

بهاری، ِ اعتدال ِ روز در ع΋سبرداری زمان پارامتر این میشود. ظاهر (τ − t1) ِ پارامتر در که است،

است. بهاری ِ اعتدال ِ ظهر ِ زمان یِ منها

ِ مجموع که است ی حالت به مربوط اول ِ ش΋ل آمده. حالت دˇ یِ برا [1] آنال̃ما ِ ش΋ل ادامه در

ͳیعن این است. صفر (48) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ دˇجمله

τ − t1 = −7.6min. (49)

ی حالت به مربوط دوم ِ ش΋ل میشود. شروع بهاری ِ اعتدال ِ ظهر از ع΋سبرداری ِ زمان ͳیعن تقریبˆن

یِ محورها عمودی و ͳافق یِ خطها است. قبل ِ حالت از پیش ساعت چهار ع΋سبرداری ِ زمان که است

Έی فقط تغییر اما شده. جابه�جا شرق به اول ِ ش΋ل به نسبت دوم ِ ش΋ل طبعˆن اند. Y و X ترتیب به

میشود دیده (48) از که چنان و میشود، Xظاهر فقط در ζ میشود دیده (39) از که چنان نیست. انتقال

میشود. ظاهر ζ در ͳجمع ِ ثابت Έی فقط ِ ش΋ل به (τ − t1)



آنال̃ما ١٠

ظهر تقریبˆن :1 ِ ش΋ل

اند. Y و X ترتیب به یِ محورها عمودی و ͳافق ِ سیاه یِ خطها

بهار

تابستان

پاییز

زمستان

ظهر از پیش ساعت چهار :2 ِ ش΋ل

اند. Y و X ترتیب به یِ محورها عمودی و ͳافق ِ سیاه یِ خطها

بهار

تابستان

پاییز

زمستان
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