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ماده که ی حالت در ویژه به میشوند، ͳبررس ماده یِ ͳکشسان یِ مشخص-کننده یِ پارامترها

است. Έکوچ تعادل از انحراف و همسانΎرد

کرنش 1

[r+ψ(r)] یِ نقطه به ماده ِ تغییرِش΋ل با است، r یِ نقطه در تعادل ِ حالت در که توده Έی از ای ذره

در فاصله ین هم و ،(ds) با را تغییرِش΋ل-یافته یِ توده در هم به Έنزدی یِ نقطه دˇ یِ فاصله میرود.

داریم میرود. کار به ͳدِکَرت یِ پایه�ها متن، این ِ کل در میدهیم. نشان (ds)eq با را تعادل در یِ توده

(ds)2 = (dr + dψ) · (dr + dψ),

= dr · dr + 2dr · dψ + dψ · dψ,

= (ds)2eq + (∂iψj + ∂jψi + δk l ∂kψi ∂lψj) dr
i drj ,

= (ds)2eq + 2Σi j dr
i drj , (1)
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میشود. تعریف چنین کرنش) ِ (تانسˇر Σ که

Σi j :=
1

2
(∂iψj + ∂jψi + δk l ∂kψi ∂lψj), (2)

است)، Έکوچ ψ ِ مشتق ِ وقت ͳیعن) ͳجابه�جای ِ مشتق به نسبت Έی یِ مرتبه تا یا

Σi j :=
1

2
(∂iψj + ∂jψi). (3)

م�ͳآید. دست به رابطه این از توده) ِ حجم ِ (تغییر δV بΎیرید. نظر در را ماده Έی از V یِ توده

δV =

∮
∂V

dSi ψ
i,

=

∫
V

dV ∂i ψ
i,

= V
1

D
δi j Σi j , (4)

میدهد نتیجه که
δV

V
=

1

D
δi j Σi j . (5)

میشود. چنین (i یِ راستا در ℓi ِ طول به ی پاره�خط ِ طول ِ (تغییر δℓi همچنین

δℓi = ψ(r + ℓi êi)− ψ(r),

=

∫ x+ℓi

x

dr′i ∂i ψi,

= ℓi Σi i, (6)

میدهد نتیجه که
δℓi
ℓi

= Σi i. (7)

در ضرب انتΎرالده ِ برابر انتΎرال که چنان است، همΎن کرنش یا Έکوچ توده شده فرض مˇرد هردˇ در

است. انتΎرالΎیری یِ بازه

تنش 2

ِ بردارِمساحت با توده این ِ مرز از ای ت΋ه ِ طریق از که ͳی نیرو بΎیرید. نظر در را ماده Έی از V یِ توده

T ِ تانسˇر Έی ͳیعن این است). ͳخط dS به (نسبت است متناسب dS با میشود، وارد توده این به dS
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که هست

dFi = −Ti j dSj , (8)

دیده (8) از میΎوییم. تنش ِ تانسˇر T به میشود. وارد dS ِ طریق از که است نیرو از ی بخش dF که

میشود،

Fi = −
∮
∂V

dSj Ti j . (9)

داریم کرد. حساب را نیرو) یِ ͳحجم یِ ͳالΎچ) f میشود رابطه این با

Fi = −
∫
V

dV ∂jTi j , (10)

میدهد نتیجه که

fi = −∂jTi j . (11)

گشتاور 3

میدهیم. نشان ε با را [2] لوی-چیویتا ِ تانسˇر کرد. حساب را توده) بر وارد ِ (گشتاور T میشود (11) از

داریم

Ti =
∫
V

dV εi j k r
j fk,

= −
∫
V

dV ∂m(εi j k r
j T km) +

∫
V

dV εi j k (∂mr
j)T km,

= −
∮
∂V

dSm εi j k r
j T km +

∫
V

dV εi j k T
k j . (12)

اگر ندارد)، نقش آن در توده ِ (درون است ΀سط یِ رو ِ انتΎرال Έی ِ ش΋ل به گشتاور میشود دیده

انتΎرالده ِ صفربودن با باشد، صفر ای ناحیه هر یِ برا دوم ِ انتΎرال که این باشد. صفر دوم ِ انتΎرال

اگر ندارد، سهم (ͳسطح یِ نیروها ِ اثر (در آن بر وارد ِ گشتاور در توده ِ درون پس است. هم�ارز

εi j k T
k j = 0. (13)

ِ تانسˇر اگر ندارد، سهم (ͳسطح یِ نیروها ِ اثر (در آن بر وارد ِ گشتاور در توده ِ درون ترتیب، این به

باشد: متقارن تنش

T j i = T i j . (14)
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انرژی 4

یِ نیروها ی وقت مییابد. کرنش َش ΀سط در ͳخارج ͳی نیروها ِ طریق از که بΎیرید نظر در را ای توده

صفر آن ِ کرنش ِ ضمن توده یِ ͳجنبش یِ انرژی است، تعادل در تقریبˆن توده که اند چنان ͳخارج

است: ͳخارج یِ نیروها ِ کار ان هم توده) ِ پتانسیل یِ (انرژی U حالت این در میمانَد.

δU =

∮
∂V

dF i
ext δψi, (15)

که است این تعادل ِ شرط است. ͳخارج یِ نیرو Fext که

dFext = dF , (16)

f = 0, (17)

یا

dF i
ext = −T i j dSj , (18)

∂j T
i j = 0. (19)

اینجا، از

δU = −
∮
∂V

dSj T
i j δψi,

= −
∫
V

dV T i j ∂j δψi. (20)

باشد، متقارن تنش اگر میشود دیده

δU = −
∫
V

dV T i j δΣj i. (21)

هوک یِ رابطه 5

یِ همه و t از نابزرگتر یِ زمانها در کرنش ِ تاب΄ r یِ نقطه در t ِ زمان در تنش ،ͳکل ِ حالت در

در تنش ͳیعن) است نقطه�ای تابعیت این باشد Έکوچ کرنش اگر موارد، از ی خیل در اما ست. م΋انها

ͳیعن است. ͳخط و دارد) ͳبسته�گ م΋ان ان هم و زمان ان هم فقط در کرنش به م΋ان Έی و زمان Έی
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که Mهست ِ تانسˇر Έی

T i j = −M i j
k l Σ

k l. (22)

متقارن َش چهارم و سه�وم یِ شاخصها به نسبت M رابطه این در میΎویند. [3] هوک یِ رابطه این به

اگر میشود دیده است.

Mk l
i j =M i j

k l, (23)

آنΎاه

T i j δΣj i =
1

2
δ(T i j Σj i). (24)

صورت، این در

U = −1

2

∫
V

dV T i j Σj i. (25)

می΋نیم تعریف N ِ تانسˇر با متناظر

N i j
(0) :=

1

D
δi j δk lN

k l, (26)

N i j
(1) :=

1

2
(N i j −N j i), (27)

N i j
(2) :=

1

2
(N i j +N j i)− 1

D
δi j δk lN

k l. (28)

D و اند، N ِ بیرˆد ِ متقارن و پادمتقارن، ،Έمتری با متناسب ترتیب به یِ بخشها N(2) و N(1) و N(0)

میشود دیده است. فضا ِ بˇعد

N = N(0) +N(1) +N(2). (29)

D می΋نیم فرض پس این از کرد. تجزیه دیΎر ِ بخش دˇ به میشود را پادمتقارن ِ بخش ،D = 4 در البته

میشود نتیجه ،M یِ برا ی مشابه یِ تجزیه ِ اعمال با است. 4 ِ مخالف

M =M(0,0) +M(0,2) +M(1,0) +M(1,2) +M(2,0) +M(2,2), (30)

چون و Mاند، ِ دوم و اول یِ زُج-شاخصها با متناظر پرانتز ِ درون ِ دوم و اول یِ شاخصها آن در که

است، متقارن دوم ِ زُج-شاخص به Mنسبت

M(a,1) = 0. (31)

ترتیب، این به

T(a) = −M(a,0) Σ(0) −M(a,2) Σ(2). (32)
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همسانΎردی 6

این میچرخد. اندازه ان هم به هم تنش ِ تانسˇر کرنش ِ تانسˇر ِ چرخاندن با باشد، همسانΎرد ماده ی وقت

باشد، دˆوران Έی R اگر ͳیعن

M i j
k lR

k
mRl

n = Ri
pR

j
qM

p q
mn, (33)

بسته ِ ش΋ل به یا

M (R⊗R) = (R⊗R)M. (34)

است: دˆوران ِ کاهش-ناپذیر یِ نمایشها به N یِ تجزیه واق΄ در ،(29) ِ ش΋ل به N ِ تانسˇر یِ تجزیه

یِ تانسˇری ِ حاصل̥�ضرب است. دˆوران یِ برداری ِ نمایش یِ فضا دˇ یِ تانسˇری ِ حاصل̥�ضرب در N

یِ تجزیه با شده. تجزیه بیرˆد ِ متقارن ِ تانسر و پادمتقارن، ِ تانسر اس΋الر، یِ نمایشها به برداری ِ نمایش دˇ

میشود نتیجه (34) از نمایشها، ین هم به (R⊗R)

M(a b) (R⊗R)(b) = (R⊗R)(a)M(a,b). (35)

میشود نتیجه ([5] (مثلَن [4] شور یِ لمها ِ اساس بر اینجا از

M(a,b) = µ(a) δa b 1, (36)

میشود نتیجه (36) از ترتیب این به است. عدد µ(a) و ͳهمان 1 که

T(0) = −µ(0) Σ(0), (37)

T(1) = 0, (38)

T(2) = −µ(2) Σ(2). (39)

از کرنش با تنش یِ رابطه میشود دیده هم (39) و (37) از است. متقارن تنش ͳیعن (38) یِ رابطه

حالت، این در است. اس΋الر ِ پارامتر دˇ فقط ِ طریق

Ti j = −µ(2) Σi j −
1

D
[µ(0) − µ(2)] δi j δ

k l Σk l, (40)

یا

Σi j = − 1

µ(2)
Ti j −

1

D

[
1

µ(0)
− 1

µ(2)

]
δi j δ

k l Tk l. (41)
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(23) یِ رابطه است، همسانΎرد محیط و است درست [3] هوک یِ رابطه ی وقت که است رˇشن

میشود پتانسیل یِ انرژی یِ برا (25) یِ رابطه حالت این در است. درست

U =
1

2D

∫
V

dV µ(0) (δ
i j Σi j)

2 +
1

2

∫
V

dV µ(2) δi l δj k Σ
i j
(2) Σ

k l
(2). (42)

که است این باشد پایدار توده ِ تعادل که این ِ شرط

µ(0) > 0, (43)

µ(2) > 0. (44)

مدولها 7

است. درست آن یِ برا هوک یِ رابطه و است همسانΎرد ماده که است این بر فرض بخش، این ِ کل در

ͳیعن است، همسانΎرد ِ تنش Έی ِ تحت که بΎیرید نظر در را ای توده

Ti j = P δi j . (45)

(41) از است. تعادل) ِ حالت Έی به نسبت توده بر وارد ِ فشار ِ انحراف (یا توده بر وارد ِ فشار P

میشود دیده

Σi j = − P

µ(0)
δi j . (46)

میشود نتیجه (5) از ترتیب، این به
δV

V
= − P

µ(0)
. (47)

میشوند. تعریف چنین (تراکم-پذیری) κ و کپه�ای) ِ (مدول B

δV

V
=: −P

B
, (48)

δV

V
=: −κP. (49)

پس،

B = µ(0), (50)

κ =
1

µ(0)
. (51)
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دارد: ناصفر یِ مئلفه Έی فقط که است تنش Έی ِ تحت که بΎیرید نظر در را ای توده

Ti j = Π δ1i δ
1
j . (52)

ͳخارج یِ نیرو یِ اجزا یِ همه می΋شیم). (یا میفشاریم راستا Έی در را توده ͳیعن ش΋ل این به ی تنش

میشود نتیجه (41) از است. 1 ِ محور بر عمود مساحت ِ تصویر بر نیرو Π و اند، 1 ِ محور یِ راستا در

Σi j = − Π

µ(2)
δ1i δ

1
j −

Π

D

(
1

µ(0)
− 1

µ(2)

)
δi j . (53)

میشود نتیجه (7) از ترتیب، این به

δℓ∥

ℓ∥
= − Π

Dµ(0)
− (D − 1)Π

Dµ(2)
, (54)

.
δℓ⊥
ℓ⊥

= −Π

D

[
1

µ(0)
− 1

µ(2)

]
, (55)

عمود و 1 موازی بالا ِ حالت در .ͳخارج یِ نیرو یِ راستا بر عمود و با موازی ترتیب به ͳیعن ⊥ و ∥ که

میشوند. تعریف چنین ([7] پˇو͈سˇن ِ (نسبت ν و ([6] Ίیان ِ (مدول Y است. 1 بر عمود یِ راستاها

δℓ∥

ℓ∥
=: −Π

Y
, (56)

δℓ⊥
ℓ⊥

ℓ∥

δℓ∥
=: −ν. (57)

پس،

Y = D

[
D − 1

µ(2)
+

1

µ(0)

]−1

, (58)

ν =

[
D − 1

µ(2)
+

1

µ(0)

]−1 [
1

µ(2)
− 1

µ(0)

]
. (59)

میشود معلوم جمله از

µ(2) = (D − 1)

(
D

Y
− 1

B

)−1

,

= B
1− (D − 1) ν

1 + ν
. (60)

همچنین،

ν =
1

D − 1

(
1− Y

B

)
,

Y = [1− (D − 1) ν]B. (61)
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میشود نتیجه (44) و (43) یِ پایداری یِ شرطها از ترتیب، این به

0 <
Y

B
< D, (62)

−1 < ν <
1

D − 1
. (63)

همسانΎرد تنش ی وقت است، حجم یِ ͳنسب ِ تغییر به فشار ِ تغییر یِ ͳمنف ِ نسبت کپه�ای ِ مدول

مساحت، بر کشش یِ نیرو ِ نسبت [6] Ίیان ِ مدول است. کپه�ای ِ مدول ِ ع΋س تراکم-پذیری باشد.

ِ نسبت شود. اعمال راستا Έی فقط در نیرو ی وقت است، نیرو یِ راستا در طول یِ ͳنسب ِ تغییر به

یِ راستا در طول یِ ͳنسب ِ تغییر به نیرو، بر عمود یِ راستا در طول یِ ͳنسب ِ تغییر یِ ͳمنف [7] پˇو͈سˇن

شود. اعمال راستا Έی فقط در نیرو ی وقت است، نیرو

در ͳیعن این است. همسانΎرد تنش ساکن، یِ شاره Έی در که است آن در جامد با شاره ِ اختلاف

ساکن یِ شاره

µ(2) = 0, (64)

است: صفر [6] Ίیان ِ مدول ساکن یِ شاره در یا

Y = 0. (65)
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