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فضا در نشسته یِ رویه�ها ِ Έدینامی و هندسه
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ِ Έدینامی و نشسته، بیشتر بˇعد Έی با ͳی فضا در که ای رویه یِ برا مساحت و ͳعارض ِ خمش

میشود. ͳبررس َش میانΎین یِ ͳعارض ِ خمش ِ خاطر به ای رویه چنین

نشاندن 1

میΎیریم. نظر در را N در مقدار و M یِ دامنه با f ِ Έبه�ی΋ی و هموار ِ نΎاشت و ،N و M یِ خمینه�ها

ِشان مختصات با مˇضعˆن را x ∈ M ِ نقاط از Έی هر میΎوییم. f با N در M یِ نشانده f(M) به

یِ رابطه ترتیب این به می΋نیم. مشخص

r = f(x) (1)

مˇضعˆن را

r = f(x1, . . . , xm) (2)

ی Έی N ِ بˇعد اگر است، N در نشسته یِ رویه Έی f(M) میΎوییم است. M ِ بˇعد m که مینویسیم،

یِ مختصه Έی و M ِ مختصات با را N ِ نقاط میشود مˇضعˆن صورت این در باشد. M ِ بˇعد از بیشتر
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کرد: پارامتری ͳاضاف

r = F (x0, x1, . . . , xm). (3)

که میΎیریم چنان را (x0) ͳاضاف ِ پارامتر و است هموار F

F (0, x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm). (4)

این ِ پارامتر می΋ند. مشخص را N در رویه�ها از یΈ-پارامتری یِ خانواده Έی ضمنَن (3) یِ رابطه

است. x0 خانواده

می΋نیم قرارداد و است)، M ِ بˇعد از بیشتر ی Έی (که میΎیریم (m+ 1) را N ِ بˇعد پس این از

میΎیرند. را m تا 0 یِ مقدارها ͳیونان یِ شاخصها و ،m تا 1 یِ مقدارها لاتین یِ شاخصها

می΋نیم تعریف

eα :=
∂r

∂xα
. (5)

گذرنده یِ رویه بر ها ei نقطه هر در علاوه به است. N بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی e میشود دیده

اند. مماس نقطه آن از

g با را Έمتری این است. ͳاقلیدس که میΎیریم، (ͳدرون ِ (حاصل̥�ضرب Έمتری Έی به مجهز را N

میدهیم: نشان

u · v := g(u, v). (6)

جمله، از

eα · eβ = g(eα, eβ),

=: gαβ . (7)

می΋نیم تعریف

gβ γ g
αγ := δαβ . (8)

می΋نیم تعریف است. متقارن هم بالا یِ شاخصها با g که است رˇشن

eα := gβ α eβ . (9)

میشود دیده

eα · eβ = δαβ . (10)



٣ � X1-086 (2012/08/30) ͳخرم محمد

فرض میدهیم. نشان ε با را N ِ Έسازگاربامتری و مثبت ِ تانسرِحجم میΎیریم. هم سمتدار را N

یِ رویه بر که می΋نیم تعریف چنان را n ِ هموار یِ برداری ِ میدان اند. سمتپذیر هم رویه�ها می΋نیم

ͳیعن اینها باشد. راستΎرد (n, e1, . . . , em) ِ کن; و باشد، ی΋ه باشد، عمود نقطه آن از گذرنده

n · ei = 0, (11)

n · n = 1, (12)

ε(n, e1, . . . , em) > 0. (13)

Έی بر مماس یِ بردارها um تا u1 اگر میشود: القا رویه هر بر مساحت ِ تانسر Έی ε از ترتیب این به

حاصل ِ متوازی�السطوح یِ) بˇعدی m یِ جبری ِ (حجم یِ جبری ِ مساحت باشند، نقطه Έی در رویه

می΋نیم تعریف است. ε(n, u1, . . . , um) آنها از

ζ := ε(n, e1, . . . , em). (14)

میدهد. را رویه آن بر حجم رویه هر بر ζ ِ انتΎرال

با را هموردا ِ مشتق دارد. (Έمتری با سازگار و پیچش، ِ (بدون [1] ل̃وی-چیویتا ِ هموستار Έی N

میشود را باره این در ی مطالب میدهیم. نشان ∂ با را هموردا ِ مشتق می΋نیم. تعریف (Γ) هموستار این

یافت. [2] مثلَن در

ͳعارض ِ خمش 2

Έی نقطه Έی هر در ترتیب، این به است. عمود َش خُد بر یˆش هموردا ِ مشتق است، ی΋ه n چون

رویه بر u اگر که چنان هست، فضا ان هم به نقطه آن در رویه بر مماس یِ فضا از (K) ͳخط ِ عملΎر

باشد مماس

∂un = K u, (15)

پایه، ِ حسب بر یا

∂in = Kj
i ej . (16)
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اینجا، از است. عمود ها ei بر n

ej · (∂in) = −(∂iej) · n,

= −Γα
i j eα · n, (17)

میدهد نشان که

ej · (Kk
i ek) = ei · (Kk

j ek). (18)

ِ تعریف با

Ki j := gi k K
k
j , (19)

میشود (18) یِ رابطه

Kj i = Ki j . (20)

ِ خمش (K ِ (رد tr(K) به میΎوییم. رویه یِ ͳعارض ِ خمش K به است. متقارن K میΎوییم

رویه دسته Έی K یِ) محاسبه (و ِ تعریف یِ برا که کنید توجه میΎوییم. رویه ِ میانΎین یِ ͳعارض

است. ͳکاف رویه Έی نیست. لازم

مختصات ِ انتخاب 3

ِ مختصات کار این یِ برا باشد. عمود رویه�ها بر e0 که گرفت چنان مˇضعˆن میشود را xα ِ مختصات

لزومˆن e′0 ͳول است، ثابت x′0 رویه�ها از Έی هر بر که میΎیریم، نظر در را (x′0, . . . , x′m) ِ پریمدار

که میΎیریم، دیΎر یِ مختصه دسته Έی را (x0, . . . , xm) نیست. عمود رویه�ها بر

x0 = x′0. (21)

داریم .

e0 =

(
∂x′α

∂x0

)
x

e′α,

= e′0 +

(
∂x′i

∂x0

)
x

e′i. (22)
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که باشد، متناسب n با e0 میخاهیم

n = nα′
e′α. (23)

ͳیعن این

(
∂x′i

∂x0

)
x

=
ni′

n0′
. (24)

مثلَن یِ اولیه ِ شرط با دستΎاه، این

xi′(x0 = 0) = xi, (25)

ͳبسته�گ این مˇضعˆن میشود و میدهد، را پریم ِ بدون ِ مختصات به پریمدار ِ مختصات یِ ͳبسته�گ مˇضعˆن

هر بر x0 (که اند شده انتخاب چنین پریم ِ بدون ِ مختصات می΋نیم فرض پس این از کرد. وارون را

که هست Υ ِ اس΋الر ِ نΎاشت Έی ترتیب، این به است). عمود رویه هر بر e0 و است، ثابت رویه

e0 = Υn. (26)

همچنین،

g0 i = 0. (27)

میشود دیده

g0 0 = (g0 0)
−1,

= (Υ)−2 (28)

g0 i = 0, (29)

gj k g
i k = δij . (30)
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مساحت ِ Έدینامی 4

داریم

∂αζ = ∂α[ε(n, e1, . . . , em)],

= (∂αε)(n, e1, · · · , em) + ε(∂αn, e1, . . . , em)

+

m∑
i=1

ε(n, e1, · · · , ei−1, ∂αei, ei+1, . . . , em). (31)

است: صفر حجم ِ تانسر ِ مشتق است، Έمتری با سازگار حجم ِ تانسر و [1] ل̃وی-چیویتا هموستار چون

∂ε = 0. (32)

است: عمود n بر n ِ مشتق است، ثابت n ِ طول و است، سازگار Έمتری با هموستار چون

n · (∂αn) = 0. (33)

که هست K̃ ِ تانسر Έی ترتیب این به

∂αn = K̃i
α ei. (34)

میشود نتیجه حجم، ِ تانسر ِ پادتقارن و این، از

ε(∂αn, e1, . . . , em) = K̃i
α ε(ei, e1, . . . , em),

= 0. (35)

همچنین،

LH = ε(n, e1, . . . , ei−1, ∂αei, ei+1, . . . , em),

= Γβ
α i ε(n, e1, . . . , ei−1, eβ , ei+1, . . . , em). (36)

یِ جمله جز راست ِ طرف یِ جمله�ها یِ همه میشود معلوم n با e0 ِ تناسب و حجم ِ تانسر ِ پادتقارن از

ترتیب، این به اند. صفر β = i
m∑
i=1

ε(n, e1, . . . , ei−1, ∂αei, ei+1, . . . , em) = Γi
α i ε(n, e1, . . . , em). (37)
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اینجا، از

∂αζ = Γi
α i ζ. (38)

داریم

Γ0
i 0 e0 + Γj

i 0 ej = ∂ie0,

= ∂i(Υn),

= (∂iΥ)n+Υ ∂in,

=
1

Υ
(∂iΥ) e0 +ΥKj

i ej . (39)

پس،

Γj
i 0 = ΥKj

i. (40)

میشود نتیجه است، بدونِ�پیجش هموستار که این و این، از

Γj
0 i = ΥKj

i. (41)

ترتیب، این به

∂0ζ = Υ [tr(K)] ζ. (42)

ͳعارض ِ خمش� ِ Έدینامی 5

میشود دیده (30) و (19) و (16) از

Kj
i = ej · (∂in). (43)

ترتیب، این به

∂0K
j
i = (∂0e

j) · (∂in) + ej · (∂0∂in),

= (∂0e
j) · (∂in) + ej · (∂i∂0n) +Rj

α 0 i n
α, (44)
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داریم است. [3] ریمان ِ تانسر R که

∂0e
j = −Γj

0α eα,

= −ΥKj
k e

k − Γj
0 0 e

0, (45)

میدهد نتیجه که

(∂0e
j) · (∂in) = −ΥKj

k K
k
i. (46)

همچنین،

ek · (∂0n) = −(∂0ek) · n,

= −ΥΓ0
0 k,

= −Υ

[
1

2
g0 0 (∂kg0 0)

]
,

= −∂kΥ, (47)

میدهد نتیجه (34) از استفاده با که

∂0n = −gk l (∂kΥ) el. (48)

اینجا، از

ej · (∂i∂0n) = −ej · {∂i[gk l (∂kΥ) el]},

= −∂i(g
k j ∂kΥ)− Γj

i l g
k l ∂kΥ. (49)

سرانجام،

Rj
α 0 i n

α = ΥRj
α β i n

α nβ . (50)

ترتیب، این به

∂0K
j
i = −ΥKj

k K
k
i − ∂i(g

k j ∂kΥ)− Γj
i l g

k l ∂kΥ+ΥRj
α β i n

α nβ . (51)

میشود نتیجه است، بدونِ�پیچش هموستار که این از استفاده با و (38) از

Γi
i l = (ζ)−1 ∂lζ. (52)
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میشود نتیجه (51) و این از

∂0K
i
i = −ΥKi

k K
k
i − (ζ)−1 ∂i(ζ g

k i ∂kΥ) + ΥRi
α β i n

α nβ , (53)

یِ مئلفه�ها که این و است، پادمتقارن َش چهارم و سه�وم یِ شاخصها به نسبت R که این از استفاده با که

میشود است، صفر n ِ ناصفر

∂0[tr(K)] = −Υtr(KK)− (ζ)−1 ∂i(ζ g
k i ∂kΥ) + ΥRγ

αβ γ n
α nβ . (54)

ندارد. ͳبسته�گ باشد) موازی e0 با n که (این مختصات ِ انتخاب به دیΎر عبارت این

اند میانΎین ِ خمش ِ تاب΄ که رویه از ͳمˇضع یِ نΎاشتها 6

ͳمˇضع H میΎوییم میدهد. نسبت را H(S) ِ مقدار S یِ رویه به که بΎیرید، نظر در را H ِ نΎاشت

H که باشد r در آن ِ مشتقات از ی باپایان ِ تعداد و رویه از H ِ نΎاشت Έی اگر است، (فزونو̵ر)

باشد: رویه بر H ِ انتΎرال

H(S) =
∫
S
dS H(r), (55)

(55) می΋نیم. مشخص (1) ِ مثل f ِ نΎاشت با را رویه است. رویه یِ برا مساحت ِ عنصر dS که

میشود

H(S) =
∫
M
dmx ζ(x)H[f(x)]. (56)

r در میانΎین ِ خمش از ی تاب΄ H(r) اگر است، میانΎین ِ خمش فقط ِ تاب΄ و ͳمˇضع H میΎوییم

که باشد h ِ تاب΄ Έی اگر ͳیعن باشد.

H(r) = h{[tr(K)](r)}. (57)

مشخص f̃ و f ترتیب، به یِ، نΎاشتها با که بΎیرید نظر در را (S̃ و S) هم به Έنزدی یِ رویه دˇ

که چنان میشوند،

f̃α − fα = δfα. (58)

می΋نیم تعریف

δH =:

∫
M
dmx ζ(x)

δH

δfα(x)
δfα(x) + o(δf). (59)
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عمود یِ جابه�جاییها یِ برا نمیدهد. تغییر را رویه ِ ش΋ل رویه، بر مماس یِ راستاها در رویه یِ ͳجابه�جای

رویه، بر

δfα = Υnα x0, (60)

و است برقرار (4) که

F (x0, x1, . . . , xm) = f̃(x1, . . . , xm). (61)

میشود نتیجه اینجا ∫از
M
dmx ζ

δH

δfα
nα Υ =

d{H[S(x0)]}
dx0

∣∣∣
x0=0

. (62)

و (42) از استفاده با است. برقرار (57) که چنان میΎیریم، میانΎین ِ خمش فقط ِ تاب΄ و ͳمˇضع H

میشود دیده ،(54)

d{H[S(x0)]}
dx0

∣∣∣
x0=0

=

∫
M
dmx ζ

(
Υ [tr(K)] {h[tr(K)]}

− {h′[tr(K)]} [Υ tr(KK) + (ζ)−1 ∂i(ζ g
k i ∂kΥ)

−ΥRγ
αβ γ n

α nβ ]
)
,

=

∫
M
dmx ζ Υ

[
[tr(K)] {h[tr(K)]}

− [tr(KK)] {h′[tr(K)]} − (ζ)−1 ∂k

(
ζ gk i ∂i{h′[tr(K)]}

)
−ΥRγ

αβ γ n
α nβ {h′[tr(K)]}

]
, (63)

با (△) ͳلَپلَس ِ تعریف با رفته. کار به جزئ-به-جزئ یِ انتΎرالΎیری سه�وم یِ جمله ِ تبدیل در که

△X := (ζ)−1 ∂k(ζ g
k i ∂iX), (64)

میشود نتیجه (63) و (62) از

δH

δfα
nα = [tr(K)] {h[tr(K)]} − [tr(KK)] {h′[tr(K)]} −∆{h′[tr(K)]}

−ΥRγ
αβ γ n

α nβ {h′[tr(K)]}. (65)

باشد، تخت فضا اگر جمله از
δH

δfα
nα = [tr(K)] {h[tr(K)]} − [tr(KK)] {h′[tr(K)]} −∆{h′[tr(K)]}. (66)
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رویه ِ Έدینامی 7

این به َش Έدینامی و میشود، مشخص (1) ِ مثل f ِ نΎاشت با که بΎیرید، نظر در را N در رویه Έی

میشود. داده رویه از H ِ نΎاشت Έی با ش΋ل

n · ∂f
∂t

= − δH

δfα
nα. (67)

باشد، برقرار (57) که چنان باشد، میانΎین ِ خمش فقط ّ تاب΄ و ͳمˇضع H اگر جمله از

n · ∂f
∂t

= −[tr(K)] {h[tr(K)]}+ [tr(KK)] {h′[tr(K)]}+∆{h′[tr(K)]}. (68)

پانوشتها 8
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