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است، آزاد َش دیΎر ِ سر و است، ثابت زمین یِ رو َش سر Έی که میشود ͳبررس ی کابل ِ تعادل

میΎردد. زمین با همراه کابل که چنان

زمین به نسبت ساکن ِ اجسام ِ Έاستاتی 1

یِ ͳنزدی در چون بماند، ساکن زمین به نسبت نمیتواند کند، سقوط آزادانه زمین یِ ͳنزدی در که ی جسم

ی خاص یِ فاصله در است. زمین ِ چرخش از ͳناش ِ مرکزگریز یِ نیرو از بزرگتر ͳگرانش یِ نیرو زمین

ِ مدار ِ شعاع ان هم (Rgs) فاصله این میشود. برابر مرکزگریز یِ نیرو با گرانش یِ نیرو زمین، ِ مرکز از

است: زمین-ثابت یِ ماهواره�ها

g(Rgs) = Rgs ω
2, (1)

ِ بسامد ω و زمین، ِ مرکز از r یِ فاصله در زمین از حاصل یِ ͳگرانش ِ شتاب یِ اندازه g(r) که

داریم است. زمین ِ چرخش یِ زاویه�ای

g(r) =
g0R

2

r2
, (2)
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ترتیب، این به است. زمین ِ سط در زمین از حاصل یِ ͳگرانش ِ شتاب g0 و زمین ِ شعاع R که

ω2 =
g0R

2

R3
gs

. (3)

سقوط آزادانه میتواند یΈجسم که است زمین ِ مرکز از Rgs یِ فاصله در و استوا یِ صفحه در فقط

ͳناش ِ گرانش یِ نیرو فقط میند سقوط آزادانه که ی جسم بماند. ثابت زمین به نسبت ضمنَن و کند

زمین ِ همراه که ی چارچوب در است. لخت یِ چارچوبها در فقط این البته میند. حس را زمین از

حس هم را (ͳکُریُِل یِ نیرو نباشد ساکن چارچوب آن به نسبت اگر (و مرکزگریز یِ نیرو جسم میچرخد،

میند.

یِ ͳجغرافیای ِ عرض در و زمین ِ مرکز از r یِ فاصله در که بΎیرید نظر در را m ِ جرم به ی جسم

تا فاصله ،r̂ با را زمین) ِ مرکز به (نسبت ͳشعاع یِ یه ِ بردار است. ساکن زمین به نسبت و است، α

را زمین) ِ چرخش ِ محور به (نسبت استوانه�ای ِ شعاع یِ یه ِ بردار و ،ρ با را زمین ِ چرخش ِ محور

که است رˇشن میدهیم. نشان ρ̂ با

ρ = r cosα. (4)

لازم هم F یِ نیرو Έی مرکزگریز، یِ نیرو و زمین ِ گرانش بر علاوه بماند، جا ان هم جسم که این یِ برا

که چنان است،

F = m [g(r) r̂ − ω2 ρ ρ̂],

=
mg0R

2

R2
gs

[(
Rgs

r

)2

r̂ −
(

ρ

Rgs

)
ρ̂

]
. (5)

با را ϕ ِ مئثر ِ پتانسیل

(∇ϕ)(r) := g(r) r̂ − ω2 ρ ρ̂,

=
g0R

2

R2
gs

[(
Rgs

r

)2

r̂ −
(

ρ

Rgs

)
ρ̂

]
(6)

ترتیب، این به است. X ِ گرادیان ∇X و زمین)، ِ مرکز به (نسبت مان ِ بردار r که مینیم، تعریف

میشود (5) ِ ِ-تعادل شرط-

F = m∇ϕ. (7)
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میشود نتیجه انتΎرالΎیری ِ ثابت ِ مناسب ِ انتخاب با

ϕ(r) = −g0R
2

r
− ω2 ρ2

2
,

= −g0R
2

Rgs

[(
Rgs

r

)
+

1

2

(
ρ

Rgs

)2
]
. (8)

بالا به آویخته ِ کابل 2

ِ پارامتر است. آویزان بالا به زمین از که بΎیرید نظر در را λ یِ ͳطول ِ چΎالͳ-یِ-جرم به ی کابل

ِ طول ͳیعن این میΎیریم. s = 0 را زمین با کابل ِ اتصال یِ نقطه و میدهیم نشان s با را ِ-قُس طول-

ِ کشش است. s است، زمین به اتصال یِ نقطه و s ِ پارامتر با ای نقطه ِ بین که ِ کابل از ی بخش

و s یِ پارامترها ِ بین که کابل از ی بخش یِ برا تعادل ِ شرط ِ نوشتن از میدهیم. نشان T با را کابل

میشود نتیجه است (s+ ds)

d(T τ̂ )

ds
= λ∇ϕ, (9)

τ̂ چون است. زمین به کابل ِ اتصال یِ نقطه از دورشدن ِ جهت در کابل بر مماس یِ یه ِ بردار τ̂ که

است، یه
dτ̂

ds
· τ̂ = 0. (10)

میشود نتیجه اینجا از
d(T τ̂ )

ds
· τ̂ =

dT

ds
. (11)

ترتیب، این به

dT

ds
= λ (∇ϕ) · τ̂ , (12)

T
dτ̂

ds
= λ [∇ϕ− τ̂ (τ̂ ·∇ϕ)]. (13)

یِ نقطه و است، صفر کابل ِ آزاد ِ سر در کشش که داریم را مرزی یِ شرطها این معادلات، این با همراه

ِ پارامتر با کابل از ای نقطه یِ (جا r(s) معادلات این یِ مجهولها است. ثابت زمین با کابل ِ اتصال

اند. T (s) و (s
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ͳیعن است، صفر کشش کابل ِ آزاد ِ سر در که این میدهیم. نشان ℓ با را کابل ِ طول

T (ℓ) = 0. (14)

میشود نتیجه (12) از انتΎرالΎیری با ترتیب، این به

T (s) =

∫ s

ℓ

ds′ λ(s′) {(∇ϕ)[r(s′)]} · [τ̂ (s′)],

=

∫ s

ℓ

ds′ λ(s′) [D(ϕ ◦ r)](s′), (15)

ینواخت ِ کابل Έی یِ برا است. X ِ مشتق DX که

T (s) = λ{ϕ[r(s)]− ϕ[r(ℓ)]}. (16)

است: ͳنامنف ای نقطه هر در کابل ِ ∫کشش ℓ

s

ds′ λ(s′) [D(ϕ ◦ r)](s′) ≤ 0, (17)

ینواخت، ِ کابل یِ برا و

ϕ[r(s)] ≥ ϕ[r(ℓ)]. (18)

جمله، ∫از ℓ

0

ds λ(s) [D(ϕ ◦ r)](s) ≤ 0, (19)

ینواخت، ِ کابل یِ برا و

ϕ[r(0)] ≥ ϕ[r(ℓ)], (20)

میشود ]که
Rgs

r(ℓ)

]
+

1

2

[
ρ(ℓ)

Rgs

]2
≥

(
Rgs

R

)
+

1

2

(
R cosα0

Rgs

)2

, (21)

است. زمین با کابل ِ اتصال یِ نقطه یِ ͳجغرافیای ِ عرض α0 که
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البته که است، r̂ ان هم τ̂ (s) است، صفر یِ ͳجغرافیای ِ عرض با ی شعاع یِ راستا در کابل ی وقت

همچنین، ست. استوا یِ صفحه در و ثابت

r(s) = r̂ r(s),

r(s) = R+ s,

(∇ϕ)[r(s)] = [τ̂ (s)] {[r̂(s)] · (∇ϕ)[r(s)]}. (22)

ِ تعریف با همچنین، میشود. اتحاد (13) ترتیب این به

ψ(r) := ϕ(r, α = 0), (23)

میشود دیده

ϕ[r(s)] = −g0R
2

Rgs

{[
Rgs

r(s)

]
+

1

2

[
r(s)

Rgs

]2}
,

= ψ(R+ s), (24)

{(∇ϕ)[r(s)]} · [τ̂ (s)] = g0R
2

R2
gs

{[
Rgs

r(s)

]2
−
[
r(s)

Rgs

]}
,

= (Dψ)(R+ s). (25)

Rgs از بزرگتر r(s) در و مثبت، Rgs از کوچتر r(s) در (12) ِ راست ِ طرف میشود دیده (25) از

میدهند. رخ کابل ِ دˇسر در هم T یِ کمینه�ها میدهد. رخ r(s) = Rgs در T یِ بیشینه پس است. ͳمنف

نشود ͳمنف جا Ϳهی کشش که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط پس است. صفر کشش کابل ِ آزاد ِ سر در

که است این

T (0) ≥ 0. (26)

زمین ِ مرکز به نسبت کابل، ِ آزاد ِ سر میشود معلوم میدهد رخ r(s) = Rgs در T یِ بیشینه که این از

یِ نقطه احتمالَن (جز ͳی جا کابل ِ کشش که این یِ برا واق΄ در است. زمین-ثابت یِ ماهواره�ها از دورتر

که باشد، ℓmin ِ-کم دست- کابل ِ طول باید شود صفر زمین) با کابل ِ اتصال

R+ ℓmin ≥ Rgs. (27)
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با است هم�ارز (26)∫ ℓ

0

ds λ(s) (Dψ)(R+ s) ≤ 0, (28)

ینواخت، ِ کابل یِ برا و

ψ(R) ≥ ψ(R+ ℓ). (29)

ͳیعن این

Rgs

R+ ℓ
+

1

2

(
R+ ℓ

Rgs

)2

≥ Rgs

R
+

1

2

(
R

Rgs

)2

, (30)

یا،
(R+ ℓ) (2R+ ℓ)R

R3
gs

≥ 2, (31)

با است هم�ارز که

ℓ ≥ ℓmim, (32)

که
ℓmim

R
= −3

2
+

1

2

√
1 + 8

(
Rgs

R

)3

. (33)

که این از

Rgs ≥ R, (34)

توجه است ͳکاف اثبات، یِ برا میشود. نتیجه ینواخت ِ کابل ِ خاص ِ حالت یِ برا (27) یِ رابطه

کنیم

(u ≥ 1) ⇒ 1 + 8u3 ≥ (1 + 2u)2. (35)

داریم کابل) ِ کشش یِ (بیشینه Tmax یِ برا

Tmax =

∫ Rgs−R

ℓ

ds λ(s) (Dψ)(R+ s),

= T (0) +

∫ Rgs−R

0

ds λ(s) (Dψ)(R+ s),

= T (0) +

∫ Rgs

R

ds λ(r −R) (Dψ)(r),

≥
∫ Rgs−R

0

ds λ(s) (Dψ)(R+ s). (36)
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ینواخت، ِ کابل Έی یِ برا جمله از

Tmax = T0 +

[(
R

Rgs

)
− 1

2

(
R

Rgs

)2

− 1

2

(
R

Rgs

)3
]
(M g0), (37)

که

M = (Rgs −R)λ. (38)

است. زمین-ثابت ِ مدار و زمین ِ بین که است زمین) ِ سط (در کابل از ی بخش ِ وزن (M g0)

نشان T با را ͳطول ِ تنش است. کابل ِ مقط΄ ِ مساحت بر تقسیم کابل ِ کشش کابل یِ ͳطول ِ تنش

میشود دیده میدهیم.

Tmax ≥ Tm, (39)

که

Tm =

[(
R

Rgs

)
− 1

2

(
R

Rgs

)2

− 1

2

(
R

Rgs

)3
]
(Rgs −R) ϱ g0, (40)

است. کابل یِ ͳالΎچ ϱ که

عددی یِ مقدارها 4

g0 = 9.8m s−1,

R = 6.4× 106 m,

ω = 7.3× 10−5 s−1,

Rgs = 4.2× 107 m. (41)

میدهد نتیجه که

ℓmin = 1.4× 108 m, (42)

Tm = 4.4× 1010 Pa
ϱ

103 kgm−3
. (43)
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ِ-تحمل) قابل- یِ ͳبرش ِ (تنش Bt ِ مقدار باید کند، تحمل را ی تنش چنین بتواند کابل که این یِ برا

ِ شرط پس میدهیم. نشان Bt با را [103 kgm−3Bt ϱ
−1] ِ مقدار باشد. بیشتر Tm از کابل یِ برا

است این آویخت، بالا به استوا از را ی ینواخت ِ کابل بشود که این یِ برا لازم

Bt ≥ 4.4× 1010 Pa. (44)

ِ-بالا دست- ویژه یِ فولادها یِ برا و است کمتر 107 Pa از فولاد یِ ͳمعمول ِ انواع یِ برا ،Bt ِ مقدار

و گراف̃ن یِ برا است. 109 Pa یِ مرتبه از عنبوت ِ تار یِ برا مقدار این میشود. Έنزدی 108 Pa به

.[1] میرسد هم 1011 Pa تا Bt ،ͳکربن یِ نانُلوله�ها

پانوشتها 5

[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Tensile_strength


