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ͳنانسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها ِ جبر آن از استفاده با و ،ͳبررس ͳنسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها ِ جبر

میشود. ساخته

ͳنسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها 1

ِ فضازمان در نمیدهند. تغییر را فضازمان ِ Έمتری که اند ͳی نΎاشتها ͳنسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها

،[1] ͳ΋ُفس΋مین

ds2 = −c2 dt2 + δi j dx
i dxj ,

=: ηµ ν dr
µ drν . (1)

لاتین یِ شاخصها است. (ͳفضازمان ِ ) طول s و م΋ان، ِ ُم i یِ) ͳدِکَرت) یِ مختصه ri زمان، t

است: زمان r0 میپذیرند. را n تا 0 یِ مقدارها ͳیونان یِ شاخصها و فضا)، ِ (بعد n تا 1 یِ مقدارها

r0 := t. (2)
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میΎویند. [1] ͳ΋ُفس΋مین ِ Έمتری η ِ متقارن ِ تانسر به

ِ نΎاشت

r′ = f(r) (3)

ِ تقارن Έی f میΎوییم اند. هموار َش وارون و َش خُد و است وارونپذیر f که بΎیرید، نظر در را

اگر است فضازمان

ds′2 = ds2, (4)

ͳیعن

ηµ ν dr
′µ dr′ν = ηα,β dr

α drβ , (5)

با است هم�ارز که

ηµ ν
∂r′µ

∂rα
∂r′ν

∂rβ
= ηα,β . (6)

میشود نتیجه است، ثابت η که این از استفاده با میΎیریم. مشتق rγ به نسبت معادله این از

ηµ ν

(
∂2r′µ

∂rγ ∂rα
∂r′ν

∂rβ
+

∂r′µ

∂rα
∂2r′ν

∂rγ ∂rβ

)
= 0. (7)

میشود نتیجه است، متقارن η که این از استفاده با

ηµ ν

(
∂2r′µ

∂rγ ∂rα
∂r′ν

∂rβ
+

∂2r′µ

∂rγ ∂rβ
∂r′ν

∂rα

)
= 0. (8)

دست به دیΎر یِ معادله دˇ می΋نیم. تبدیل (γ, α, β) به بعد و (β, γ, α) به را (α, β, γ) معادله این در

م�ͳآید:

ηµ ν

(
∂2r′µ

∂rα ∂rβ
∂r′ν

∂rγ
+

∂2r′µ

∂rα ∂rγ
∂r′ν

∂rβ

)
= 0,

ηµ ν

(
∂2r′µ

∂rβ ∂rγ
∂r′ν

∂rα
+

∂2r′µ

∂rβ ∂rα
∂r′ν

∂rγ

)
= 0. (9)

یِ شاخصها به نسبت r′ ِ دوم ِ مشتق که این از استفاده با می΋نیم. کم معادله دˇ این ِ مجموع از را (8)

میشود نتیجه است، متقارن مشتقΎیری

ηµ ν
∂2r′µ

∂rα ∂rβ
∂r′ν

∂rγ
= 0. (10)

میشود نتیجه است وارونپذیر f ِ مشتق که این از

ηµ ν
∂2r′µ

∂rα ∂rβ
= 0. (11)
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میشود نتیجه است وارونپذیر η که این از
∂2r′µ

∂rα ∂rβ
= 0. (12)

که هستند (a) ثابت ِ بردار Έی و (Λ) ثابت ِ ماتریس Έی ͳیعن است. ͳخط دستِ�بالا f ͳیعن این

f(r) = Λ r + a. (13)

ِ مشتق که است، برقرار (7) می΋ند تضمین (13) اند. برقرار (6) یا (4) نمی΋ند تضمین (13) البته

میشود نتیجه میΎذاریم. (6) در را (13) است. (6)

ηµ ν Λ
µ
α Λν

β = ηα,β , (14)

یا

Λt Λ = 1, (15)

میشود: تعریف η با (X یِ (ترانهاده Xt که

ηασ (X
t)σν := ηµ ν X

µ
α. (16)

است. متعامد Λ ͳیعن این میΎویند. متعامد ِ ماتریس Έی است، اَش ترانهاده ِ وارون که ی ماتریس به

دلبخاه a ِ ثابت ِ بردار آن در که است، (13) ِ ش΋ل به (6) آن با هم�ارز یا (4) ِ جواب ترتیب این به

برم�ͳآورˆد. را (15) آن با هم�ارز یا (14) یِ رابطه ͳیعن است، متعامد Λ ِ ثابت ِ ماتریس اما است،

میΎیریم: 1 ِ Έنزدی را Λ کار این یِ برا کنیم. ͳبررس را فضازمان یِ تقارنها ِ جبر

Λ = 1+Θ+ o(Θ), (17)

میشود (15) است. Έکوچ ِ ماتریس Έی Θ که

Θt +Θ = 0. (18)

است. پادمتقارن Θ میΎویند. پادمتقارن ِ ماتریس Έی است، اَش ترانهاده یِ قرینه که ی ماتریس به

میشود (18) ِ مفصل

ηµβ Θ
µ
α + ηασ Θ

σ
β = 0, (19)

یا

Θβ α +Θαβ = 0, (20)
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میروند: پایینˇ�بالا η با شاخصها که

X · · ·α · · · = ηαβ X · · ·β · · · , (21)

X · · ·α · · · = ηβ α X · · ·β · · · . (22)

جمله، از

ηβ α = (η−1)αβ . (23)

یافت. [2] مثلَن در میشود را اینها

داریم

Θαβ = Θµ ν ηαµ ηβ ν ,

=
1

2
Θµ ν (ηαµ ηβ ν − ηαν ηβ µ), (24)

ِ تعریف با رفته. کار به Θ ِ پادتقارن آخر یِ برابری در که

(Mµ ν)αβ := ηµβ ην α − ηαµ ηβ ν , (25)

میشود دیده

Θ =
1

2
Θµ ν Mν µ. (26)

ِ مثل را f(Λ, a) ِ نΎاشت ،a ِ ثابت ِ بردار و م�ͳآورˆد، بر را (15) که Λ ِ ثابت ِ ماتریس با متناظر

می΋نیم: تعریف (13)

[f(Λ, a)](r) := Λ r + a. (27)

میشود دیده

{[f(Λ, 0)] ◦ [f(Λ′, 0)]− [f(Λ′, 0)] ◦ [f(Λ, 0)]}(r) = [Λ,Λ′] r,

{[f(Λ, 0)] ◦ [f(1, a)]− [f(1, a)] ◦ [f(Λ, 0)]}(r) = (Λ− 1) a,

{[f(1, a)] ◦ [f(1, a′)]− [f(1, a)] ◦ [f(1, a′)]}(r) = 0. (28)

که است رˇشن

[f(Λ, a)](r) = r +
1

2
Θµ ν Mν µ r + a+ o(Θ, a), (29)
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ِ تبدیل ِ (مولد Jµ ν و ،(µ ِ جهت در انتقال ِ (مولد Pµ است. (17) ِ مثل Θ با Λ یِ رابطه که

با را (ν و µ یِ جهتها ِ شامل یِ صفحه در [3] لُرِنتس

[f(Λ, a)](r) =: r +
1

2
Θµ ν Jν µ(r) + aµ Pµ(r) + o(Θ, a) (30)

میشود نتیجه (28) و (25) از استفاده با می΋نیم. تعریف

[Jµ ν , Jρ σ] = (Mµ ν)
α
ρ Jασ + (Mµ ν)

α
σ Jρ,α,

= ηµ ρ Jν σ − ην ρ Jµσ + ηµσ Jρ ν − ην σ Jρ µ, (31)

[Jµ ν , Pρ] = (Mµ ν)
α
ρ Pα,

= ηµ ρ Pν − ην ρ Pµ, (32)

[Pµ, Pν ] = 0. (33)

می΋نند. مشخص را ([4] پˇو͈ن΋َره ِ جبر (یا ͳنسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها ِ جبر (33) تا (31) یِ رابطه�ها

ͳنانسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها 2

حد، این ِ اعمال یِ برا گرفت. c → ∞ در ͳنسبیت ِ فضازمان ِ حد میشود را ͳنانسبیت ِ فضازمان

داریم می΋نیم. جدا هم از را ͳزمان و ͳفضای یِ بخشها

ηµ ν =



−c2, µ = ν = 0

1, µ = ν ̸= 0

0, µ ̸= ν

. (34)

میشود دیده (25) از استفاده با اینجا از

(Mi 0)
α
β = δα0 δi β + c2 δαi δ0β . (35)

می΋نیم تعریف ندارد. حد c → ∞ در Mi 0 میدهد نشان این

Ni := lim
c→∞

(c−2 Mi 0), (36)

میدهد نشان که

(Ni 0)
α
β = δαi δ0β . (37)
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می΋نیم تعریف باشد، داشته حد c → ∞ در (26) که این یِ برا

αi := lim
c→∞

(c2 Θ0 i). (38)

بازتعریف را Ji 0 باید باشد داشته حد c → ∞ در (30) این یِ برا میشود معلوم ،Θ0 i ِ تعریف این با

کنیم:

Ki := lim
c→∞

(c−2 Ji 0). (39)

می΋نیم: جدا هم از را (31) یِ ͳزمان و ͳفضای یِ بخشها

[Ji j , Jk l] = δi k Jj l − δj k Ji l + δi l Jk j − δj l Jk i, (40)

[Ji j , Jk 0] = δi k Jj 0 − δj k Ji 0, (41)

[Ji 0, Jj 0] = −c2 Ji j . (42)

میشوند (Ji 0 یِ جا به Ki ِ حسب بر (و c → ∞ در (42) و (41) یِ رابطه�ها

[Ji j ,Kk] = δi k Kj − δj k Ki, (43)

[Ki,Kj ] = 0. (44)

مشخص را ͳنانسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها ِ همΎن ِ بخش ِ جبر (44) و (43) و (40) یِ رابطه�ها

می΋نند.

نمی΋ند. تغییر (33) یِ رابطه که می΋نیم توجه ،ͳنانسبیت ِ فضازمان یِ تقارنها ِ ناهمΎن ِ بخش یِ برا

نتیجه میبریم. کار به را (39) و (37) و (36) و می΋نیم جدا هم از را ͳزمان و ͳفضای یِ بخشها (32) در

میشود

[Ji j , Pk] = δi k Pj − δj k Pi, (45)

[Ji j , P0] = 0, (46)

[Ki, Pj ] = 0, (47)

[Ki, P0] = Pi. (48)

آمد. دست به ͳنسبیت یِ تقارنها ِ جبر بر ،(39) ت΋ین، ِ نΎاشت Έی ِ اعمال با ͳنانسبیت یِ تقارنها ِ جبر

میΎویند. انقباض عمل این به
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واقعˆن که میشود، جابه�جا [5] گالیل̥ʹ͉ ِ خیز با ͳفضای ِ انتقال که است ͳمعن این به (47) یِ رابطه�

(که Pi به اگر اما است. چنین هم

X := i ~X, (49)

چنین (47) از کنیم، نΎاه ͳخط یِ ت΋انه ِ i یِ مئلفه ِ مثل است) i ِ جهت در انتقال ِ مولد Pi و

[5] گالیل̥ʹ͉ ِ خیر مینماید: عجیب این نمی΋ند. عوض را ͳخط یِ ت΋انه ِ مقدار گالیل̥ʹ͉ ِ خیز که م�ͳآید بر

کند. عوض هم را ͳخط یِ ت΋انه ِ i یِ مئلفه باید لابد و می΋ند عوض را سرعت ِ i یِ مئلفه ،i ِ جهت در

(ͳنانسبیت یِ (انرژی E کنیم. توجه ͳنانسبیت و ͳنسبیت یِ انرژیها یِ رابطه به اگر میشود حل مش΋ل این

می΋نیم. تعریف چنین P0 ِ حسب بر را

E := lim
c→∞

(−P0 −mc2). (50)

است. س΋ون) یِ (انرژی ثابت Έی در (ͳنسبیت یِ (انرژی (−P0) با ͳنانسبیت یِ انرژی ِ فرق ͳیعن این

ترتیب، این به

lim
c→∞

(c−2 P0) = −m. (51)

میشود نتیجه (32) از

[c−2 Ji 0, Pj ] = c−2 P0 δi j , (52)

میدهد نتیجه (51) و (39) از استفاده با که

[Ki, Pj ] = −mδi j . (53)

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از است. (ͳنانسبیت (یِ ذره ِ جرم m

Pj [exp(v
i Ki)] = [exp(vi Ki)] (Pj +mvj). (54)

v ِ سرعت با [5] گالیل̥ʹ͉ ِ خیز Έی پس است. v ِ سرعت با [5] گالیل̥ʹ͉ ِ خیز Έی [exp(vi Ki)]

m اگر دهد، رخ داریم انتظار که است ان هم این میدهد. تغییر (mvj) یِ اندازه به را ت΋انه ِ j یِ مئلفه

نتیجه در و میدهد، تغییر v یِ اندازه به را ذره ِ vسرعت ِ سرعت با [5] گالیل̥ʹ͉ ِ خیز باشد: ذره ِ جرم

میدهد. تغییر v در ضرب جرم یِ اندازه به را آن یِ ت΋انه
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