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یِ معادله ِ (شامل کروی-متقارن ِ گوی Έی ِ حرکت ِ معادلات مختلط، یِ متغیرها از استفاده با

ِ عنوان به میشود. ͳبررس گوی) یِ زاویه�ای ِ سرعت ِ تحول یِ معادله و ِجرم مرکز ِ م΋ان ِ تحول

میشود. ͳبررس چرخان یِ ͳافق ِ میز Έی بر گوی Έی ِ حرکت مثال، Έی

Έسینماتی 1

را گوی این ِ مرکز ِ م΋ان می΋ند. حرکت صفحه Έی یِ رو که بΎیرید نظر در را a ِ شعاع به ͳی گو

کار به را z ِ مختلط ِ متغیر دˇ-بˇعدی ِ بردار این یِ جا به کرد. مشخص دˇ-بˇعدی ِ بردار Έی با میشود

ِ مختلط ِ متغیر با هم را آن که است دˇ-بˇعدی ِ بردار Έی هم (t) زمان به نسبت م΋ان ِ مشتق میبریم.

میدهیم: نمایش v

v :=
dz

dt
. (1)
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یِ ͳدوران ِ حالت میشود. تعیین v و z ِ مختلط ِ متغیر دˇ با گوی این یِ ͳانتقال ِ حالت ترتیب، این به

اگر میشود. تعیین زاویه�ای ِ سرعت یِ مئلفه سه و ([1] اُیل̃ر یِ زاویه�ها (مثلَن زاویه سه با گوی این

یِ بقیه ِ Έدینامی در آن یِ ͳدوران یِ پی΋ربندی یِ مشخص-کننده یِ زاویه�ها باشد، کروی-متقارن گوی

ِ یΈبخش زاویه�ای ِ سرعت است. کروی-متقارن گوی پسفرضمی΋نیم این از نمیشوند. وارد متغیرها

ِ متغیر با را ͳدوم و ω ِ مختلط ِ متغیر با را ͳاول دارد. صفحه بر عمود ِ بخش Έی و صفحه با موازی

Έی ِ حسب بر ی مشابه ِ ش΋ل به میشود را سه-بˇعدی ِ بردار هر واق΄ در میدهیم. نمایش ω⊥ یِ ͳحقیق

نوشت: ͳحقیق ِ متغیر Έی و مختلط ِ متغیر

(a, a⊥) := a+ n a⊥, (2)

است، آن در گوی که میΎیریم ͳی نیمفضا یِ سو به را بردار این است. صفحه بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n که

یِ دوران-یافته ͳمˇهوم ِ محور ِ مثبت ِ بخش که میΎیریم، چنان را صفحه در ͳمˇهوم و ͳحقیق یِ محورها

و ،ͳمˇهوم ِ بخش ،ͳحقیق ِ بخش باشد. (π/2) یِ اندازه به n ِ حˇل ͳحقیق ِ محور ِ مثبت ِ بخش

میشود دیده میدهیم. نشان ξc و ، Im(ξ) ، Re(ξ) ترتیب به با را ξ ِ مختلط ِ مزدوج

(a, a⊥) · (b, a⊥) = Re(ac b) + a⊥ b⊥, (3)

(a, a⊥)× (b, b⊥) = [i (a⊥ b− b⊥ a), Im(ac b)], (4)

ac b = (a, 0) · (b, 0) + in · (a, 0)× (b, 0). (5)

ِ سرعت است. گوی ِ شعاع R که است، (0,−R) صفحه، با گوی ِ تماس یِ نقطه ِ م΋ان ِ بردار

میشود دیده است. (u, 0) هم صفحه با گوی ِ تماس یِ نقطه

u = v + iRω. (6)

Έدینامی 2

ِ بخش ِ برایند میدهیم. نشان (F, 0) با را آن که دارد صفحه با موازی ِ بخش Έی گوی بر وارد یِ نیرو

یِ نیروها از ی بخش نمیشود. جدا صفحه از ی گو چون است، صفر نیرو این یِ عمود-بر-صفحه

نسبت بخش، این از حاصل ِ گشتاور میشود. وارد صفحه با گوی ِ تماس یِ نقطه در عمود-بر-صفحه

نیستند صفحه از ͳناش و میشوند وارد گوی به که ͳی نیروها که این ِ فرض با است. صفر گوی ِ مرکز به



٣ � X1-090 (2013/02/26) ͳخرم محمد

گشتاور گوی ِ مرکز به نسبت که ͳی تنها-نیرو میشود معلوم شوند، وارد گوی ِ مرکز به مئثر ِ طُر به هم

ِ گشتاور میدهیم. نشان (f, 0) با را نیرو این است. صفحه از ͳناش یِ موازی-با-صفحه یِ نیرو دارد

میشود دیده میدهیم. نشان (τ, 0) با را آن است. صفحه بر موازی گوی ِ مرکز به نسبت نیرو این از حاصل

τ = −iRf. (7)

و است، اس΋الر ِ تانسˇر Έی َش مرکز به نسبت آن یِ ͳدوران یِ ͳلخت است، کروی-متقارن گوی چون

می΋نیم تعریف و میدهیم، نشان I با را این برد. کار به را اس΋الر یِ ͳدوران یِ ͳلخت آن یِ جا به میشود

α :=
mR2

I
, (8)

.([1] (مثلَن است آن ِ چرخش ِ شعاع به گوی ِ شعاع ِ نسبت ِ مجذور α است. گوی ِ جرم m که

میشوند گشتاور ِ معادلات ترتیب این به

dω

dt
= − iα

mR
f, (9)

dω⊥

dt
= 0, (10)

یِ ͳبسته�گ که این ِ فرض با ندارد. ͳبسته�گ ω⊥ به صفحه)، با گوی ِ تماس یِ نقطه ِ (سرعت u

ِ تماس یِ نقطه ِ (سرعت u و گوی) ِ مرکز ِ (سرعت v ِ طریق از سرعت، به گوی بر وارد یِ نیروها

در ω⊥ میشود معلوم باشند، نداشته ͳبسته�گ هم گوی یِ جهتΎیری به نیروها این و باشد، صفحه) با گوی

یِ معادله می΋نیم. فرض چنین پس این از نمیشود. وارد (ω و v و z) متغیرها یِ بقیه ِ حرکت یِ معادله

میشود v یِ برا تحول
dv

dt
=

1

m
(f + F ′), (11)

است. F یِ ͳاک΋اصط-ِ غیر- ِ بخش F ′ ͳیعن نیست. صفحه از ͳناش که است F از ی بخش F ′ که

میشود نتیجه میبریم. کار به را u ِ متغیر ω ِ متغیر یِ جا به
du

dt
=

1

m
[(1 + α) f + F ′]. (12)

از اند. (12) و (11) و (1) ِ معادلات u و v و z یِ متغیرها یِ برا تحول ِ معادلات ترتیب این به

میشود نتیجه (12) با (11) ِ ترکیب
d

dt

(
v − u

1 + α

)
=

α

m (1 + α)
F ′. (13)
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ی زمان ویژه به معادله این برد. کار به (12) یا (11) ِ معادلات از ی Έی یِ جا به را این میشود

است صفر F ′ یا است)، معلوم u ͳول نیست معلوم f (پس است ͳایستای اصط΋اک که است مناسب

است. صفحه) از ͳناش ِ ) اصط΋اک گوی بر وارد یِ ͳافق یِ (تنهانیرو

متحرک یِ یΈصفحه بر گوی ِ حرکت 2.1

ِ سرعت دارد. صفحه با موازی ی حرکت آن یِ نقطه�ها از Έی هر که بΎیرید نظر در را صفحه Έی

صفحه با گوی ِ تماس یِ نقطه ِ سرعت میدهیم. نشان V (z, t) با را t ِ زمان در صفحه در z یِ نقطه

میشود دیده میدهیم. نشان u′ با را صفحه به نسبت

u′ = u− V. (14)

اصط΋اک این نباشد)، صفر u′) بلغزد صفحه یِ رو گوی اگر است. صفحه از ͳناش ِ اصط΋اک یِ نیرو f

و است ͳجنبش

f = −µk
u′

|u′|
N,

= −µk
u− V

|u− V |
N, (15)

ِ اصط΋اک ِ ضریب µk و می΋ند، وارد گوی به صفحه استکه ͳی نیرو یِ عمود-بر-صفحه ِ Nبخش که

بدانیم. را N و F ′ باید حرکت ِ معادلات ِ حل یِ برا است. ͳجنبش

نامعین f صورت این در است. ͳایستای ِ اصط΋اک f باشد، غلتش صفحه بر گوی ِ حرکت اگر

است: صفر u′ میدانیم عوض در است.

u = V. (16)

میشود نتیجه (13) با این ِ ترکیب از

dv

dt
=

1

1 + α

(
dV

dt
+

α

m
F ′

)
,

=
1

1 + α

(
∂V

∂z
v +

∂V

∂t
+

α

m
F ′

)
, (17)

بدانیم. را V و F ′ که ی شرط به میدهد، را v و z ِ تحول (1) با همراه که
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از ͳناش (ِ (اصط΋اک یِ نیرو گوی بر وارد یِ ͳافق یِ تنهانیرو که است این خاص ِ حالت Έی

باشد: صفحه

F ′ = 0. (18)

میشوند (13) و (11) صورت این در

dv

dt
=

1

m
f, (19)

v − u

1 + α
= c,

= v0 −
u0

1 + α
, (20)

که اند آن از مستقل رابطه�ها این که داریم توجه است. صفر ِ زمان در X ِ کمیت ِ مقدار X0 که

را u میشود مثلَن بلغزد، گوی اگر نلغزد). (گوی باشد ͳایستای یا بلغزد) (گوی باشد ͳجنبش اصط΋اک

دست به N و z و v ِ حسب بر (19) در f ترتیب این به گذاشت. (15) در و کرد حساب (20) از

میدهند. را v و z ِ تحول (19) و (1) یِ رابطه�ها ،N ِ دانستن با م�ͳآید.

میشود (20) وضعیت، این در ی غلتش یِ برا

v − V

1 + α
= c,

= v0 −
V (z0, 0)

1 + α
, (21)

،(1) از استفاده با

dz

dt
− V (z, t)

1 + α
= v0 −

V (z0, 0)

1 + α
, (22)

است. z یِ برا Έی یِ مرتبه ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی که

به و است، غلتش در آن در که کند شروع ی وضعیت از گوی اگر که است این (21) یِ نتیجه Έی

باشد ی΋سان وضعیت دˇ این در ΀سط ِ سرعت اگر آنΎاه است، غلتش در هم آن در که برسد ی وضعیت

ِ سر بر چه وضعیت دˇ این ِ بین که این از مستقل است، ی΋سان وضعیت دˇ این در هم گوی ِ مرکز ِ سرعت

که ͳی جا غلتش به و کند شروع است ساکن یِ صفحه که ͳی جا غلتش از گوی اگر جمله از آمده. گوی

بود. خاهد اَش اولیه ِ سرعت ان هم یˆش ͳنهای ِ سرعت برسد، است ساکن صفحه هم باز
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چرخان یِ ͳافق ِ یΈمیز بر یΈگوی ِ غلتش 3

ِ محور یِ رو را مبدئ میچرخد. (Ωn) یِ زاویه�ای ِ سرعت با که بΎیرید نظر در را ͳافق ِ میز Έی

میشود نتیجه میΎیریم. دوران

V = iΩ z. (23)

یِ نیرو گوی آن بر وارد یِ ͳافق یِ تنهانیرو و میغلتد، میز این یِ رو که بΎیرید نظر در را ی گوی

میشود (22) یِ رابطه است. میز از ͳناش (ِ (اصط΋اک
dz

dt
− i ξ z = v0 − i ξ0 z0, (24)

که

ξ :=
Ω

1 + α
. (25)

ِ تعریف با

ϕ(t) :=

∫ t

0

dt′ ξ(t′), (26)

میشود نتیجه (24) از

z(t) = {exp[iϕ(t)]}
{
z0 + (v0 − i ξ0 z0)

∫ t

0

dt′ exp[−iϕ(t′)]

}
. (27)

ثابت زاویه�اییِ ِ سرعت با چرخان افقͳیِ ِ یΈمیز یΈگویبر ِ غلتش 3.1

باشد، زمان از مستقل (ξ نتیجه در (و Ω اگر

ϕ(t) = ξ t, (28)

میشود نتیجه (27) از و

z(t) = z0 +
v0
i ξ

[exp(i ξ t)− 1]. (29)

که است، R ِ شعاع و Z ِ مرکز به دایره Έی یِ پارامتری یِ معادله این

Z = z0 −
v0
i ξ

, (30)

R =

∣∣∣∣v0ξ
∣∣∣∣ . (31)
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ِ شرایط به زاویه�ای ِ سرعت این میشود دیده می΋ند. حرکت دایره این بر ξ یِ زاویه�ای ِ سرعت با گوی

فقط به که است، α میشود وارد آن در که گوی از ی تنهاپارامتر واق΄ در ندارد. ͳبسته�گ گوی یِ اولیه

دارد. ͳبسته�گ گوی یِ ͳنسب ِ ِجرم تُزی΄

میرود بیرون آن از و میشود چرخنده ِ یΈمیز ِ وارد که غلتانی ِ گوی 3.2

r ِ شعاع به ی قرص میز این از ی بخش میغلتد. ͳافق ِ میز Έی یِ رو که بΎیرید نظر در را ی گوی

گوی است. ساکن میز یِ بقیه میچرخد. َش مرکز ِ حˇل (Ωn) ِ ثابت یِ زاویه�ای ِ سرعت با که است،

آن اصط΋اک میرود. بیرون چرخان ِ بخش از سپس و میشود، چرخان ِ بخش ِ وارد ساکن ِ بخش از

از مسئله این میشود. غلتش گوی ِ حرکت مرز، هر از گوی ِ گذشتن از پس بلافاصله که است زیاد قدر

است. شده ͳبررس [2] در جمله

ِ مقدار میΎیریم. صفر را چرخان ِ بخش به گوی ِ ورود ِ زمان و چرخان، ِ بخش ِ مرکز را مبدئ

ِ بخش به آن ِ ورود از پس بلافاصله چرخان، ِ بخش به گوی ِ ورود از پیش بلافاصله X ِ کمیت

چرخان ِ بخش از آن ِ خروج از پس بلافاصله و چرخان، ِ بخش از آن ِ خروج از پیش بلافاصله چرخان،

چرخان ِ بخش به گوی ِ ورود از پیش v میشود دیده میدهیم. X2نشان و ،Xf ،X0 ،X1 ترتیب به با را

همچنین، است. ثابت هم چرخان ِ بخش از گوی ِ خروج از پس و است، ثابت

v2 = v1, (32)

z0 = z1, (33)

zf = z2, . (34)

میشود نتیجه (21) از

v0 = v1 + i ξ z1. (35)

میشود نتیجه (29) از ترتیب، این به

z(t) = z1 exp(i ξ t) +
v1
i ξ

[exp(i ξ t)− 1], (36)
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میشود دیده (30) و (29) از همچنین،

Z = −v1
i ξ

, (37)

R =

∣∣∣∣v1ξ + i z1

∣∣∣∣ . (38)

میشود نتیجه اند، (Z ِ مرکز به ی Έی و مبدئ ِ مرکز به ی Έی) دایره دˇ یِ رو z2 و z1 که این از

zc2 z2 = zc1 z1, (39)

(zc2 − Zc) (z2 − Z) = (zc1 − Zc) (z1 − Z). (40)

میشود نتیجه میΎذاریم. (40) در و می΋نیم حساب (39) از را zc2

(z2 − z1) (Z zc1 − Zc z2) = 0. (41)

خروج یِ نقطه است. ورود یِ نقطه ان هم که است، z1 ی Έی ،z2 یِ برا معادله این یِ ریشه�ها از

پس است. دیΎر یِ ریشه

z2 =
Z

Zc
zc1,

= −v1
vc1

zc1. (42)

میشود دیده جمله از
z2 − z1

v1
= −v1 z

c
1 + z1 v

c
1

|v1|2
. (43)

می΋نیم توجه این ِ دیدن یِ برا است. مثبت راست ِ طرف واق΄ در است. ͳحقیق راست ِ طرف ِ کسر

داریم (3) از که

v1 z
c
1 + z1 v

c
1 =

[
d(|z|2)
dt

]
1

. (44)

گوی صورت این ِ غیر در است، ͳمنف چرخان ِ قرص به گوی ِ ورود از پیش بلافاصله |z|2 ِ مشتق

v1 ان هم v2 که این با همراه این، از است. همجهت v1 با (z2 − z1) ِ بردار پس نمیشد. قرص ِ وارد

م�ͳآید: دست به گوی ِ مسیر یِ برا ای ساده یِ نتیجه است،

ِ قرص از خروج از پس میغلتید، راست ِ خط Έی یِ رو چرخان ِ قرص به ورود از پیش که ͳی گو

ِ غلتش که است ی شرط به این البته داد. خاهد ادامه سرعت ان هم با خط ان هم یِ رو حرکت به چرخان
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یِ رو غلتش، به رسیدن و قرص از خروج از پس گوی نَ اگر شود. حفظ قرص) ِ مرز در (جز گوی

میدهد. ادامه حرکت به اولیه ِ سرعت ان هم با و اولیه ِ مسیر با موازی ی خط

َش حرکت به اولیه ِ خط ان هم یِ رو شرطها) ان هم (با میرود بیرون چرخان ِ قرص از که ͳی گو

میΎیرد. ͳزمان ِ تقدم یا تئخیر Έی نباشد ِقرص) ) چرخش که ی حالت به نسبت اما میدهد، ادامه

میدهیم: نشان ∆T با را ͳزمان ِ تئخیر

∆T = t2 −
z2 − z1

v1
,

=: t2 − T. (45)

میشود نتیجه (42) و (36) از است. چرخش ِ نبود در z2 و z1 ِ بین گوی ِ حرکت ِ زمان T

exp(i ξ t2) =

1− i ξ zc1
vc1

1 +
i ξ z1
v1

. (46)

می΋نیم تعریف
i ξ z1
v1

=: ζ exp[−i γ sgn(ξ)], (47)

و اند ͳحقیق γ و ζ که

0 ≤ ζ, (48)

0 ≤ γ ≤ π. (49)

میشود نتیجه (46) از است. z1 در قرص ِ سرعت با اولیه ِ سرعت یِ زاویه γ

t2 =
2

|ξ|
cot−1 1 + ζ cos γ

ζ sin γ
. (50)

میشود نتیجه (47) و (43) از

T =
2 ζ

|ξ|
sin γ. (51)

ترتیب، این به
∆T

T
=

1

ζ sin γ
cot−1 1 + ζ cos γ

ζ sin γ
− 1. (52)

از میفتد. جلˇ چرخش ِ نبود ِ حالت به نسبت گوی ͳیعن باشد، ͳمنف یِ ͳزمان ِ تئخیر اگر که است رˇشن

میشود دیده همچنین میفتد. جلˇ حتمˆن گوی باشد، بزرگ بسیار چرخش یِ زاویه�ای ِ سرعت اگر جمله

است. منفرجه γ که است ی حالت از کمتر است حاده γ ی وقت ͳزمان ِ تئخیر
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