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و ،ͳکل یِ فرمولبندی میشود. ͳبررس نقطه�ای یِ بارها ِ تصویر ِ اساس بر بار ِ تُزی΄ Έی ِ تصویر

میشوند. ͳبررس ͳدˇقطب ِ تصویر و صفحه، و کره در تصویر ِ خاص یِ حالتها

درامد 0

ای چشمه میوشم که است این فضا از V یِ ناحیه در چشمه با معادله Έی ِ حل یِ برا تصویر ِ روش

چشمه این با متناظر ِ جواب که چنان باشد، (V یِ ناحیه ِ (متمم V′ یِ ناحیه در َش محمل که بیابم

چنین که ای چشمه به براورˆد. را اولیه یِ مسئله یِ مرزی ِ شرایط فضا) ِ کل (در اولیه یِ چشمه و

میΎویند. تصویر یِ چشمه دارد ͳی ͳویژه�گ

یِ کره Έی ِ بیرون یا درون یِ فضا یِ برا ،Έترˇستاتیال ِ پتانسیل یِ برا [1] دیریله یِ مسئله�

[1] دیریله یِ مسئله همچنین کرد. حل تصویر ِ روش با میشود را رسانا، ِ مرز با ͳی نیمفضا یا رسانا،

که ی شرط به رسانا، ِ دوار یِ استوانه Έی ِ بیرون یا درون یِ فضا یِ برا ،Έترˇستاتیال ِ پتانسیل یِ برا

اخیر یِ مسئله میشود. حل روش این به باشد، ناوردا استوانه ِ محور یِ راستا در انتقال ِ تحت بار ِ تُزی΄

اگر مسئله�ها، این از Έی هر در است. دایره Έی V یِ ناحیه ِ مرز که است دˇبˇعدی یِ مسئله Έی واق΄ در
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نقطه�ای است، استوانه مرز ی (وقت دارد. وجود هم نقطه�ای ِ ِتصویر تُزی΄ باشد نقطه�ای اولیه ِ ِبار تُزی΄

با هم، باشد نقطه�ای ِ بار چند ِ شامل بار ِ تُزی΄ اگر است.) ِنظر مˇرد ِ مئثر یِ دˇبˇعدی یِ مسئله یِ ͳمعن به

نقطه�ای ِ بار چند ِ شامل ی ِتصویر تُزی΄ میشود ͳساده�گ به [2] پˇو͈سˇن یِ معادله ِ خطͳ-بودن از استفاده

برهمنهش هم، باشد پیوسته ِبار تُزی΄ اگر یافت. [3] از 2 ِ فصل مثلَن در میشود را اینها آورد. دست به

است. وضعیت این یِ ͳبررس هدف اینجا میدهد. تصویر ِ تُزی΄ ِ ساختن یِ برا ی راه

ͳکل یِ فرمولبندی 1

بر مرزی ِ شرط و ست، فضا از V یِ ناحیه ِ درون r که چنان بΎیرید، نظر در را r یِ نقطه� در q ِ بار

مینم فرض میدهم. نشان V′ با را V ِ متمم است. همΎن و ͳخط (V ِ (مرز S در ͳتریال ِ پتانسیل

q′ ِ مقدار Έی و r′ ∈ V′ یِ نقطه Έی ͳیعن میند. کار V′ در نقطه�ای ِ بار Έی با تصویر ِ روش

و م�ͳآورˆد، بر را S در مرزی ِ شرط r′ در q′ ِ بار و r در q ِ بار از حاصل ِ پتانسیل که چنان هست

r′ = f(r), (1)

q′ = [g(r)] q, (2)

است. V′ در f ِ مقدار و است، ͳحقیق g ِ مقدار است، V یِ مجموعه g و f یِ دامنه که

ρ′ ِ چΎالͳ-یِ-بار ِ دنبال است. V اَش دامنه که بΎیرید، نظر در را ρ ِ چΎالͳ-یِ-بار Έی حالا

و ،r ∈ V یِ نقطه براورˆد. را S در مرزی ِ شرط ρ′ و ρ از حاصل ِ پتانسیل و باشد V′ اَش دامنه که ام

دارم میΎیرم. نظر در را آن ِ اطراف Έکوچ ِ ابعاد به N یِ مجموعه Έی

Q(N) = [vol(N)] ρ(r) + o[vol(N)], (3)

در Q(N) یِ ای نقطه ِ بار Έی ِ مثل تقریبˆن َش بار و N یِ مجموعه است. حجم vol و بار Q که

است این َش دقیقتر ساخت. نقطه�ای ِ بار Έی ِ تصویر ِ مثل میشود را َش تصویر پس است. r یِ نقطه

دست به (2) از که میΎیرم ی چیز تقریبˆن را N′ ِ درون ِ بار و میΎیرم، f ِ تحت N ِ تصویر را N′ که
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م�ͳآید:

f(N) =: N′, (4)

Q′(N′) = [g(r)]Q(N) + o[vol(N)], (5)

میسازم: Q′(N′) یِ رو از را ρ′ است. تصویر ِ بار Q′ که

Q′(N′) = [vol(N′)] ρ′(r′) + o[vol(N′)], (6)

میشود دیده ترتیب این به

ρ′(r′) = lim
N→0

Q′(N′)

vol(N′)
,

= [g(r)]

[
lim
N→0

vol(N)
vol(N′)

]
ρ(r), (7)

دارم بΎراید). صفر به N ِ (قطر بΎراید صفر به N ِ ابعاد یِ همه که است این (N → 0) از منظور که

lim
N→0

vol(N′)

vol(N)
= | det[(∂f)(r)]|. (8)

ترتیب، این به

ρ′(r′) =
[g(r)] ρ(r)

|det[(∂f)(r)]|
. (9)

نوشت هم میشود

ρ′[f(r)] =

[
g ρ

| det(∂f)|

]
(r), (10)

ρ′ =

[
g ρ

| det(∂f)|

]
◦ f−1. (11)

کره در تصویر 2

مبدئ ِ مرکز به R ِ شعاع به بˇعدی (D − 1) ای کره ِ بیرون) (یا درون یِ بˇعدی D یِ رامجموعه V

دارم میدهم. نشان ϕq,r با را r یِ نقطه در q ِ بار از حاصل ِ پتانسیل میΎیرم.

ϕq,r(s) =
KD q

|r − s|D−2
, (12)
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ِ برابر D که است درست ی شرط به بالا یِ رابطه البته دارد. ͳبسته�گ بˇعد به که است ی ثابت KD که

که چنان ام، r′ و q′ ِ دنبال نباشد. 2

ϕq,r(s) + ϕq′,r′(s) = 0, |s| = R. (13)

به نسبت باید هم ϕq′,r′ میشود نتیجه میدارند نΎه ثابت را r که ͳی دˆو̵رانها به نسبت ϕq,r ِ تقارن از

است: موازی r با r′ میدهد نتیجه این باشد. داشته تقارن میدارند نΎه ثابت را r که ͳی دˆو̵رانها

r′ = a r. (14)

که است این (13) یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط
|r′ − s|
|r − s|

= constnat, |s| = R, (15)

ͳیعن این و
a2 |r|2 +R2 − 2 aR |r| cosα
|r|2 +R2 − 2R |r| cosα

= constnat, (16)

ترتیب، این به است. s با r یِ زاویه α که

|r|2 a2 − (|r|2 +R2) a+R2 = 0. (17)

این یِش ͳمعن چون نیست، ͳپذیرفتن جواب این است. 1 جواب Έی دارد. جواب دˇ a یِ برا معادله این

ͳپذیرفتن ِ جواب Έی فقط پس باشد. V′ در باید تصویر ِ بار که ی حال در است، r ان هم r′ که است

هست: a یِ برا

a =
R2

|r|2
. (18)

میشود دیده جواب، این با
|r′ − s|
|r − s|

=
R

|r|
, |s| = R, (19)

میدهد نتیجه که

q′ = −q

(
R

|r|

)D−2

. (20)

ترتیب، این به

f(r) =
R2

|r|2
r, (21)

g(r) = −
(

R

|r|

)D−2

. (22)
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اینجا، از

[(∂f)(r)]u =
R2

|r|2

[
u− 2

r (r · u)
|r|2

]
,

=
R2

|r|2
(u⊥ − u∥), (23)

شده: تعریف r به نسبت (∥) موازی و (⊥) عمودی ِ بخش که

u⊥ := u− r (r · u)
|r|2

, (24)

u∥ :=
r (r · u)
|r|2

. (25)

میشود دیده (23) از

det[(∂f)(r)] = −
(

R2

|r|2

)D

. (26)

ترتیب، این به

ρ′
(

R2

|r|2
r

)
= −

(
|r|
R

)D+2

ρ(r), (27)

ρ′(r′) = −
(

R

|r′|

)D+2

ρ

(
R2

|r′|2
r′
)
, (28)

که رفته کار به این اخیر یِ رابطه در که

|r′| |r| = R2, (29)

r =
R2

|r′|2
r′. (30)

صفحه در تصویر 3

را r یِ نقطه در ی بار گرفت. کره در تصویر ِ خاص ِ حالت میشود را صفحه در بار ِ تُزی΄ ِ تصویر

r0 که میΎیرم، (r0 + R n̂) ِ مرکز و R ِ شعاع به ای کره رسانا یِ صفحه یِ جا به میΎیرم. نظر در

در ای کره چنین است. صفحه بر عمود یِ یه ِ بردار n̂ و ست، رسانا یِ صفحه یِ نقطه یِ نقطه Έی

میشود کره در تصویر یِ برا (21) میΎراید. اولیه یِ صفحه به (R → ∞)

f̃R(r) = r0 +R n̂+
R2

|r − (r0 +R n̂)|2
[r − (r0 +R n̂)]. (31)
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در است. (r0 + R n̂) در نیست، مبدئ کره ِ مرکز اینجا که است این (21) در f با f̃R ِ فرق

میشود: ساده f̃R ِ شل (R → ∞)

f̃R(r) = r0 +R n̂−R

∣∣∣∣n̂+
r0 − r

R

∣∣∣∣−2 (
n̂+

r0 − r

R

)
,

= r0 +R n̂−R

(
1− 2 n̂ · r0 − r

R

) (
n̂+

r0 − r

R

)
+ o(1),

= r − 2 n̂[n̂ · (r − r0)] + o(1). (32)

ِ تعریف با

lim
R→∞

f̃R =: f̃ , (33)

میشود دیده

f̃(r) = r − 2 n̂ [n̂ · (r − r0)]. (34)

هم بΎذاریم که صفحه از ی دیΎر یِ نقطه هر r0 یِ جا به میشود دیده و است، صفحه در تصویرکردن f̃

نمیند. تغییر نتیجه

میشوند g̃ و g̃R ترتیب به ،f̃ و f̃R با متناظر

g̃R(r) = −
[

R

|r − (r0 +R n̂)|

]D−2

, (35)

g̃(r) = −1. (36)

صفحه، در تصویر یِ برا میشود دیده سرانجام،

ρ′{r − 2 n̂ [n̂ · (r − r0)]} = −ρ(r), (37)

ρ′(r′) = −ρ{r′ − 2 n̂ [n̂ · (r′ − r0)]}. (38)

ͳدˇقطب ِ تصویر 4

میدهم: نشان ρq,a با را a یِ نقطه در q ِ بار با متناظر یِ ͳالΎچ

ρq,a(r) = q δ(r − a). (39)
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که ،(ρq a)
′ میشود ͳالΎچ این ِ تصویر

(ρq,a)
′(r′) =

(g ◦ f−1)(r′)

| det{(∂f)[f−1(r′)]}|
(ρ ◦ f−1)(r′),

= q
(g ◦ f−1)(r′)

| det{(∂f)[f−1(r′)]}|
δ[f−1(r′)− a],

= q
g(a)

| det[(∂f)(a)]|
δ[r′ − f(a)]

| det{[∂(f−1)][f(a)]}|
,

= [q g(a)] δ[r′ − f(a)], (40)

یا

(ρq,a)
′ = ρ[q g(a)],[f(a)], (41)

[f(a)] در [q g(a)] ِ بار a در q بار ِ تصویر که است ان هم واق΄ در نیست. ی عجیب یِ نتیجه که

است.

a یِ نقطه در p یِ ͳدˇقطب میدهم. نشان ρp,a با را a یِ نقطه در p یِ ͳدˇقطب با متناظر یِ ͳالΎچ

پس، است. (q → ∞) در a در (−q) و (a+ q−1 p) در q یِ بارها یِ مجموعه ِ حد

ρp,a(r) = lim
q→∞

{q [δ(r − a− q−1 p)− δ(r − a)]},

= −(p · ∂δ)(r − a),

= (p · ∂aδ)(r − a), (42)

است. a به نسبت مشتقΎیری ∂a که

ِ تصویر با متناظر ِ تُزی΄ (41) از استفاده با و برد کار به میشود را است ͳخط ρ با ρ′ یِ رابطه که این

از آورد. دست به را ͳدˇقطب

ρp,a = p · ∂aρ1,a, (43)

میشود نتیجه

(ρp,a)
′ = p · ∂a(ρ1,a)

′, (44)
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یا

(ρp,a)
′(r′) = p · ∂a{[g(a)] δ[r′ − f(a)]},

= [(p · ∂g)(a)] δ[r′ − f(a)]

− [g(a)]
(
{[(p · ∂)f ](a)} · .∂δ

)
[r′ − f(a)]. (45)

یِ تعریفها با

q′ = (p · ∂g)(a), (46)

p′ = [g(a)] [(p · ∂)f ](a), (47)

میشود دیده

(ρp,a)
′ = ρq′,f(a) + ρp′,f(a). (48)

باشد. داشته هم نقطه�ای) ِ (بار ͳقطبت Έی است ممن ͳدˇقطب بر علاوه ،ͳدˇقطب ِ تصویر ͳیعن این

میشود دیده (23) و (22) از کره، در تصویر یِ برا

q′ = (D − 2)

(
R

|a|

)D−2
a · p
|a|2

, (49)

p′ =

(
R

|a|

)D

(p∥ − p⊥), (50)

میشود دیده ͳساده�گ به هم، صفحه در تصویر یِ برا اند. شده تعریف a به نسبت عمود و موازی که

q′ = 0, (51)

p′ = p∥ − p⊥. (52)

ͳدˇقطب Έی فقط ͳدˇقطب ِ تصویر صفحه، در تصویر یِ برا و استوانه)، در (تصویر 2 ِ بˇعد در میشود دیده

ِ (مثل هم تصویر ِ کل ِ بار بنابراین است، بار آن یِ قرینه نقطه�ای ِ بار هر ِ تصویر حالتها این در است.

عمود کره ِ مرکز به ͳدˇقطب ِ واصل ِ خط بر ͳدˇقطب اگر همچنین است. صفر تصویرشونده) یِ ͳدˇقطب ِ بار

میشود دیده بسازیم، هم یِ قرینه ِ بار دˇ از را ͳدˇقطب اگر است. ͳدˇقطب Έی فقط ͳدˇقطب ِ تصویر باشد،

باز پس اند. اولیه یِ ͳدˇقطب یِ سازنده یِ بارها از ی یسان ِ ضریب تصویرشده یِ بارها حالت این در

است. صفر تصویر ِ کل ِ بار هم
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پانوشتها 5

[1] Dirichlet

[2] Poisson

[3] John David Jackson; “classical electrodynamics” 3rd edition (John Wiley

& Sons, 1999)


