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گروه یِ اعضا ِ اثر که میشود، جسته SO(3) یا SU(2) بر تعریف-شده یِ نΎاشتها یِ برا ای پایه

است. بˇعدی 2 یِ کره یِشان دامنه که ͳی نΎاشتها یِ برا کروی یِ هماهنΎها ِ شبیه باشد، ساده آن بر

درامد 0

داد. بسط کروی یِ هماهنΎها ِ حسب بر میشود را (S2) دˇبˇعدی یِ کره بر تعریف-شده یِ نΎاشتها

یِ کره اند. دˆوران ِ مولد ِ مجذور و محور، Έی ِ حˇل دˆو̵ران ِ مولد یِ ویژه�بردارها کروی یِ هماهنΎها

کرد. تعریف را گروه ِ خُد ِ اثر میشود هم آن بر که است، SU(2) ِ گروه یِ خمینه (S3) سه�بˇعدی

است. SO(3) ِ گروه یِ خمینه (RP3) سه�بˇعدی یِ ͳحقیق یِ ͳنش΋اف یِ فضا

یِ مولدها ِ اثر که است، RP3 یا S3 یِ دامنه با ͳی نΎاشتها یِ فضا یِ برا ای پایه ِ یافتن هدف

کروی. یِ هماهنΎها بر S2 در دˆو̵ران یِ مولدها ِ اثر ِ شبیه باشد، ساده پایه این یِ اعضا بر گروه ِ اثر

است. رفته کار به [1] ِ نتای; و نمادگذاریها، تعریفها، آن در و است [1] یِ ادامه مقاله این
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گروه بر گروه ِ اثر 1

متناظر کرد. تعریف اینها ِ ترکیب و راست، از اثر چپ، از اثر ِ ش΋ل به میشود را َش خُد بر گروه ِ اثر

را آنها و میدهم، نشان R(V ) و L(V ) ترتیب به با را راست از اثر و چپ از اثر گروه، از V ِ عضو با

باشد گروه ِ عضو U اگر که می΋نم تعریف چنین

[L(V )](U) := V U. (1)

[R(V )](U) := U V. (2)

باشند، گروه ِ عضو دˇ V2 و V1 اگر میشود دیده ͳساده�گ به

[L(V1)] ◦ [L(V2)] = L(V1 V2). (3)

[R(V1)] ◦ [R(V2)] = R(V2 V1). (4)

[L(V1)] ◦ [R(V2)] = [R(V2)] ◦ [L(V1)]. (5)

می΋نم تعریف چنین را آن و میدهم، نشان A(V ) با را V یِ ͳالحاق گروه، از V ِ عضو با با متناظر

باشد گروه ِ عضو U اگر که

[A(V )](U) := V U V −1. (6)

که است رˇشن

A(V ) = [L(V )] ◦ [R(V −1)],

= [L(V )] ◦ [R(V )]−1,

= [R(V −1)] ◦ [L(V )],

= [R(V )]−1 ◦ [L(V )]. (7)
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ناوردا یِ میدانها 2

ِ اثر اگر ست، چپ-ناوردا G در u یِ برداری ِ میدان میΎویم میΎیرم. نظر در را G یِ [2] ͳل ِ گروه

ͳیعن باشد، ͳهمان آن بر اثرازچپ ِ پیشران

∀V ∈ G : [L(V )]∗ u = u. (8)

مماس یِ فضا با مجموعه این میدهم. نشان L(G) با را چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها یِ مجموعه

چپ-ناوردا یِ میدانها بر که ͳی ͳریخت΋ی است. ی΋ریخت گروه) یِ ͳهمان) مبدئ در گروه یِ خمینه بر

میدهم: نشان τL با را میدهد را مبدئ در مماس یِ فضا یِ بردارها و می΋ند اثر

τL(u) = u(1), (9)

ِ تعریف با میΎیرم. مبدئ در مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی را e است. گروه یِ ͳهمان 1 که

li := (τL)−1 ei, (10)

که است رˇشن ست. چپ-ناوردا یِ میدانها یِ برا پایه Έی l میشود دیده

li(1) = ei. (11)

با u میشود دیده

u = ui li (12)

باشند. ثابت ها ui اگر تنها و اگر ست، چپ-ناوردا

چپ-ناوردا، یِ میدانها ِ شارش از استفاده با میدهم. نشان fl(u) با را u یِ برداری ِ میدان ِ شارش

می΋نم: تعریف گروه یِ برا خاص ِ مختصات دسته Έی

U(x) := [fl(xi li)](1), (13)

میΎویم. جبری ِ مختصات x به اند. ثابت ها xi و ام، داده نشان x با را (x1, · · · ) که

دلبخاه یِ V Έی بر fl(u) ِ اثر میخاهم میΎیرم. نظر در را u یِ چپ-ناوردا یِ برداری ِ میدان

ِ وارونپذیر ِ نΎاشت Έی f و برداری ِ میدان Έی v اگر که میبرم کار به را این کنم. حساب را G در

باشد، هموار

f ◦ [fl(v)] ◦ f−1 = fl(f∗ v). (14)
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ترتیب، این به

[fl(u)](V ) = {[fl(u)] ◦ [L(V )]}(1),

= {[L(V )] ◦ [L(V )]−1 ◦ [fl(u)] ◦ [L(V )]}(1),

=
[
[L(V )] ◦

(
fl{[L(V −1)]∗ u}

)]
(1), (15)

میدهد نتیجه که

[fl(u)](V ) = V {[fl(u)](1)}, (16)

ͳیعن

fl(u) = R{[fl(u)](1)}, u ∈ [L(G)]. (17)

جبری، ِ مختصات ِ حسب بر جمله از

[fl(xi li)][U(y)] = [U(y)] [U(x)]. (18)

اند. گروه ِ عضو [U(y)] و [U(x)] و است، گروه به گروه از نΎاشت Έی [fl(xi li)] که این ن΋ته

باشد، چپ-ناوردا یِ برداری ِ میدان Έی u اگر نتیجه، Έی ِ عنوان به

1 = {[fl(−u)] ◦ [fl(u)]}(1),

= [fl(−u)]{[fl(u)](1)},

= {[fl(u)](1)} {[fl(−u)](1)}, (19)

میدهد نتیجه که

[fl(−u)](1) = {[fl(u)](1)}−1, u ∈ [L(G)]. (20)

میشوند، تعریف چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها با مشابه هم راست-ناوردا یِ برداری یِ میدانها

ست، Gراست-ناوردا در u یِ برداری ِ میدان میΎویم م�ͳآیند. دست به ی مشابه ِ ش΋ل به یِشان ویژه�گیها

ͳیعن باشد، ͳهمان آن بر اثرازراست ِ پیشران ِ اثر اگر

∀V ∈ G : [R(V )]∗ u = u. (21)

مماس یِ فضا با مجموعه این میدهم. نشان R(G) با را راست-ناوردا یِ برداری یِ میدانها یِ مجموعه

نشان τR با را می΋ند مربوط هم به را اینها که ͳی ͳریخت΋ی است. ی΋ریخت مبدئ در گروه یِ خمینه بر
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میدهم:

τR(u) = u(1), (22)

ِ تعریف با

ri := (τR)−1 ei, (23)

و ست، راست-ناوردا یِ میدانها یِ برا پایه Έی r میشود دیده

ri(1) = ei. (24)

با u

u = ui ri (25)

باشند. ثابت ها ui اگر تنها و اگر ست، راست-ناوردا

باشد، G در V اگر میΎیرم. نظر در را u یِ راست-ناوردا یِ برداری ِ میدان

[fl(u)](V ) = {[fl(u)](1)}V, (26)

ͳیعن

fl(u) = L{[fl(u)](1)}, u ∈ [R(G)]. (27)

میاورند: بر را (20) با مشابه ای رابطه هم راست-ناوردا یِ برداری یِ میدانها میشود دیده

[fl(−u)](1) = {[fl(u)](1)}−1, u ∈ [R(G)]. (28)

ِ جابه�جاگر و چپ-ناوردا، یِ برداری ِ میدان Έی چپ-ناوردا یِ برداری ِ میدان دˇ ِ جابه�جاگر

با را v و u ِ جابه�جاگر ست. راست-ناوردا یِ برداری ِ میدان Έی راست-ناوردا یِ برداری ِ میدان دˇ

ترتیب، این به میدهم. نشان u ⋄ v

li ⋄ lj = fmi j lm, (29)

چپ- یِ برداری یِ میدانها یِ فضا به میΎویند. ساختار یِ ثابتها ها fmi j به اند. ثابت ها fmi j که

یِ برا میΎویند. G ِ گروه یِ [2] ͳل ِ جبر ،ͳجابه�جای ِ عمل با همراه G یِ [2] ͳل ِ گروه یِ ناوردا

هم راست-ناوردا یِ برداری یِ میدانها

ri ⋄ rj = −fmi j rm. (30)
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صفر راست-ناوردا یِ برداری ِ میدان Έی و چپ-ناوردا یِ برداری ِ میدان Έی ِ جابه�جاگر سرانجام،

جمله از است.

li ⋄ rj = 0. (31)

نتیجه میشوند، جابه�جا راست-ناوردا یِ برداری یِ میدانها با چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها که این از

ترتیب، این به میشوند. جابه�جا هم با هم متناظر یِ شارشها میشود

fl(u+ v) = [fl(u)] ◦ [fl(v)],

= [fl(v)] ◦ [fl(u)], (u, v) ∈ {[L(G)]× [R(G)]}. (32)

باشد، G در V اگر ازجمله

[fl(u+v)](V ) = {[fl(v)](1)}V {[fl(u)](1)}, (u, v) ∈ {[L(G)]× [R(G)]}. (33)

یافت. [3] از 15 ِ فصل مثلَن در میشود متفاوت) ͳی نمادگذاری (با را اینها

ِ میدان Έی ِ تفاضل u اگر است، ͳالحاق یِ برداری ِ میدان Έی u یِ برداری ِ میدان میΎویم

است (رˇشن شود. صفر مبدئ در و باشد راست-ناوردا یِ برداری ِ میدان Έی چپ-ناورداو یِ برداری

w و v یِ برداری یِ میدانها اگر است، ͳالحاق uپس گذاشت.) هم مجموع میشود تفاضل یِ جا به که

و ست راست-ناوردا w و چپ-ناوردا v که باشند

u = v − w, (34)

u(1) = 0. (35)

راست-ناوردا: و چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها ِ بسط از

v = vi li, (36)

w = wi ri, (37)

با است هم�ارز (35) میشود دیده (24) و (11) با همراه

wi = vi. (38)
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ͳالحاق u یِ برداری ِ میدان است: ͳالحاق یِ برداری یِ میدانها یِ برا پایه Έی (l − r) ترتیب این به

که باشند ی ui ِ ثابت یِ اس΋الرها اگر تنها و اگر است،

u = ui (li − ri). (39)

u یِ ͳالحاق یِ برداری ِ میدان میدهم. نشان A(G) با را ͳالحاق یِ برداری یِ میدانها یِ مجموعه

میشود نتیجه (35) از میΎیرم. نظر در را

[fl(u)](1) = 1, u ∈ [A(G)]. (40)

میشود نتیجه ،u یِ برا (39) ِ ش΋ل با و (32) از استفاده با

{[fl(−ui ri)] ◦ [fl(ui li)]}(1) = 1, (41)

یا

[fl(ui ri)](1) = [fl(ui li)](1). (42)

میشود نتیجه (20) و بالا یِ رابطه و (33) از میΎیرم. را G در V حالا

[fl(u)](V ) = {[fl(−ui ri)](1)}V {[fl(ui li)](1)},

= {[fl(−ui li)](1)}V {[fl(ui li)](1)},

= {[fl(ui li)](1)}−1 V {[fl(ui li)](1)},

= {[fl(ui ri)](1)}−1 V {[fl(ui ri)](1)}. (43)

است: ͳتشابه ِ تبدیل Έی ͳالحاق یِ برداری ِ میدان Έی ِ شارش ترتیب، این به

fl[ui (li − ri)] = A
(
{[fl(ui li)](1)}−1

)
,

=
(
A{[fl(ui li)](1)}

)−1

,

= A
(
{[fl(ui ri)](1)}−1

)
,

=
(
A{[fl(ui ri)](1)}

)−1

. (44)

یِ میدانها با و ی΋دیΎر با ͳالحاق یِ برداری یِ میدانها یِ جابه�جاگرها ،(31) تا (29) از استفاده با

می΋نم تعریف م�ͳآید. دست به هم راست-ناوردا و چپ-ناوردا یِ برداری

ji := li − ri. (45)
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و است، ͳالحاق یِ برداری یِ میدانها یِ برا پایه Έی {(i, ji) | i} میشود دیده

ji ⋄ lj = fmi j lm, (46)

ji ⋄ rj = fmi j rm, (47)

ji ⋄ jj = fmi j jm. (48)

میبرم، کار به را b ِ حسب بر li ِ بسط برد. کار به ها li یِ محاسبه یِ برا میشود را (16) یِ رابطه

است: مماس یِ فضا یِ ͳمختصات یِ پایه Έی b که

li = lαi bα. (49)

میشود دیده (16) از

lαi (V ) =

[
∂

∂si

(
V {[fl(sj lj)](1)}

)α]
s=0

, (50)

(26) از ترتیب، ین هم به است. ِشان متناظر b که ی مختصات ان هم اند، X ِ مختصات ها Xα که

میشود دیده

rαi (V ) =

[
∂

∂si

(
{[fl(sj lj)](1)}V

)α]
s=0

, (51)

،(45) از و

jαi (V ) =

{
∂

∂si

[(
V {[fl(sj lj)](1)}

)α
−
(
{[fl(sj lj)](1)}V

)α]}
s=0

,

=

[
∂

∂si

(
{[fl(−sk lk)](1)}V {[fl(sj lj)](1)}

)α]
s=0

. (52)

SO(3) و SU(2) یِ خمینه�ها 3

این کرد. مشخص [4] اُیل̃ر یِ پارامترها با میشود را SO(3) و SU(2) یِ اعضا آمده، [1] در که چنان

نشان ESO(3)(ϕ, θ, ψ) و ESU(2)(ϕ, θ, ψ) ترتیب، به با، را (ϕ, θ, ψ) یِ پارامترها با متناظر اعضا

میدهم:
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ESU(2)(ϕ, θ, ψ) := [exp(ϕN3)] [exp(θ N2)] [exp(ψN3)], (53)

ESO(3)(ϕ, θ, ψ) := [exp(ϕM3)] [exp(θM2)] [exp(ψM3)], (54)

که

Nj = − iσj
2
, (55)

اند: [5] ͳپاؤل یِ ماتریسها ها σj که

σ1 =

0 1

1 0

 , (56)

σ2 =

0 −i

i 0

 , (57)

σ3 =

1 0

0 −1

 , (58)

و

(Mj)
k
l := εkj l, (59)

،ESU(2) یِ برا نیستند. Έبه�ی΋ی ESO(3) و ESU(2) است. [6] ل̃وی-چیویتا ِ تانسˇر ε و

ESU(2)(ϕ, θ, ψ + 4π) = ESU(2)(ϕ, θ, ψ). (60)

ESU(2)(ϕ,−θ, ψ) = ESU(2)(ϕ− π, θ, ψ + π). (61)

ESU(2)(ϕ, θ + 2π, ψ) = ESU(2)(ϕ, θ, ψ + 2π). (62)

ESU(2)(ϕ+ 2π, θ, ψ) = ESU(2)(ϕ, θ, ψ + 2π). (63)

ESU(2)(ϕ+ χ, 0, ψ − χ) = ESU(2)(ϕ, 0, ψ). (64)

ESU(2)(ϕ+ χ, π, ψ + χ) = ESU(2)(ϕ, π, ψ). (65)

ESU(2)(ϕ, θ, ψ + 2π) = −ESU(2)(ϕ, θ, ψ). (66)
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ندهد ت΋راری ِ عضو و بدهد را SU(2) ِ گروه یِ اعضا یِ همه که (ϕ, θ, ψ) یِ مقدارها از ای گستره

گرفت: DSU(2),2 یا DSU(2),1 تقریبˆن میشود را

DSU(2),1 : (ϕ, θ, ψ) ∈ [0, 2π)× [0, π]× [−2π, 2π). (67)

DSU(2),2 : (ϕ, θ, ψ) ∈ [−2π, 2π)× [0, π]× [0, 2π). (68)

ِ مقدار ،(θ = π) اگر و نیست، مهم (ϕ− ψ) ِ مقدار ،(θ = 0) اگر که که است این تقریبˆن از منظور

نیست. مهم (ϕ+ ψ)

،ESO(3) یِ برا

ESO(3)(ϕ, θ, ψ + 4π) = ESO(3)(ϕ, θ, ψ). (69)

ESO(3)(ϕ,−θ, ψ) = ESO(3)(ϕ− π, θ, ψ + π). (70)

ESO(3)(ϕ, θ + 2π, ψ) = ESO(3)(ϕ, θ, ψ + 2π). (71)

ESO(3)(ϕ+ 2π, θ, ψ) = ESO(3)(ϕ, θ, ψ + 2π). (72)

ESO(3)(ϕ+ χ, 0, ψ − χ) = ESO(3)(ϕ, 0, ψ). (73)

ESO(3)(ϕ+ χ, π, ψ + χ) = ESO(3)(ϕ, π, ψ). (74)

ESO(3)(ϕ, θ, ψ + 2π) = ESO(3)(ϕ, θ, ψ). (75)

ندهد ت΋راری ِ عضو و بدهد را SO(3) ِ گروه یِ اعضا یِ همه که (ϕ, θ, ψ) یِ مقدارها از ای گستره

گرفت: DSO(3) تقریبˆن میشود را

DSO(3) : (ϕ, θ, ψ) ∈ [0, 2π)× [0, π]× [0, 2π). (76)

ِ مقدار ،(θ = π) اگر و نیست، مهم (ϕ− ψ) ِ مقدار ،(θ = 0) اگر که که است این تقریبˆن از منظور

ِ تعریف با نیست. مهم (ϕ+ ψ)

C[ESU(2)(ϕ, θ, ψ)] := ESO(3)(ϕ, θ, ψ), (77)

است: SO(3) و SU(2) ِ بین 1 به 2 ِ تناظر Έی C میشود دیده

C(−U) = C(U). (78)
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گرفت R3 یِ دامنه با ͳی نΎاشتها میشود را است SU(2) یِشان دامنه که ͳی نΎاشتها ترتیب، این به

یِشان دامنه که ͳی نΎاشتها میآورند. بر ،ESU(2) یِ جا به نΎاشت با را، (65) تا (60) یِ مانسته�ها که

نΎاشت با را، (75) تا (69) یِ مانسته�ها که گرفت R3 یِ دامنه با ͳی نΎاشتها میشود هم را است SO(3)

ͳی نΎاشتها میشود را است SO(3) یِشان دامنه که ͳی نΎاشتها همچنین، میآورند. بر ،ESO(3) یِ جا به

میآورند. بر ،C یِ جا به نΎاشت با را، (78) یِ رابطه و است SU(2) یِشان دامنه که گرفت

اُیل̃ر یِ پارامترها و ناوردا یِ میدانها 4

میΎیرم: ͳهمان به Έنزدی SU(2) ِ گروه ِ عضو Έی را U

U† U = 1+ (U† − 1) + (U − 1) + o(U − 1). (79)

detU = 1 + tr(U − 1) + o(U − 1). (80)

اینجا، از است. صفر ِ رد با ͳرمیتˡپادا ِ ماتریس Έی اول یِ مرتبه تا (U − 1) ترتیب، این به

U − 1 = sj
(
− i

2
σj

)
+ o(s). (81)

ترتیب، این به میΎیرم. s ِ مختصات با متناظر یِ ͳمختصات یِ پایه را e

[fl(sj lj)]1 = 1+ sj
(
− i

2
σj

)
+ o(s). (82)

[fl(sj rj)]1 = 1+ sj
(
− i

2
σj

)
+ o(s). (83)

با

[ESU(2)(ϕ, θ, ψ)]

[
1+ sj

(
− i

2
σj

)]
+ o(s) =: [ESU(2)(ϕ

L, θL, ψL)], (84)

میشود دیده

sj
(
− i

2
σj

)
+ o(s) = [−(ϕL − ϕ) sin θ cosψ + (θL − θ) sinψ]

(
− i

2
σ1

)
+ [(ϕL − ϕ) sin θ sinψ + (θL − θ) cosψ]

(
− i

2
σ2

)
+ [(ϕL − ϕ) cos θ + (ψL − ψ)]

(
− i

2
σ3

)
. (85)
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میشود نتیجه اینجا از

ϕL − ϕ = −s1 cosψ

sin θ
+ s2

sinψ

sin θ
+ o(s). (86)

θL − θ = s1 sinψ + s2 cosψ + o(s). (87)

ψL − ψ = s1 cosψ cot θ − s2 sinψ cot θ + s3 + o(s). (88)

میشود دیده (50) از ترتیب این به

l1 = −cosψ

sin θ
bϕ + sinψ bθ + cosψ cot θ bψ. (89)

l2 =
sinψ

sin θ
bϕ + cosψ bθ − sinψ cot θ bψ. (90)

l3 = bψ. (91)

با ترتیب، ین هم ]به
1+ sj

(
− i

2
σj

)]
[ESU(2)(ϕ, θ, ψ)] + o(s) =: [ESU(2)(ϕ

R, θR, ψR)], (92)

میشود دیده

ϕR − ϕ = −s1 cosϕ cot θ − s2 sinϕ cot θ + o(s). (93)

θR − θ = −s1 sinϕ+ s2 cosϕ+ o(s). (94)

ψR − ψ = s1
cosϕ

sin θ
+ s2

sinϕ

sin θ
+ s3 + o(s). (95)

میشود دیده (51) از ترتیب این به

r1 = − cosϕ cot θ bϕ − sinϕ bθ +
cosϕ

sin θ
bψ. (96)

r2 = − sinϕ cot θ bϕ + cosϕ bθ +
sinϕ

sin θ
bψ. (97)

r3 = bϕ. (98)
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میدهند نتیجه (98) تا (96) و (91) تا (89) یِ رابطه�ها ،(45) از استفاده با سرانجام،

j1 =

(
−cosψ

sin θ
+ cosϕ cot θ

)
bϕ + (sinψ + sinϕ) bθ

+

(
cosψ cot θ − cosϕ

sin θ

)
bψ. (99)

j2 =

(
sinψ

sin θ
+ sinϕ cot θ

)
bϕ + (cosψ − cosϕ) bθ

+

(
− sinψ cot θ − sinϕ

sin θ

)
bψ. (100)

j3 = −bϕ + bψ. (101)

(54) یِ مقایسه با میشود. نتیجه هم با ها Nj یِ جابه�جاگرها و (53) فقط از ،(85) یِ رابطه

یِ جابه�جاگرها شده. تبدیل Mj به Nj آن در که است ESU(2) ان هم ESO(3) میشود دیده (53) با

است: هم با ها Nj یِ جابه�جاگرها ِ مثل هم هم با Mjها

[Nj , Nk] = εlj kNl. (102)

[Mj ,Mk] = εlj kMl. (103)

میشود نتیجه ترتیب این به است. (85) ان هم ،SO(3) یِ برا (85) یِ مانسته میشود نتیجه اینجا از

دیده مشابه ی ش΋ل به است. (91) تا (89) یِ رابطه�ها ان هم SO(3) یِ برا (91) تا (89) یِ مانسته

ِ ش΋ل است: درست هم ،(101) تا (99) یِ برا ترتیب این به و ،(98) تا (96) یِ برا نتیجه این میشود

،[4] اُیل̃ر یِ پارامترها ِ حسب بر SO(3) یِ ͳالحاق و راست-ناوردا و چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها

که است رˇشن است. ی΋سان پارامترها ان هم ِ حسب بر SU(2) ِ متناظر یِ برداری یِ میدانها ِ ش΋ل با

است. برقرار باشد ی΋ریخت یِشان [2] ͳل ِ جبر که [2] ͳل ِ گروه دˇ هر ی برا نتیجه این

یِ ͳالحاق و راست-ناوردا و چپ-ناوردا یِ برداری یِ میدانها که نیست آن یِ ͳمعن به این البته

ی΋سان SU(2) و SO(3) یِ برا میدانها این یِ دامنه اند: برابر SU(2) یِ برا یِشان مانسته�ها با SO(3)

نیستند.
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اس΋الر یِ میدانها 5

کروی یِ هماهنΎها که داد، بسط کروی یِ هماهنΎها ِ حسب بر میشود را S2 بر اس΋الر یِ میدانها

و است، i ِ محور ِ حˇل دˆو̵ران ِ مولد با [2] ͳل ِ مشتق Ji که اند، J3 و (J ·J) یِ همزمان-ویژه�بردارها

A ·B := δj k Aj Bk. (104)

میدهم. نشان Jj و Rj و Lj ترتیب به با را jj و rj و lj با [2] ͳل ِ مشتق ،SO(3) یا SU(2) یِ برا

که است رˇشن

[Lj , Lk] = εlj k Ll. (105)

[Rj , Rk] = −εlj k Rl. (106)

[Lj , Rk] = 0. (107)

R3 و L3 و (R ·R) و (L · L) ِ ویژه�بردار همزمان که بود ی اس΋الر یِ میدانها ِ دنبال میشود پس

واق΄، در اند. برابر هم با (R ·R) و (L ·L) اما باشند.

L1 = −cosψ

sin θ
∂ϕ + sinψ ∂θ + cosψ cot θ ∂ψ. (108)

L2 =
sinψ

sin θ
∂ϕ + cosψ ∂θ − sinψ cot θ ∂ψ. (109)

L3 = ∂ψ. (110)

L ·L =
1

sin θ
∂θ sin θ ∂θ +

1

sin2 θ
[(∂ϕ)

2 + (∂ψ)
2 − 2 cos θ ∂ϕ ∂ψ]. (111)

R1 = − cosϕ cot θ ∂ϕ − sinϕ∂θ +
cosϕ

sin θ
∂ψ. (112)

R2 = − sinϕ cot θ ∂ϕ + cosϕ∂θ +
sinϕ

sin θ
∂ψ. (113)

R3 = ∂ϕ. (114)

R ·R =
1

sin θ
∂θ sin θ ∂θ +

1

sin2 θ
[(∂ϕ)

2 + (∂ψ)
2 − 2 cos θ ∂ϕ ∂ψ]. (115)
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که َم Zs l r ِ اس΋الر یِ میدانها ِ دنبال ترتیب، این به

(L ·L) Zs l r = −s (s+ 1)Zs l r. (116)

(R ·R) Zs l r = −s (s+ 1)Zs l r. (117)

L3 Zs l r = −i l Zs l r. (118)

R3 Zs l r = i r Zs l r. (119)

یِ جابه�جاگرها و هم با ها Lj یِ جابه�جاگرها که این از ضمنَن است. (116) ان هم (117) که است رˇشن

میشود دیده اند، هم با SU(2) یِ مولدها یِ جابه�جاگرها ِ مثل هم با ها (−Rj)

(2 s) ∈ I, (120)

(l − s) ∈ I, −s ≤ l ≤ s, (121)

(r − s) ∈ I, −s ≤ r ≤ s, (122)

،J3 و (J · J) یِ همزمان-ویژه�بردارها ِ یافتن در است. ͳنامنف ِ ΀صحی یِ عددها یِ مجموعه I که

می΋نم. تعریف مشابه ͳی عملΎرها هم اینجا ند. مفید ͳی ابزارها (J− و J+ ترتیب (به پایینبر و بالابر

L± := L1 ± iL2,

= exp(∓ iψ)

(
± i ∂θ −

1

sin θ
∂ϕ + cot θ ∂ψ

)
. (123)

R± := R1 ± iR2,

= exp(± iϕ)

(
± i ∂θ − cot θ ∂ϕ +

1

sin θ
∂ψ

)
. (124)
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میشود دیده میرود، کار به SU(2) ِ جبر یِ نمایشها ِ ساختن در که ی روش ان هم به

L− Zs l r ∝ Zs (l−1) r. (125)

R− Zs l r ∝ Zs l (r−1). (126)

L+ Zs s s = 0. (127)

R+ Zs s s = 0. (128)

L3 Zs s s = −i sZs s s. (129)

R3 Zs s s = i sZs s s. (130)

میشود دیده (119) و (118) از

Zs l r = exp[i (r ϕ− l ψ)]Qs l r, (131)

می΋نم تعریف است. θ فقط ِ تاب΄ Qs l r که

(L±)l r := i
(
±∂θ −

r

sin θ
− l cot θ

)
. (132)

(R±)l r := i

(
±∂θ − r cot θ − l

sin θ

)
. (133)

میشوند: تبدیل Qs l r یِ برا ͳی رابطه�ها به (130) تا (125) یِ رابطه�ها ترتیب این به

(L−)l r Qs l r ∝ Qs (l−1) r. (134)

(R−)l r Qs l r ∝ Qs l (r−1). (135)

(L+)s sQs s s = 0. (136)

(R+)s sQs s s = 0. (137)

میشوند هردˇ ند. ی΋سان (137) و (136) میشود ]دیده
∂θ − s

(
1

sin θ
+ cot θ

)]
Qs s s = 0, (138)

)یا
∂θ − s cot

θ

2

)
Qs s s = 0, (139)
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میدهد نتیجه که

Qs s s ∝ sin2 s
θ

2
. (140)

میشود دیده (133) و (132) از

(L−)l r = −i

(
∂θ +

l + r

2

1 + cos θ

sin θ
− l − r

2

1− cos θ

sin θ

)
,

= −i

(
∂θ +

l + r

2
cot

θ

2
− l − r

2
tan

θ

2

)
. (141)

میشود نتیجه ،(R−)l r یِ برا مشابه ای محاسبه با و این، از

(L−)l r = −i

(
sinl+r

θ

2
cosl−r

θ

2

)−1

∂θ

(
sinl+r

θ

2
cosl−r

θ

2

)
. (142)

(R−)l r = −i

(
sinr+l

θ

2
cosr−l

θ

2

)−1

∂θ

(
sinr+l

θ

2
cosr−l

θ

2

)
. (143)

می΋نم تعریف

x := cos θ. (144)

از استفاده با

∂x = −
(
2 sin

θ

2
cos

θ

2

)−1

∂θ, (145)

میشود نتیجه

(iL−)l r = −2

(
sinl−1+r θ

2
cosl−1−r θ

2

)−1

∂x

(
sinl+r

θ

2
cosl−r

θ

2

)
,

= −(1− x)−(l−1+r) (1 + x)−(l−1−r) ∂x (1− x)l+r (1 + x)l−r. (146)

(iR−)l r = −2

(
sinr−1+l θ

2
cosr−1−l θ

2

)−1

∂x

(
sinr+l

θ

2
cosr−l

θ

2

)
,

= −(1− x)−(r−1+l) (1 + x)−(r−1−l) ∂x (1− x)r+l (1 + x)r−l. (147)

ِ تعریف با

[(L−)
m]l r := (L−)(l−m+1) r · · · (L−)l r, (148)

[(R−)
m]l r := (R−)l (r−m+1) · · · (R−)l r, (149)
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میشود دیده

[(iL−)
m]l r = (1− x)−(l−m+r)/2 (1 + x)−(l−m−r)/2

(−∂x)m (1− x)(l+r)/2 (1 + x)(l−r)/2. (150)

[(iR−)
m]l r = (1− x)−(r−m+l)/2 (1 + x)−(r−m−l)/2

(−∂x)m (1− x)(r+l)/2 (1 + x)(r−l)/2. (151)

ترتیب، این به

Qs s s ∝ (1− x)s. (152)

Qs l r ∝ [(iR−)
s−r]l s [(iL−)

l−s]s sQs s s,

∝ [(iR−)
s−r]l s [(iL−)

s−l]s s (1− x)s. (153)

میشود نتیجه

Qs l r ∝ (1− x)−(r+l)/2 (1 + x)−(r−l)/2 (−∂x)s−r (1 + x)s−l

(−∂x)s−l (1− x)2 s,

∝ (1− x)−(r+l)/2 (1 + x)−(r−l)/2 (−∂x)s−r (1 + x)s−l (1− x)s+l. (154)

میشود دیده جمله از

Qs l s ∝ (1− x)(s+l)/2 (1 + x)(s−l)/2. (155)

Qs s r ∝ (1− x)(s+r)/2 (1 + x)(s−r)/2. (156)

از واق΄ در

(R±)l r = (L±)r l, (157)

میشود نتیجه

Qs r l = Qs l r. (158)
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از سرانجام،

(−∂x)s−r (1 + x)s−l (1− x)s+l =

s−r∑
k=0

(
s− r

k

)
(−1)k [(−∂x)s−r−k (1− x)s+l]

[(∂x)
k (1 + x)s−l],

=
s−r∑
k=0

(−1)k
(
s− r

k

)
(s+ l)!

(l + r + k)!

(s− l)!

(s− l − k)!

(1− x)l+r+k (1 + x)s−l−k, (159)

میشود نتیجه

Qs l r ∝
s−r∑
k=0

(−1)k (1− x)[(l+r)/2]+k (1 + x)s−[(l+r)/2]−k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!
. (160)

ͳبسته�گ k به که (159) ِ راست ِ طرف در ͳی ضریبها شده، حساب ͳضرب ِ ثابت Έی ِ حد تا Q چون

به نسبت (160) ِ راست ِ طرف میرسد نظر به جم΄، یِ بالا ِ حد ِ خاطر به اند. شده حذف اند نداشته

چون ند، صفر k > (s− l) با یِ جمله�ها ،l > r اگر میشود دیده اما نیست. متقارن r و l ِ جابه�جاکردن

ی ش΋ل به را (160) میشود ترتیب، این به ند. مخرج در ͳمنف ِ ΀صحی ِ عدد Έی ِ فاکتُریل ِ شامل

نوشت: r و l به نسبت متقارن صریحˆن

Qs l r ∝
s−max(l,r)∑

k=0

(−1)k (1− x)[(l+r)/2]+k (1 + x)s−[(l+r)/2]−k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!
. (161)

[s − max(l, r)] تا max[0,−(l + r)] یِ گستره در k اگر ننوشت: را جمعبندی یِ حدها میشود

ترتیب، این به میشود. صفر کسر و میشود ظاهر مخرج در ͳمنف ِ عدد Έی ِ فاکتُریل نباشد،

Qs l r ∝
∑
k

(−1)k (1− x)[(l+r)/2]+k (1 + x)s−[(l+r)/2]−k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!
,

∝
∑
k

(−1)k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!(
sin

θ

2

)l+r+2 k (
cos

θ

2

)2 s−(l+r)−2 k

. (162)
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همچنین،

Zs l r ∝ exp[i (r ϕ− l ψ)]
∑
k

(−1)k (1− x)[(l+r)/2]+k (1 + x)s−[(l+r)/2]−k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!
,

∝ exp[i (r ϕ− l ψ)]
∑
k

(−1)k

k! (l + r + k)! (s− l − k)! (s− r − k)!(
sin

θ

2

)l+r+2 k (
cos

θ

2

)2 s−(l+r)−2 k

. (163)

اند. برقرار Zs l r یِ برا (65) تا (60) یِ مانسته�ها میشود دیده (122) تا (120) از استفاده با

میشود دیده همچنین،

Zs l r(ϕ, θ, ψ + 2π) = (−1)2 s Zs l r(ϕ, θ, ψ). (164)

SU(2) یِ برا R3 و L3 و (L · L = R · R) یِ همزمان-ویژه�بردارها میشود معلوم ترتیب این به

یِ همزمان-ویژه�بردارها میاورند. بر را (122) تا (120) یِ شرطها r و l و s که یند، ها Zs l r ان هم

تا (120) یِ شرطها r و l و s که یند، ها Zs l r هم SO(3) یِ برا R3 و L3 و (L · L = R · R)

،(120) یِ جا به ͳیعن است. ΀صحی هم ِشان s ِ مقدار آن بر علاوه اما میاورند، بر را (122)

s ∈ I. (165)
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