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متحرک یِ شاره Έی ِ ΀سط یِ مانا ِ ش΋ل

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

کانال ِ عمق اگر می΋ند. حرکت یΈکانال در که میشود ͳتراکم-ناپذیربررس یِ ͳآرمان یِ یΈشاره

΀سط این ِ ش΋ل میبرد. بیرون ͳافق ِ حالت از را شاره ِ آزاد ِ ΀سط شاره ِ حرکت نباشد، ی΋نواخت

دست به جریان ِ سرعت و کانال، ِ عمق کانال، ِ کف ِ ΀سط ِ ش΋ل ِ حسب بر مانا، ِ حالت در

میآید.

درامد 0

در می΋ند، حرکت ی΋نواخت ِ کانال Έی در ثابت ِ سرعت با که تراکم-ناپذیر و ͳارمان یِ شاره Έی

ͳافق هم آزاد ِ ΀سط نباشد، ͳافق کانال ِ کف اگر اما میمانَد. ͳافق َش ِ-آزاد -΀سط مانا ِ حالت

شود بیشتر عمق چه هر و باشد، کف ِ ش΋ل ِ شبیه ΀سط ِ ش΋ل کم یِ عمقها در میرود انتظار نمیمانَد.

ͳطول یِ راستا در x که میΎیرم چنان را (x, y, z) یِ ͳدِکَرت ِ مختصات شود. کم ΀سط بر کف ِ اثر

رو-به-بالا هم را y ِ افزایش ِ جهت باشد. عمودی یِ راستا در y و کانال، یِ ͳعرض یِ راستا در z و

میΎیرم. z از مستقل را عمق) و پهنا، شاره، ِ سرعت جمله (از کانال در مختلف یِ کمیتها میΎیرم.

یِ محاسبه هدف ست. دˇبˇعدی عملَن مسئله ترتیب این به میΎیرم. صفر هم را شاره ِ سرعت ِ z یِ مئلفه
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آب، ِ ارتفاع و ͳافق ِ سرعت البته و کانال، ِ کف ِ ش΋ل ِ حسب بر شاره ِ آزاد ِ ΀سط یِ مانا ِ ش΋ل

کف ِ انحراف که میشود انجام ی حالت یِ برا کامل یِ محاسبه و میشود فرض ͳناچرخش جریان است.

است. Έکوچ ،ͳافق ِ حالت از ِ-آزاد -΀سط ِ انحراف نتیجه در و ،ͳافق ِ حالت از

معادلات 1

میشود گرانروی) ِ (بدون ͳآرمان یِ شاره Έی یِ برا [1] نیوتُن ِ دوم ِ قانون

ρ (v̇ + v ·∇v) = −∇P − ρ∇U. (1)

است. جرم بر پتانسیل یِ انرژی U و فشار، P سرعت، v ،ͳالΎچ ρ است. زمان به نسبت X ِ مشتق Ẋ

یِ معادله ست. ͳگرانش ِ پتانسیل U پس میشود. گرفته نظر در ͳگرانش ِ پتانسیل یِ انرژی فقط اینجا

میشود هم ͳΎ̃پیوست

ρ̇+∇ · (ρv) = 0. (2)

یِ (مشتقها ست مانا جریان و است)، زمان و م΋ان از مستقل ͳالΎچ) است تراکم-ناپذیر شاره ی وقت

میشوند ͳΎ̃پیوست یِ معادله و [1] نیوتُن ِ دوم ِ قانون َند) صفر ͳزمان

v ·∇v = −∇
(
P

ρ
+ U

)
. (3)

∇ · v = 0. (4)

ͳیعن میشود، فرض ͳناچرخش جریان

∇× v = 0. (5)

ترتیب، این به

0 = v × (∇× v),

=
1

2
∇ (v · v)− v ·∇v, (6)

میدهد نتیجه که

v ·∇v =
1

2
∇ (v · v). (7)
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میΎذارم: (3) در را این

∇
(
1

2
v · v +

P

ρ
+ U

)
= 0, (8)

ست: [2] ͳبِرنول ِ قانون ان هم که
1

2
v · v +

P

ρ
+ U = constant. (9)

است: اس΋الر ِ میدان Έی ِ گرادیان سرعت میشود نتیجه (5) از

v = ∇ψ. (10)

میΎذارم: (4) در را این

∇ ·∇ψ = 0. (11)

یافت. ([3] در (مثلَن شارِها ِ Έانی΋م یِ متنها در میشود را اینها

مرزی ِ شرایط 2

در شاره ِ آزاد ِ ΀سط است. x ِ تاب΄ h که است، y = h در َش کف که میΎیرم نظر در را ی کانال

است صفر ζ که ͳی جا آزاد، ِ ΀سط در شاره ِ سرعت است. x ِ تاب΄ ζ و Hثابت که است، z = H+ ζ

ِ کشش ِ اثر (از است. ثابت که است، جˆو ِ فشار ِ برابر فشار آزاد، ِ ΀سط در میدهم. نشان V با را

میشود نتیجه (9) از ترتیب این به ام.) پوشیده چشم ͳسطح
1

2
[v(x,H + ζ)] · [v(x,H + ζ)] + g ζ =

1

2
V 2. (12)

نتیجه است، مماس آزاد ِ ΀سط بر آزاد ِ ΀سط در و کانال ِ کف بر کانال ِ کف در سرعت که این از

میشود

v2[x, h(x)]

v1[x, h(x)]
= (Dh)(x), (13)

v2[x,H + ζ(x)]

v1[x,H + ζ(x)]
= (D ζ)(x), (14)

چنین را ϕ ِ اس΋الر ست. مشتقΎیری D و َند، متناظر y و x ترتیب به یِ جهتها با 2 و 1 یِ شاخصها که

می΋نم. تعریف

v =: V x̂+∇ϕ. (15)
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ترتیب، این به

∇ ·∇ϕ = 0. (16)

خطͳ-سازی 3

این یِ برا َند. Έکوچ ϕ و ζ و h است، V x̂ تقریبˆن سرعت و است ی΋نواخت تقریبˆن کانال ی وقت

میشوند (14) و (13) و (12) می΋نم. ͳخط را معادلات حالت،

V (D1 ϕ)(x,H) = −g ζ(x). (17)

(D2 ϕ)(x, 0) = V (Dh)(x). (18)

(D2 ϕ)(x,H) = V (D ζ)(x). (19)

،ϕ و ζ و h یِ کمیتها یِ [4] فوریه ِ تبدیل ِ حسب بر است. ُم i ِ متغیر به نسبت مشتقΎیری Di

h(x) =

∫
dk

2π
exp(i k x) h̃(k), (20)

ζ(x) =

∫
dk

2π
exp(i k x) ζ̃(k), (21)

ϕ(, yx) =

∫
dk

2π
exp(i k x) ϕ̃(k, y), (22)

میشوند (19) تا (16) یِ رابط̃ها

{[(D2)
2 − k2] ϕ̃}(k, y) = 0. (23)

i k V ϕ̃(k,H) = −g ζ̃(k). (24)

(D2 ϕ̃)(k, 0) = i k V h̃(k). (25)

(D2 ϕ̃)(k,H) = i k V ζ̃(k). (26)

کرد. حساب h̃ ِ حسب بر را ζ̃ میشود اینها با
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نتای; 4

میشود نتیجه (23) از

ϕ̃(k, y) = A cosh(k y) +B cosh[k (H − y)]. (27)

میΎذارم: (26) و (25) در را این

−B k sinh(kH) = i k V h̃(k). (28)

Ak sinh(kH) = i k V ζ̃(k). (29)

ترتیب، این به

ϕ̃(k, y) =
iV {cosh(k y) ζ̃(k)− cosh[k (H − y)] h̃(k)}

sinh(kH)
. (30)

میΎذارم: (24) در را ]این
− k V 2

tanh(kH)
+ g

]
ζ̃(k) +

k V 2

sinh(kH)
h̃(k) = 0. (31)

ترتیب، این ]به
cosh(kH)− g H

V 2

sinh(kH)

kH

]
ζ̃(k) = h̃(k). (32)

یِ معادله ِ جواب

f(k) ζ̃(k) = h̃(k), (33)

میشود

ζ̃(k) = pf

[
h̃(k)

f(k)

]
+
∑
i

ai δ(k − ki), (34)

َند: f یِ صفرها ها ki و َند دلبخاه ͳی ثابتها ها ai که

f(ki) = 0. (35)

،(32) یِ معادله یِ برا است. همΎن یِ معادله ِ جواب ،(34) در دوم یِ جمله

f(k) = cosh(kH)− g H

V 2

sinh(kH)

kH
. (36)

صورت، این در

ζ̃(k) = pf

 h̃(k)

cosh(kH)− g H

V 2

sinh(kH)

kH

+ a δ(k − k0) + b δ(k + k0), (37)
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و َند دلبخاه ͳی ثابتها b و a که

cosh(k0H)− g H

V 2

sinh(k0H)

k0H
= 0. (38)

که دارد جواب ی وقت فقط معادله این البته

|V | ≤ Vc, (39)

که

Vc =
√
g H. (40)

ͳگران ِ امواج یِ برا ͳپاشندِگ یِ معادله

ω2(k) = g k tanh(kH) (41)

v(k) یِ برا ترتیب این به .([3] از 1 ِ فصل (مثلَن است مˇ; ِ عدد و مˇ; یِ ͳزاویِئ ِ بسامد ω که است،

میشود. نتیجه فاز) ِ (سرعت

v2(k) = g H
tanh(kH)

kH
. (42)

میشود دیده

v(k) <
√
g H. (43)

v(k0) با V که باشد ی k0 که این (39) و باشد، برابر v(k0) با V که است این (38) ترتیب، این به

چنین می΋ند. حرکت V ِ سرعت با شاره به نسبت که ست ی ش΋ل با متناظر مانا، ِ جواب باشد. برابر

ِ ِ-مˇ; عدد- اگر تنها و اگر است مم΋ن کانال) ِ کف ِ ُ-خیز (افت- ͳبیرون ِ Έتحری ِ بدون ی جواب

(37) در سوم و دوم یِ جمل̃ها و است، k0 ِ-مˇ; عدد- این باشد. V ِ برابر ی ِ-فاز سرعت- با متناظر آن

َند. ِ-مˇ; عدد- این با متناظر یِ جوابها

از میدهد. نشان را کانال ِ کف ِ ش΋ل به آزاد ِ ΀سط ِ ش΋ل یِ ͳΎ̃بست هم (37) در اول یِ جمله

میمانَد. ͳافق آزاد ِ ΀سط ͳیعن میشود، صفر جمله این است، صفر V ی وقت میشود دیده جمله

پانوشتها 5
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