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یِ رسانا یِ میله Έی یِ برا بار یِ ͳالΎچ و ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل بیضوی، ِ مختصات از استفاده با

میئاید. دست به باپایان ِ باردار

درامد 0

باشد، داشته باپایان) (و معین یِ ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل که S یِ بˇعدی کمتر-) (یا -Έی یِ مجموعه Έی

ِ پتانسیل باشد، داشته بار S اگر که است این علت ندارد. ی اثر فضا یِ بقیه یِ ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل در

S بر بار یِ) ͳالΎچ) است، باپایان S بر ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل اگر پس میشود. بیپایان آن بر ͳ΋تری΋ال

است. صفر

ی اثرگذار یِ مرزی ِ شرط ی وقت فقط است، مشخص آن بر ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل که خم Έی پس

ی وقت فقط رسانا ِ باپایان یِ میله Έی جمله، از باشد. بیپایان ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل این که میسازد

ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل ی وقت شود. وصل بینهایت یِ ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل به که میسازد ͳ΋تری΋ال ِ میدان

ِ راه Έی نیست. خُش-تعریف است) ثابت آن بر (پتانسیل ست رسانا میله که این است، بینهایت میله بر

(و بزرگ آن بر پتانسیل که رود، کار به نازک یِ رسانا Έی میله یِ جا به که است این مسئله یِ ͳبررس
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میله یِشان حدی ِ حالت که گرفت، ی مختلف یِ ش΋لها به میشود را ͳ΋کم یِ رسانا این است. ثابت)

میله یِ ͳسمت ِ تقارن ی جسم چنین گرفت. کشیده ِ دوار ِ بیضیΎون Έی را آن میشود جمله از باشد،

با ای مسئله یِ برا ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل که هست هم مزیت این و است، آن یِ حدی ِ حالت میله دارد، را

کرد. ͳبررس بیضوی ِ مختصات با میشود را هندسه این

بیضوی ِ مختصات 1

یِ ͳاستوان̃ئ ِ مختصات یِ رو از (s, ϕ, t) دوم ِ نُ΄ یِ بیضوی ِ مختصات آمده، هم [2] و [1] در که چنان

میشوند. تعریف چنین (ρ, ϕ, z)

ρ = c sinh s sin t,

z = c cosh s cos t. (1)

Έی s = constant یِ رویِها از Έی هر گرفت. {[0,∞) × [0, π]} میشود را (s, t) یِ گستره

ِ دوار ِ هذلولیΎون Έی از ی نیم t = constant یِ رویِها از Έی هر و کشیده، ِ دوار ِ بیضیΎون

ͳلَپلَس است. مبدئ َش وسط که است، z ِ محور بر (2 c) ِ طول به ی پارِخط s = 0 است. دˇپارچه

میشود بیضوی ِ مختصات ِ حسب بر

∇2 =
1

E2(s, t)

(
1

sinh s

∂

∂s
sinh s

∂

∂s
+

1

sin t

∂

∂t
sin t

∂

∂v

)
+

1

c2 sinh2 s sin2 t

∂2

∂ϕ2
, (2)

که

E2(s, t) := c2 (sinh2 s+ sin2 t),

= c2 (cosh2 s− cos2 t). (3)
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کشیده ِ دوار ِ یΈبیضیΎون ِ ش΋ل به ͳی رسانا 2

یِ برا ِ-مرزی شرایط- یِ مسئله دارد. Q ِ بار کشیده ِ دوار ِ بیضیΎون Έی ِ ش΋ل به ͳی رسانا گیرم

را [3] لَپلَس یِ معادله رسانا این ِ بیرون (ͳ΋تری΋ال ِ (پتانسیل ψ که این میشود رسانا این ِ بیرون

V ِ ثابت ِ مقدار البته . است V ِ ثابت ِ مقدار رسانا این بر و میشود، صفر بینهایت در میئاورˆد، بر

s = s0 با متناظر رسانا ِ ΀سط که میΎیرم چنان را محورها شود. تعیین Q یِ رو از باید و نیست معلوم

ِ بزرگ ِ قطر (2 a) و بیضیΎون یِ ͳکانون یِ فاصله (2 c) ترتیب این به باشد. بیضوی ِ مختصات در

که چنان است، بیضیΎون ِ خروج-از-مرکز e یا است، بیضیΎون

cosh s0 =
a

c
,

=
1

e
. (4)

مرزی ِ شرایط و [1] لَپلَس یِ معادله که هست باشد s فقط ِ تاب΄ که ی پتانسیل میشود دیده ͳسادِگ به

براورˆد: را

d

ds

(
sinh s

dψ

ds

)
= 0. (5)

lim
s→∞

ψ(s) = 0. (6)

ψ(s = s0) = V. (7)

میشود (6) و (5) ِ جواب

ψ = A ln
cosh s+ 1

cosh s− 1
, (8)

کرد: حساب (7) از میشود را ثابت این است. ثابت Έی A که

A =

(
ln

cosh s0 + 1

cosh s0 − 1

)−1

V,

=

(
ln

1 + e

1− e

)−1

V. (9)

در و s رسانا، از دور ست. رسانا از دور پتانسیل یِ ͳبررس راه Έی شود. تعیین Q یِ رو از باید V ِ خُد

و است بزرگ cosh s نتیجه
r

cosh s
= c+ · · · , (10)
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پس، است. مبدئ تا فاصله r که

ψ =
2A

cosh s
+ · · · ,

=
2Ac

r
+ · · · . (11)

ضمنَن، رسانا از دور

ψ =
Q

4π ε0 r
+ · · · . (12)

ترتیب، این به

A =
Q

8π ε0 c
. (13)

اینجا، از

ψ =
Q

8π ε0 c
ln

cosh s+ 1

cosh s− 1
. (14)

V =
Q

8π ε0 c
ln

1 + e

1− e
. (15)

بار یِ ͳالΎچ 3

است. چنین رسانا) بر بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ) σ

σ = −ε0 ∇n̂ψ, (16)

اینجا، است. بیرون یِ سو به رسانا ِ ΀سط بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n̂ که

n̂ =

∣∣∣∣∂r∂s
∣∣∣∣−1

∂r

∂s
, (17)

ترتیب، این به است. م΋ان ِ بردار r که

σ = −ε0
∣∣∣∣∂r∂s

∣∣∣∣−1
dψ

ds
. (18)

نوشته یΈ-متغیره ِ تاب΄ ِ مشتق ͳپارِئ ِ مشتق یِ جا به پس است. s فقط ِ تاب΄ ψ که رفته کار به این

میشود دیده (1) از شده.
∂r

∂s
= c (ρ̂ cosh s sin t+ ẑ sinh s cos t), (19)
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ترتیب، این به یˆند. ͳاستوان̃ئ ِ مختصات در ی΋ه یِ پایه یِ بردارها ẑ و ϕ̂ و ρ̂ r∂s∂∣∣∣∣که
∣∣∣∣ = [c2 (cosh2 s sin2 t+ sinh2 s cos2 t)]1/2,

= cE(s, t). (20)

پس،

σ(t) = ε0
1

E(s0, t)

Q

4π ε0 c

1

sinh s0
,

=
Q

4π c2E(s0, t) sinh s0
. (21)

است. چنین (ϕ, t) ِ مختصات با s = s0 یِ رویه بر مساحت) ِ (عنصر dS یِ رابطه

dS =

∣∣∣∣∂r∂ϕ × ∂r

∂t

∣∣∣∣ dϕ dt,
= |ρ ϕ̂× [c (ρ̂ sinh s0 cos t− ẑ cosh s0 sin t)]|dϕ dt,

= (c sinh s0 sin t) [cE(s0, t)] dϕdt. (22)

ترتیب، این به

dQ = σ dS,

=
Q sin t

4π
dϕ dt. (23)

است: dt با برابر t ِ حسب بر اَش گستره که ست ای ناحیه در بار حاصل میΎیرم. انتΎرال ϕ بر این از

dQ =
Q sin t

2
dt. (24)

،s = s0 یِ رویه بر نوشت. هم (t یِ جا (به z ِ حسب بر میشود را این

dz = −c cosh s0 sin t dt. (25)

ترتیب، این به

dQ =
Q

2 c cosh s0
dz, (26)

میشود (4) از استفاده با که

dQ =
Q

2 a
dz, (27)
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یا

λz =
Q

2 a
, (28)

یِ فاصله به ،z ِ محور بر عمود یِ صفحه دˇ ِ بین ِ بار است: z به نسبت بار یِ ͳطول یِ ͳالΎچ λz که

ی΋نواخت بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ است. ی΋نواخت ͳالΎچ این میشود دیده است. λz dz هم از dz

رخ کشیده ِ بیضیΎون یِ رئسها در ͳسطح یِ ͳالΎچ یِ بیشینه میشود. زیاد sin t ِ کاهش با و نیست

میرفت. انتظار که چنان میدهد،

میله 4

یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ حالت این در میΎراید. صفر به s0 که است، کشیده ِ بیضیΎون یِ حدی ِ حالت میله

ِ نسبت اما شده. تُزی΄ یΈ-بˇعدی یِ ناحیه Έی بر بار چون میرفت، انتظار که چنان میشود، بینهایت بار

همچنان هم ͳطول یِ ͳالΎچ میمانَد. باپایان z = 0 مثلَن در ͳسطح یِ ͳالΎچ به ͳسطح یِ ͳالΎچ

است: ی΋نواخت

σ(t)

σ(π/2)
=

1

sin t
. (29)

λz =
Q

2 c
. (30)

میشود اما میشود. بینهایت (15) در V چون نیست، خُش-تعریف باشد ثابت میله ِ پتانسیل که این

کرد: ͳبررس را آن یِ حدی ِ رفتار و حساب، را (z ِ محور بر ͳ΋تری΋ال ِ میدان ِ (تصویر E

E = −ẑ ·∇ψ,

=
σ

ε0
ẑ · n̂,

=
σ

ε0

c sinh s0 cos t

cE(s0, t)
, (31)

میدهد نتیجه که

E =
Q cos t

4π ε0 c2 [E(s0, t)]2
. (32)
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میله، یِ برا

E =
Q cos t

4π ε0 c2 sin2 t
,

=
Qz

4π ε0 c (c2 − z2)
. (33)

را نتیجه این میشود. بینهایت میله یِ سرها در حتا نیست، صفر میله ِ وسط جز میدان این میشود دیده

میله از ی بخش از حاصل ِ میدان میله، بر z یِ مختصه به ای نقطه در آورد. دست به میشد هم مستقیم

ِ وسط نقطه این و است ی΋نواخت بار یِ ͳطول یِ ͳالΎچ چون است، صفر است [−c + 2 z, c] بر که

پس است. میله از بخش آن

E =
λz

4π ε0

∫ −c+2 z

−c

dz′

(z − z′)2
. (34)

که را [−c+ 2 z,−c] یِ ناحیه ست ͳکاف حالت آن در است. درست هم ͳمنف یِ ها z یِ برا رابطه این

است. (33) ان هم (34) میشود دیده بΎیرم. نظر در (−λz) و λz ِ چΎالͳ-یِ-بار دˇ ِ شامل ندارد بار

جواب باشد صفر ͳ΋تری΋ال ِ میدان یِ مماس-بر-میله ِ بخش که ِِ-مرزی شرط- این که این نتیجه

است، بینهایت میله بر ͳ΋تری΋ال ِ میدان چون که کرد، باپایان را بخش این میشود ِ-بالا دست- ندارد.

است. عمود میله بر ͳ΋تری΋ال ِ میدان ͳیعن

پانوشتها 5
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