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َند. سرعت و م΋ان، زمان، از تاب΄ Έی ِ صفر-بودن ِ ش΋ل به که میشوند ͳبررس ͳی ِ-ناهˇلُنُمها قید-

دست به کار این ِ صفر-شدن یِ برا ی شرایط و میشود ͳیررس قیدها این با متناظر یِ نیروها ِ کار

میئاید.

مسئله 0

ِ قید می΋ند. محدود گسترش-یافته) یِ پی΋ربندی (یِ فضا از ی بخش به را حرکت که ست ی چیز قید

q ِ م΋ان که است این C ِ هˇلُنُم ِ قید Έی با متناظر ِ محدودیت است. زمان و م΋ان از تاب΄ Έی هˇلُنُم

آورˆد. بر را شرط این t ِ زمان هر در باید

C[t, q(t)] = 0. (1)

Έی ِ ش΋ل به است مم΋ن ناهˇلُنُم ِ قید نباشد: بالا ِ ش΋ل به که ست ی محدودیت هر ناهˇلُنُم ِ قید

Έی ِ ش΋ل به است مم΋ن ناهˇلُنُم ِ قید نرود). بیرون جعبه Έی از باشد مقید جسم (مثلَن باشد نابرابری
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هست: هم سرعت ِ شامل زمان و م΋ان بر علاوه که باشد برابری

Z[t, q(t), q̇(t)] = 0. (2)

قیدها این فقط ادامه در میΎویم. ͳی برابری ِ قید Έی است، تاب΄ Έی ِ صفر-شدن با متناظر که ی قید به

می΋نم. ͳبررس را

چΎونه براورˆد را قید آن است قرار که ͳی نیرو نمی΋ند تعیین ͳتنهای به شود، براورده قید Έی که این

این با متناظر یِ نیرو است مم΋ن کند، حرکت ΀سط Έی بر است مقید جسم Έی ی وقت مثلَن است.

ِ براوردن ِ راه Έی باشد. داشته هم (اصط΋اک) ΀مماس-بر-سط یِ مئلفه یا باشد، ΀سط بر عمود قید

اضافه لΎَرانژی به [1] لΎَرانژ ِ ضریب Έی با ͳی ِ-برابری قید- آن که است این ͳی ِ-برابری قید- Έی

میدهم، نشان L̃ با را آن که می΋نم تعریف گسترش-یافته یِ لΎَرانژی Έی L یِ لΎَرانژی با متناظر شود:

که چنان

L̃ = L+ µZ. (3)

ِ وردش ِ صفر-شدن حرکت ِ معادلات هست. هم µ ِ شامل q بر علاوه L̃ است. [1] لΎَرانژ ِ ضریب µ

که است، انتخاب Έی قید ِ اعمال ِ ش΋ل این یˆند. ͳدرون یِ زمانها یِ برا (L̃ یا متناظر ِ (کنش S̃

این با متناظر یِ قیدی یِ نیروها یِ ͳبررس هدف ست. قیدی یِ نیروها از ی خاص ِ ش΋ل با متناظر

است. انتخاب

حرکت ِ معادلات 1

اند. چنین میئایند دست به (3) یِ لΎَرانژی از که ͳی معادله-یِ-حرکتها آمده، [2] مثلَن در که چنان

Ẽi = 0, (4)
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که

Ẽi =
∂ L̃

∂ qi
− d

d t

(
∂ L̃

∂ q̇i

)
,

= Ei + Fi. (5)

Ei =
∂ L

∂ qi
− d

d t

(
∂ L

∂ q̇i

)
. (6)

Fi = µ
∂ Z

∂ qi
− d

d t

(
µ
∂ Z

∂ q̇i

)
. (7)

که میئاید، دست به µ نسبت L̃ ِ وردش ِ صفر-گذاشتن با هم معادله Έی البته ست. قیدی یِ نیرو F

است: قید ِ خُد

Z = 0. (8)

قیدی یِ نیرو ِ کار 2

میدهم: نشان δW با را δ q یِ ͳجابِجای با متناظر قیدی یِ نیرو ِ کار

δW = Fi δ q
i. (9)

میشود دیده

δW = µ

(
∂ Z

∂ qi
δ qi +

∂ Z

∂ q̇i
δ q̇i
)
− d

d t

(
µ
∂ Z

∂ q̇i
δ qi
)
. (10)

میدهم: نشان δv q با را ثابت) ِ زمان (در قید با سازگار یِ ͳجابِجای

0 =
∂ Z

∂ qi
δv q

i +
∂ Z

∂ q̇i
δv q̇

i. (11)

مجازی ِ کار یا سازگار-با-قید ِ کار آن به و میدهم نشان δv W با را ͳی ͳچنین-جابِجای با متناظر ِ کار

میشود دیده میΎویم.

δv W = − d

d t

(
µ
∂ Z

∂ q̇i
δv q

i

)
. (12)
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میدهم: نشان δa q با را قید) با سازگار (یِ ͳواقع یِ ͳجابِجای

δa q
i = q̇i δ t. (13)

میشود براورˆد را قید q که این ِ شرط

0 =
∂ Z

∂ t
+

∂ Z

∂ qi
q̇i +

∂ Z

∂ q̇i
q̈i. (14)

میشود دیده میدهم. نشان δa W با را (ͳی ͳچنین-جابِجای با متناظر ِ (کار ͳواقع ِ کار

δa W = −
[
µ
∂ Z

∂ t
+

d

d t

(
µ
∂ Z

∂ q̇i
q̇i
)]

δ t. (15)

خاص یِ حالتها 3

هˇلُنُم ِ قید 3.1

:λ ِ [1] ِ-لΎَرانژ ضریب- و C ِ ِ-هˇلُنُم قید- با متناظر

L̃ = L+ λC, (16)

میشوند ترتیب، به ،(15) و (12) و (7) ِ معادلات

Fi = λ
∂ C

∂ qi
. (17)

δv W = 0. (18)

δa W = −λ
∂ C

∂ t
δt. (19)

قید که ی شرط به است، صفر قیدی یِ نیرو یِ ͳواقع ِ کار است. صفر قیدی یِ نیرو یِ مجازی ِ کار

باشد. زمان از مستقل
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هم-ارز-هˇلُنُم ِ قید 3.2

Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق ͳیعن باشد، انتΎرال-پذیر D اگر است، هم-ارز-هˇلُنُم D ِ قید میΎویم

باشد: م΋ان) و زمان فقط (از C ِ تاب΄

D =
dC

d t
, (20)

ͳیعن که

D(t, q, q̇) = Dj(t, q) q̇
j +D0(t, q). (21)

Dj =
∂ C

∂ qj
. (22)

D0 =
∂ C

∂ t
. (23)

:µ ِ [1] ِ-لΎَرانژ ضریب- و D ِ قید با متناظر

L̃ = L+ µD, (24)

میشود دیده

L̃ = L− µ̇ C +
d(µC)

d t
. (25)

با λ ِ تعریف با واق΄ در است. هم-ارز D یِ جا به C ِ قید با متناظر ͳی لΎَرانژی با L̃ ترتیب این به

λ = −µ̇, (26)

از که ی قید که این آن و میمانَد، ͳباق ظریف ِ تفاوت Έی میشود. هم-ارز (16) در L̃ با (24) در L̃

میئاید دست به (24)

D = 0 (27)

ͳیعن است.

dC

d t
= 0. (28)
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(در (1) با باشد) صفر زمان Έی در C) ِ-اولیه شرط- Έی با همراه اما نیست، (1) دقیقَن قید این

است. هم-ارز زمانها) یِ همه

میشود. چنین (24) در L̃ با متناظر یِ قیدی یِ نیرو

Fi = µ

(
∂ Dj

∂ qi
q̇j +

∂ D0

∂ qi

)
− d(µDi)

d t
. (29)

میشود دیده

Fi = µ

[(
∂ Dj

∂ qi
− ∂ Di

∂ qj

)
q̇j +

(
∂ D0

∂ qi
− ∂ Di

∂ t

)]
− µ̇Di. (30)

پس است. صفر کروشه میشود نتیجه (23) و (22) از

Fi = −µ̇Di. (31)

(17) ان هم (31) میشود معلوم ندارد، ͳΎ̃بست سرعت به C که این با همراه ،(26) و (22) از استفاده با

و است صفر قیدی یِ نیرو یِ مجازی ِ کار است: برقرار (19) و (18) میشود معلوم جمله از است.

باشد. صفر D0 ͳیعن باشد، زمان از مستقل C اگر است صفر قیدی یِ نیرو یِ ͳواقع ِ کار

سرعت-آفین ِ قید 3.3

ͳیعن این باشد. ͳخط ِ-بالا دست- سرعت به E یِ ͳΎ̃بست اگر است، سرعت-آفین E ِ قید میΎویم

است: برقرار (21) یِ مانسته

E(t, q, q̇) = Ej(t, q) q̇
j + E0(t, q), (32)

می΋نم: تعریف (24) با مشابه را L̃ نیستند. برقرار لزومˆن (23) و (22) یِ مانست̃ها ͳول

L̃ = L+ µE. (33)

میشود آخری این میشوند. نتیجه (30) و (29) یِ مانست̃ها

Fi = µ

[(
∂ Ej

∂ qi
− ∂ Ei

∂ qj

)
q̇j +

(
∂ E0

∂ qi
− ∂ Ei

∂ t

)]
− µ̇ Ei. (34)
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نمیشود. نتیجه لزومˆن (31) یِ مانسته پس نیست، صفر لزومˆن کروشه هم-ارز-هˇلُنُم، ِ قید ِ خلاف بر اما

Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق E که است این کروشه ِ صفر-شدن یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط واق΄ در

و i به نسبت کروشه، در اول ِ پرانتز البته باشد. برقرار (20) یِ مانسته ͳیعن باشد، م΋ان و زمان از تاب΄

نتیجه، در است. پادمتقارن j(
∂ Ej

∂ qi
− ∂ Ei

∂ qj

)
q̇j q̇i = 0. (35)

ترتیب، این به

δa W =

[
µ

(
∂ E0

∂ qi
− ∂ Ei

∂ t

)
˙qi − µ̇ Ei ˙q

i

]
δ t. (36)

کروشه، ِ درون ِ آخر یِ جمله در قید ِ اعمال با

δa W =

[
µ

(
∂ E0

∂ qi
− ∂ Ei

∂ t

)
˙qi + µ̇ E0

]
δ t. (37)

است. صفر قیدی یِ نیرو یِ ͳواقع ِ کار باشند، زمان از مستقل ها Ei و باشد صفر E0 اگر میشود دیده

پانوشتها 4
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