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مرکزی یِ نیرو یِ برا وارون یِ مسئله
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یِ برا نیرو میشود. ͳبررس مدار یِ باره در ͳی دادِها ِ اساس بر مرکزی یِ نیرو یِ محاسبه یِ مسئله

میئاید. دست به مثال چند

مرکزی یِ نیرو یِ مسئله 1

ست ͳی نیرو ِ اثر در که است ذره Έی ِ حرکت یِ مسئله مرکزی یِ نیرو یِ مسئله از منظور متن این در

ضرب (مبدئ) ثابت یِ نقطه Έی از فاصله فقط ِ تاب΄ ی عدد با است برابر و است، مان فقط ِ تاب΄ که

میدهم: نشان f با را جرم بر تقسیم نبرو مبدئ). به (نسبت مان ِ بردار در

f = n f(r), (1)

است: (r مان، با هم-جهت یِ یه ِ (بردار ͳشعاع یِ یه ِ بردار n و مبدئ از فاصله r که

r = rn. (2)
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انرژی-یِ- است. r فقط ِ تاب΄ که هست پتانسیل یِ انرژی Έی ͳی نیرو چنین با متناظر که است رˇشن

میدهم: نشان v با را جرم بر تقسیم پتانسیل

f = −d v

d r
. (3)

نتیجه این از است. پایسته میند حرکت مرکزی یِ نیرو Έی ِ تحت که ای ذره یِ ͳزاویِئ یِ تانه

آن در ͳقطب ِ مختصات دارد). بر در را مبدئ مدار ِ شامل یِ صفحه (و است مسط ذره ِ مدار میشود

میدهم: نشان ℓ با را جرم بر تقسیم ͳزاویِئ یِ تانه میدهم. نشان (r, ϕ) با را صفحه

ℓ = r2 ϕ̇, (4)

است. (زمان) t به نسبت X ِ مشتق Ẋ که

جرم بر تقسیم انرژی است. پایسته هم میند حرکت مرکزی یِ نیرو Έی ِ تحت که ای ذره یِ انرژی

است: پتانسیل و ͳجنبش یِ بخشها ِ شامل انرژی میدهم. نشان e با را

e =
ṙ2

2
+

r2 ϕ̇2

2
+ v, (5)

،(4) از استفاده با یا،

e =
ṙ2

2
+

ℓ2

2 r2
+ v. (6)

میشود (4) از استفاده با این،

e =
ℓ2 r′2

2 r2
+

ℓ2

2 r2
+ v, (7)

ِ ِ-متغیر تغییر- با است. ϕ به نسبت X ِ مشتق X′ که

u =
1

r
, (8)

میشود (7) یِ معادله

e =
ℓ2

2
(u′2 + u2) + v, (9)
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،(3) از استفاده و ϕ به نسبت مشتق-گیری با یا،

0 = ℓ2(u′′ + u) +
f

u2
. (10)

است. چنین است) بسته مدار ی وقت مدار، یِ (دˇره T میشود دیده ضمنَن (4) از

T =
2S

ℓ
, (11)

در میشود را اینها میروبد. دˇره Έی ِ ͳط ذره به ِ-نیرو مرکز- ِ واصل ِ خط که ست ی مساحت S که

یافت. [1] مثلَن

مدار یِ رو از نیرو یِ محاسبه 2

،(9) از انتΎرال-گیری با برد. کار به مدار ِ شل یِ محاسبه یِ برا میشود را (10) یا (9) ِ روابط

میئاید: دست به (r (یا u ِ حسب بر ϕ یِ برا ی عبارت

ϕ =

∫
du

{
±
[
2

ℓ2
(e− v)

]−1/2
}
. (12)

این به است. (ϕ0 (مثلَن ͳجمع ِ ثابت Έی ِ شامل پس است. نامعین ِ انتΎرال Έی راست ِ طرف

را مدار یِ سمت-گیری تا سه میشود. تعیین پارامتر پن; با مدار نیرو-یِ-مرکزی یِ مسئله در ترتیب،

را مدار یِ صفحه بر عمود ِ بردار و یˆند ͳزاویِئ یِ تانه ِ جهت با متناظر تا دˇ اینها از مینند. تعیین

یِ سمت-گیری زاویه) به نسبت ͳجمع ِ (ثابت ͳسوم میΎذرد). نیرو ِ مرکز از (صفحه مینند مشخص

میشود. تعیین (e و ℓ) پارامتر دˇ فقط با مدار ِ شل میند. مشخص را صفحه در مدار

میشود را (10) است. مدار ِ شل یِ رو از انرژی-یِ-پتانسیل) (یا نیرو یِ محاسبه وارون یِ مسئله

نوشت. چنین

u′′

u
+ 1 = − 1

ℓ2
f

u3
. (13)

یِ رابطه ِ داشتن با ترتیب، این به باشد. نداشته ͳΎ̃بست هم e و ℓ به و باشد ϕ از مستقل f است قرار البته

میشود: جاگذاری u ِ حسب بر ϕ حاصل در و میشود محاسبه ϕ به نسبت u ِ دوم ِ مشتق ϕ و u ِ بین

u′′

u
+ 1 =: g(u, ξ), (14)
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Έی باشد e و ℓ از مستقل f که این مینند. تعیین را مدار ِ شل که ست ͳی پارامترها با متناظر ξ که

با میΎذارد. g بر قید

1

g

∂ g

∂ u
=: h, (15)

باشد، چنین که این ِ فرض با باشد. e و ℓ از مستقل باید h میشود دیده

f = −ℓ2 u3 g. (16)

مثالها 3

مبدئاست شدر َ یΈکانون که ͳمخروط ِ یΈمقط΄ 3.1

میشود ی چنین-مدار یِ معادله

u = α+ β cos(ϕ− ϕ0), (17)

میشود دیده ندارد. ی اثر مدار ِ شل بر ϕ0 ست. ͳنامنف β و َند ثابت ϕ0 و β و α که

g =
α

u
. (18)

h = − 1

u
. (19)

میشود نتیجه هم (16) از است. e و ℓ از مستقل h که است رˇشن

f = −ℓ2 αu2, (20)

ِ تعریف با که

ℓ2 α =: k, (21)

میشود

f = − k

r2
. (22)
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α اگر است. (دافعه) جاذبه نیرو باشد، (ͳمنف) مثبت α اگر است. ِ-فاصله ِ-مجذور- عس- نیرو

یِ نیم-قطرها ست. ͳبیض مدار است، جاذبه نیرو و است مثبت α صورت این در که باشد، β از بزرگتر

میشود دیده میدهم. نشان b و a ترتیب، به با، را ͳبیض ِ Έکوچ و بزرگ

α =
a

b2
. (23)

β =

√
a2 − b2

b2
. (24)

میشود نتیجه (11) از

T =
2π a b

ℓ
. (25)

،(21) و این از استفاده با

T 2 =
4π2 a2 b2 α

k
, (26)

میشود (23) از استفاده با که

T 2 =
4π2

k
a3. (27)

است. متناسب بزرگ ِ قطر ِ معب با دˇره ِ مجذور است: [2] ک̃پل̃ر ِ سوم ِ قانون این

است مبدئ شدر َ مرکز که ͳی ͳبیض 3.2

میشود ی مدار چنین یِ معادله

u2 =
cos2(ϕ− ϕ0)

b2
+

sin2(ϕ− ϕ0)

a2
, (28)

ی اثر مدار ِ شل بر البته (و است ثابت ϕ0 و و یˆند ͳبیض ِ Έکوچ و بزرگ یِ نیم-قطرها b و a که

میشود دیده ندارد).

g =
1

a2 b2 u4
. (29)

h = − 4

u
. (30)



مرکزی یِ نیرو یِ برا وارون یِ مسئله ۶

میشود نتیجه هم (16) از است. e و ℓ از مستقل h که است رˇشن

f = − ℓ2

a2 b2 u
, (31)

ِ تعریف با که

ℓ

a b
=: ω, (32)

میشود

f = −ω2 r. (33)

یِ رابطه هم باز (11) از است. Ίهماهن-ِ نوسانΎر- یِ نیرو ͳیعن است، فاصله با متناسب و جاذبه نیرو

،(32) و آن از استفاده با که میشود، نتیجه (25)

T =
2π

ω
. (34)

میرود. انتظار Ίهماهن ِ نوسانΎر از که چنان است، ثابت مدار یِ دˇره

نیست مبدئ شدر َ مرکز که ای دایره 3.3

میشود ی مدار چنین یِ معادله

cos(ϕ− ϕ0) =
1

2S u
− R2 − S2

2S
u, (35)

مدار ِ شل بر البته (و است ثابت ϕ0 و است، مبدئ تا دایره ِ مرکز یِ فاصله S و دایره ِ شعاع R که

میشود دیده ندارد). ی اثر

g =
8R2 u2

[1 + (R2 − S2)u2]3
. (36)

h =
2

u
− 6(R2 − S2)u

1 + (R2 − S2)u2
. (37)
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e و ℓ از مستقل (R2 − S2) که است این باشد e و ℓ از مستقل h که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

میشود نتیجه (16) از است، چنین که فرض این با باشد.

f = − 8 ℓ2 R2 u5

[1 + (R2 − S2)u2]3
, (38)

یِ تعریفها با که

8 ℓ2 R2 =: γ, (39)

R2 − S2 =: µ, (40)

میشود

f = − γ r

(r2 + µ)3
. (41)

نیرو-یِ- یِ مسئله در که شد دیده هم قبلَن داشت. آزاد ِ پارامتر دˇ ϕ0 جز مدار ،ͳقبل یِ مثالها در

Έی فقط ϕ0 جز بالا ِ مثال در اما میشود. تعیین پارامتر دˇ با مدار ِ شل معین) یِ نیرو (با مرکزی

ͳی نیرو با متناظر یِ مدارها یِ همه میئاید بر این از است. ثابت (R2 − S2) چون هست، آزاد ِ پارامتر

(که یˆند e و ℓ یِ پارامترها بر قید Έی با متناظر ͳدایرِئ یِ مدارها پس نیستند. دایره (41) ِ شل به

میشود دیده (41) از مینند). تعیین را مدار ِ شل

v = − γ

4(r2 + µ)2
,

= − γ u4

4(1 + µu2)2
, (42)

میشود دیده (35) از شود. صفر بینهایت در پتانسیل یِ انرژی شده انتخاب که

u2 + u′2 =
4R2 u4

(1 + µu2)2
. (43)

میدهد نتیجه (9) ترتیب این به

e = 0. (44)



مرکزی یِ نیرو یِ برا وارون یِ مسئله ٨

باشد ͳی مرکزی یِ نیرو نمیرفت هم انتظار اند. دایره آن با متناطر ِ مدارها که ست انرژی ِ مقدار این فقط

نیرو-یِ- ([1] (مثلَن ،[3] بِرتران یِ قضیه ُ اساس بر باشند. دایره آن با متناظر یِ مدارها یِ همه که

متناسب یِ جاذبه یِ نیرو یˆند: تا دˇ فقط اند بسته آنها با متناظر ِ مقید یِ مدارها یِ همه که ͳی مرکزیها

آن با متناظر ِ مقید یِ مدارها بودند. اول ِ دˇ-مثال ان هم که ،r1 با متناسب یِ جاذبه یِ نیرو و r−2 با

نیستند. دایره لزومˆن و یˆند ͳبیض ͳکل ِ حالت در هم دˇ-نیرو

پانوشتها 4
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