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گسسته یِ ͳانتقال ِ تقارن

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

ͳی عملΎرها ِ طیف یِ باره در ͳی چیزها و میشود ͳبررس شب΋ه) ِ (تقارن گسسته یِ ͳانتقال ِ تقارن

یِ شب΋ه یِ انرژی ِ طیف میشود داده نشان جمله از میئاید. دست به دارند ی چنین-تقارن که

ست. ͳمخروط ت΋انه ِ حسب بر لانه-زنبوری

گسسته ِ انتقال 1

که a یِ بردارها با ͳی انتقالها ͳیعن گسسته ِ انتقال

a = aj ej , (1)

میشود و است، a ِ بردار با ی انتقال ِ نمایش T (a) َند. ΀صحی ها aj و َند ثابت ͳی بردارها ها ej که

نوشت. چنین را آن

T (a) = exp

(
Pj a

j

i ~

)
, (2)

این «شبه» ِ پیشوند یِ انΎیزه میΎویند. هم ِ-ت΋انه) شبه- (یا ت΋انه P به است. انتقال ِ مولد P که

عوض Pj از Έی هر به h از ی ΀صحی ِ مضرب ِ افزودن با T (a) باشند، ΀صحی ها aj اگر که است
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با ej ِ بردارها-یِ-دˇگان ِ حسب بر نمیشود.

ej(el) = δjl , (3)

P = Pj e
j , (4)

Pj a
j = P (a). (5)

نشان L با را آن که است، شب΋ه Έی ΀صحی یِ ضریبها با ها ej یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ مجموعه

L∗ با را آن که است، شب΋ه Έی هم ΀صحی یِ ضریبها با ها ej یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ مجموعه میدهم.

باشد، L در a اگر میشود دیده میΎویم. L ِ دˇگان L∗ به میدهم. نشان

exp

[
P ′(a)

i ~

]
= exp

[
P (a)

i ~

]
, (6)

اگر

P ′ − P

h
∈ L∗. (7)

باشد. L∗ در [(P ′ − P )/h] یِ ویژه-مقدارها ست ͳکاف واق΄ در

این به است. ej ش َ j ِ یال و است مبدئ ش َ رئس Έی که هست متوازی�السطوح Έی

میدهم. نشان C∗ با را متوازی�السطوح این میΎویند. دˇگان یِ شب΋ه ِ واحد یِ یاخته متوازی�السطوح

گسسته یِ انتقالها ِ مشترک یِ ویژه-بردارها 2

|P = p⟩ که است رˇشن میدهم. نشان |P = p⟩ با را p ِ ویژه-مقدار با متناظر P ِ ویژه-بردار

است: T (a) ِ ویژه-بردار

[T (a)]|P = p⟩ =
{
exp

[
p(a)

i ~

]}
|P = p⟩. (8)

ی΋سان |P = p⟩ و |P = p′⟩ یِ برا T (a) ِ ویژه-مقدار باشد، L∗ در [(p′−p)/h] اگر میشود دیده

مشخص ͳی ها p با گسسته یِ انتقالها یِ ویژه-مقدارها ترتیب این به باشد. L در a که ی شرط به است،

است. C∗ ِ درون (p/h) که میشوند
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دیΎر یِ ͳاحتمال ِ یΈشاخص µ و است L در b میدهم. نشان |b, µ⟩ با را م΋ان ِ ویژه-بردار Έی

نمی΋ند: تغییر گسسته ِ انتقال در که است،

[T (a)]|b, µ⟩ = |b+ a, µ⟩. (9)

را |P = p, µ⟩ ست. ها |µ⟩ یِ پهنه W و ها |b⟩ یِ پهنه V که است، (V ⊗W) ها |b, µ⟩ یِ پهنه

میئاورˆد: بر را (8) یِ مانسته که می΋نم تعریف (V⊗W) در ی بردار

|P = p, µ⟩ =
∑
b∈L

αb |b, µ⟩. (10)

[T (a)]|P = p, µ⟩ =
{
exp

[
p(a)

i ~

]}
|P = p, µ⟩. (11)

میشود دیده

αb−a =

{
exp

[
p(a)

i ~

]}
αb, (12)

میدهد نشان که

αb = N
{
exp

[
−p(b)

i ~

]}
, (13)

است. بهنجارش ِ ثابت Έی N که

گسسته ِ انتقال با جا-به-جا-شدن 3

میدهم. نمایش چنین را (ͳهمیلتن (مثلَن H یِ ِ-ماتریسیها عنصر-

H|b, ν⟩ =:
∑
a∈L

∑
µ

(Ha
b)

µ
ν |a, µ⟩. (14)

باشد، L در c اگر ͳیعن شود. جا-بِه-جا گسسته یِ انتقالها با H گیرم

[T (c)]H = H[T (c)]. (15)

یا،

H = [T (c)]−1H[T (c)]. (16)
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ترتیب، این به

(Ha
b)

µ
ν = (Ha+c

b+c)
µ
ν , (17)

میدهد نتیجه که

(Ha
b)

µ
ν = (Ha−b)

µ
ν . (18)

است. شده داده نشان Hb−a با ͳسادِگ یِ برا Ha−b
0 راست، ِ طرف در

یِ انتقالها یِ یΈویژه-فضا Hبر ِ اثر میدهد نشان میشود جا-به-جا گسسته یِ انتقالها Hبا که این

میمانَد: ویژه-فضا ان هم در گسسته

H |P = p, ν⟩ = N
∑
b∈L

{
exp

[
−p(b)

i ~

]}
H |b, ν⟩,

= N
∑
b∈L

∑
a∈L

∑
µ

{
exp

[
−p(b)

i ~

]}
(Ha−b)

µ
ν |a, µ⟩,

=
∑
µ

(∑
c∈L

{
exp

[
p(c)

i ~

]}
(Hc)

µ
ν

)
|P = p, µ⟩ (19)

ِ تعریف ∑با
c∈L

{
exp

[
p(c)

i ~

]}
Hc =: H̃p, (20)

میشود دیده

H |P = p, ν⟩ =
∑
µ

(H̃p)
µ
ν |P = p, µ⟩. (21)

ͳی عملΎرها ها H̃p که است رˇشن میشود. تبدیل ها H̃p ِ قطری-کردن Hبه ِ قطری-کردن ترتیب این به

اند. W به W از ͳخط

گسسته ِ م΋ان 4

ترتیب این به ست. Wباپایان-بˇعدی مدل این در است. م΋ان-گسسته ِ مدل شب΋ه یِ برا ساده ِ یΈمدل

شب΋ه هم فضا ِ خُد ͳیعن است. گسسته هم م΋ان ِ خُد که بل اند، گسسته َند تقارن که ͳی انتقالها نَ-تنها

َند. ماتریس ها H̃p حالت این در باشد. انتقالها یِ شب΋ه از ظریفتر است مم΋ن شب΋ه این البته است.
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ساده یِ شب΋ه 4.1

م΋انها ͳیعن این ست. یΈ-بˇعدی W آن در که است، ِ-گسسته م΋ان- ِ مدل از ی مثال ساده یِ شب΋ه

و یˆند ها |P = p⟩ ان هم H یِ ویژه-بردارها َند. عدد ها H̃p حالت این در اند. L یِ اعضا ان هم

یˆند. ها H̃p هم متناظر یِ ویژه-مقدارها

دˇ-گانه یِ شب΋ه 4.2

متناظر ͳیعن این ست. دˇ-بˇعدی W آن در که است، م΋ان-گسسته ِ مدل از مثال Έی دˇ-گانه یِ شب΋ه

است. L یِ شب΋ه دˇ با متناظر م΋ان یِ شب΋ه که این ِ مثل هست. حالت) (یا نقطه دˇ L یِ نقطه هر با

با (که اینها هست. H یِ برا ویژه-مقدار دˇ p هر با متناظر یˆند. دˇ-در-دˇ H̃p یِ ماتریسها حالت این در

میئاورند. بر را معادله این میدهم) شان ِ نشان Ep

[Ep − (H̃p)
1
1][Ep − (H̃p)

2
2]− (H̃p)

1
2 (H̃p)

2
1 = 0. (22)

باشد، تقارن Έی W در |2⟩ و |1⟩ یِ حالتها ِ بین اگر

(H̃p)
2
2 = (H̃p)

1
1,

=: Ep. (23)

میشود. ساده چنین (22) صورت این در

Ep = Ep ±∆p, (24)

که

∆p =

√
(H̃p)12 (H̃p)21. (25)

لانه-زنبوری یِ شب΋ه 4.3

ِ بین رئس هر است. چسبیده-به-هم ِ منتظم یِ شش-ضلعیها از ای مجموعه لانه-زنبوری یِ شب΋ه

(2 و 1) دسته دˇ به را شب΋ه این یِ رئسها است. مشترک ͳشش-ضلع دˇ ِ بین یال هر و ͳشش-ضلع سه
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دسته هر یِ رئسها ع΋س. بر و اند 2 یِ دسته از 1 یِ دسته ِ رئس هر یِ همسایِِها که چنان می΋نند، تقسیم

یِ دسته یِ رئسها ِ شامل یِ شب΋ه میΎیرم. مبدئ را 1 یِ دسته ِ رئس Έی میسازند. ͳمثلث یِ شب΋ه Έی

است: L ان هم 1

r1(a) = a. (26)

r2(a) = a+ s. (27)

و میشود، ساخته e2 و e1 یِ بردارها با L است، µ یِ دسته از رئس Έی ِ م΋ان rµ

s =
e1 + e2

3
. (28)

است. (π/3) هم با یِشان زاویه و َند برابر ِ طول با ͳی بردارها e2 و e1

Έی هر-دˇ بر (مثلَن ند َ ی΋سان 2 و 1 یِ دسته یِ رئسها که این و فضا، یِ همسانΎردی ِ فرض با

دارد: ͳΎ̃بست |rµ(a)− rν(b)| فقط به (Ha
b)

µ
ν است) نشسته ذره گونه

(Ha
b)

µ
ν = H[|rµ(a)− rν(b)|]. (29)

ترتیب، این به

(H̃p)
1
1 =

∑
c∈L

{
exp

[
p(c)

i ~

]}
H(|c|). (30)

(H̃p)
2
2 = (H̃p)

1
1. (31)

(H̃p)
1
2 =

∑
c∈L

{
exp

[
p(c)

i ~

]}
H(|c− s|). (32)

(H̃p)
2
1 = (H̃p)12. (33)

و باشد، (2π/3) یِ زاویه با ِ دˆو̵ران R باشد، L در c اگر میشود دیده

c′ − s = R(c− s), (34)

ترتیب، این به است. L در هم c′ آنΎاه

(H̃p)
1
2 =

1

3

{
exp

[
p(s)

i ~

]}∑
c∈L

f(p, c− s)H(|c− s|), (35)
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که

f(p, r) = exp

[
p(r)

i ~

]
+ exp

[
p(R r)

i ~

]
+ exp

[
p(R2 r)

i ~

]
. (36)

میشود دیده

f(p, R r) = f(p, r). (37)

این میئاید. دست به e2 یا e1 یا 0 با برابر c یِ ازا به L در c یِ برا |c − s| ِ مقدار کوچ΋ترین

از استفاده با اند. 2 یِ دسته از نقطه Έی یِ همسایِها نزدی΋ترین ِ انتخاب با متناظر c یِ مقدارها

R e1 = e2 − e1, (38)

R e2 = −e1, (39)

میشود دیده

f(p,0− s) =

[
exp

(
−p1 + p2

3 i ~

)][
1 + exp

(
p1
i ~

)
+ exp

(
p2
i ~

)]
. (40)

که میشود، صفر p = q یِ ازا به بالا یِ رابطه ِ راست ِ طرف

−1 = cos
q1
~

+ cos
q2
~
. (41)

0 = sin
q1
~

+ sin
q2
~
. (42)

است. چنین معادلات این یِ برا جواب Έی

q1
~

=
2π

3
. (43)

q2
~

= −2π

3
. (44)

باشد، L در c اگر میشود دیده

f(q, c− s) = exp

[
2π

3 i
(c1 − c2)

]
+ exp

[
2π

3 i
(−2 c1 − c2 + 1)

]
+ exp

[
2π

3 i
(c1 + 2 c2 − 1)

]
,
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=

{
exp

[
2π

3 i
(c1 − c2)

]}{
1 + [exp(i 2π c1)]

[
exp

(
− i 2π

3

)]

+ [exp(−i 2π c2)]

[
exp

(
i 2π

3

)]}

=

{
exp

[
2π

3 i
(c1 − c2)

]}[
1 + exp

(
− i 2π

3

)
+ exp

(
i 2π

3

)]
. (45)

ِ طرف در دوم ِ عامل میشود دیده َند. ΀صحی c2 و c1 که رفته کار به این آخر یِ برابری به رسیدن در

ترتیب، این به است. صفر آخر یِ برابری ِ راست

f(q, c− s) = 0. (46)

میدهد نشان هم این

(H̃q)
1
2 = 0. (47)

همچنین،

f(q + p, r) = f(q, r) +

{
exp

[
q(r)

i ~

]}
p(r)

i ~
+

{
exp

[
q(R r)

i ~

]}
p(R r)

i ~

+

{
exp

[
q(R2 r)

i ~

]}
p(R2 r)

i ~
+ o(p). (48)

باشد، L در c اگر ترتیب، این به

f(q + p, c− s) =
1

i ~

{
exp

[
2π

3 i
(c1 − c2)

]}
{[(

c1 − 1

3

)
p1 +

(
c2 − 1

3

)
p2

]
+

[
exp

(
− i 2π

3

)][(
c1 − 1

3

)
(p2 − p1) +

(
c2 − 1

3

)
(−p1)

]
+

[
exp

(
i 2π

3

)][(
c1 − 1

3

)
(−p2) +

(
c2 − 1

3

)
(p1 − p2)

]}

+ o(p),
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=

√
3

i ~

{
exp

[
2π

3 i
(c1 − c2)

]}
{[

exp

(
− iπ

6

)](
c1 − 1

3

)
+

[
exp

(
iπ

6

)](
c2 − 1

3

)}

p(u+ iv) + o(p), (49)

که

u =
1

2
(e1 + e2). (50)

v =

√
3

2
(e1 − e2). (51)

ترتیب، این به

(H̃q+p)
1
2 = Ap(u+ iv) + o(p), (52)

اینجا از است. ی΋سان هم شان ِ طول و َند عمود هم بر v و u میشود دیده است. p از مستقل A که

میشود نتیجه

|p(u+ iv)| = B |p|, (53)

ترتیب، این به است. ثابت Έی B که

Eq+p = Eq+p ± C |p|+ o(p), (54)

که است، (30) در c = 0 با متناظر یِ جمله Ep ِ غالب یِ جمله است. p از مستقل و مثبت C که

مخروط ِ شبیه Έکوچ یِ ها p یِ برا p ِ حسب بر Eq+p ِ ش΋ل ترتیب این به است. p از مستقل

میشود. نتیجه شب΋ه این یِ تقارنها فقط از که ست، لانه-زنبوری یِ شب΋ه ِ عام یِ ͳویژِگ این است.


