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[1] لَپلَس یِ معادله قرص ِ درون پتانسیل که میشود ͳبررس قرص یِ برا ِ-مرزی شرط- یِ مسئله این

استفاده با است. ثابت پتانسیل Έی هر بر که است کمان دˇ ِ اجتماع قرص ِ مرز و میئاورˆد بر را

دست به قرص بر [1] لَپلَس یِ معادله یِ برا [2] دیری΋له یِ مسئله ِ جواب مسئله، این ِ جواب از

میئاید.

مسئله ِ طرح 0

شده: داده قرص ِ مرز بر ψ میئاورˆد. بر را [1] لَپلَس یِ معادله a ِ شعاع به قرص Έی ِ درون ψ ِ تاب΄

(∇2 ψ)(z) = 0, z ∈ D. (1)

ψ(z) = f(z), z ∈ (∂ D). (2)

قرص ِ درون ψ یِ محاسبه هدف است. معلوم f است. آن ِ مرز (∂ D) و ،a ِ شعاع به قرص Έی D

را مختلط) ِ متغیر Έی آن با هم-ارز یا دˇ-بˇعدی، ِ بردار Έی) z و میΎیرم مبدئ را قرص ِ مرکز است.



همدیس ِ نΎاشت از استفاده با قرص، یِ برا دیری΋له یِ مسئله ٢

میدهم: نشان F (ϕ) با هم را ،(∂ D) در z با ،f(z) میدهم. نشان (ρ, ϕ) ،ͳاستوان̃ئ ِ مختصات با

f(a, ϕ) = F (ϕ). (3)

که هست G ِ تاب΄ Έی میشود دیده f به نسبت ψ ِ خطͳ-بودن از

ψ(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0

dϕ′G(ρ, ϕ, ϕ′)F (ϕ′), (4)

است. G یِ محاسبه هدف پس

است صفر مرز یِ بقیه بر یΈو یΈکمان بر که پتانسیلی 1

و میئاورˆد بر را [1] لَپلَس یِ معادله قرص ِ درون که می΋نم تعریف ی تاب΄ را Ψ

Ψ(a, ϕ) =


1, ϕ ∈ (α1, α2)

0, ϕ /∈ (α1, α2)

. (5)

می΋نم انتخاب اند. شده تعریف (2π) از ΀صحی ِ مضرب Έی ِ حد یا α2 و α1 یِ زاویِها البته

0 < (α2 − α1) < 2π. (6)

کند: تبدیل سادِتر ای ناحیه به را قرص که بیابم ی همدیس ِ نΎاشت که است Ψاین یِ محاسبه ِ راه Έی

h ِ نΎاشت . ([3] از 10 و 9 یِ فصلها (مثلَن باشد سادِتر آن در [1] لَپلَس یِ معادله ِ حل که ای ناحیه

میبˆرم: کار به را

h(z) = exp

(
i
α1 − α2

2

)
z exp(−iα1)−R

z exp(−iα2)−R
. (7)

Έی آن بر Ψ که ی کمان که چنان مینΎارد، پایین یِ نیم-صفحه به را قرص نΎاشت این میشود دیده

مثبت یِ ͳحقیق ِ نیم-خط به است صفر آن بر Ψ که ی کمان و ،ͳمنف یِ ͳحقیق ِ نیم-خط به است

ترتیب، این به میشود. نΎاشته

Ψ = − 1

π
arg[h(z)], (8)
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میشود دیده میΎیرد. مقدار (−π, π) در که رفته کار به آن از ای شاخه و است، زاویه arg که

h(z) = exp

(
i
α1 − α2

2

)
[z exp(−iα1)−R] [z̄ exp(iα2)−R]

|z exp(−iα2)−R|2
, (9)

میدهد نتیجه که

arg[h(z)] = θ +
α1 − α2

2
. (10)

tan(θ) =
ρ2 sin(α2 − α1)−Rρ [sin(ϕ− α1)− sin(ϕ− α2)]

ρ2 cos(α2 − α1)−Rρ [cos(ϕ− α1) + cos(ϕ− α2)] +R2
. (11)

Έکوچ-ِ کمان- ِ حد 2

(10) است)، Έکوچ است ناصفر آن بر پتانسیل که ی کمان ͳیعن) است Έکوچ (α2 −α1) ی وقت

می΋نم. تعریف چنین را ∆α و α میشود: ساده

α =
α1 + α2

2
. (12)

∆α = α2 − α1. (13)

ترتیب، این به

θ =
ρ2 −Rρ cos(ϕ− α)

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− α)
∆α+ o(∆α). (14)

arg[h(z)] = − R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− α)

∆α

2
+ o(∆α). (15)

ͳکل یِ مسئله 3

Ij ِ کمان بر پتانسیل ِ مقدار است، ت΋ئͳ-ثابت پتانسیل که کرد تقریب این با میشود را ͳکل یِ مسئله

میشود نتیجه است. Fj با برابر

ψ(ρ, ϕ) =
1

2π

∑
j

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− ϕ′j)
Fj (∆ϕ′)j + o(1). (16)



همدیس ِ نΎاشت از استفاده با قرص، یِ برا دیری΋له یِ مسئله ۴

ِ طرف بΎرایند، صفر به پهناها که ی حد در است. j ِ کمان یِ پهنا (∆ϕ′)j و ،j ِ کمان ِ وسط ϕ′j

میشود: تبدیل انتΎرال Έی به بالا یِ رابطه ِ راست

ψ(ρ, ϕ) =
1

2π

∫
dϕ′

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− ϕ′)
F (ϕ′). (17)

ترتیب، این به

G(ρ, ϕ, ϕ′) =
1

2π

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ϕ− ϕ′)
. (18)

آمده. دست به [3] از 12 ِ فصل مثلَن در که است ان هم این
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