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خُرشید و ماه ِ خاطر به زمین ِ محور یِ پیشروی
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که این ِ در-نظر-گرفتن با میشود، ͳبررس خُرشید و ماه ِ خاطر به زمین یِ ͳقطب ِ محور یِ پیشروی

میسازد. زاویه خُرشید ِ دˇر زمین ِ مدار یِ صفحه با زمین ِ دˇر ماه ِ مدار یِ صفحه

مسئله ِ طرح 0

ِ پتانسیل یِ انرژی خاطر ین هم به نیست. کروی-متقارن هم ش َ ِ-جرم تُزی΄- و نیست ͳنقط̃ئ زمین

Έی ͳنقط̃ئ ِ زمین با متناظر پتانسیل یِ انرژی بر علاوه ی، دیΎر ِ جسم هر یِ ͳگرانش ِ میدان در زمین

ناهمسانΎرد یِ جمله این دارد. ͳΎ̃بست چسبیده-به-زمین یِ محورها ِ جهت به که دارد هم دیΎر یِ جمله

به نسبت زمین ِ مان ِ بردار اگر میچرخانَد. را زمین که میسازد گشتاور Έی پتانسیل، یِ انرژی در

هم انرژی-یِ-پتانسیل ِ ناهمسانΎرد ِ بخش باشد، وابسته-به-زمان آن بر وارد ِ گرانش یِ نیرو ِ مرکز

یِ زمانها با مقایسه در ناهمسانΎرد، ِ بخش این ِ خاطر به زمین ِ چرخش اگر اما است. وابسته-به-زمان

ِ انرژی-یِ-پتانسیل آن یِ جا به میشود باشد، کند گرانش ِ مرکز و زمین یِ ͳنسب ِ حرکت یِ ͳنُع

ِ ناهمسانΎرد ِ بخش که ͳی جرمها مهمترین برد. کار به را آن یِ ͳزمان ِ میانΎین وابسته-به-زمان

هم به نسبت زمین و ماه ِ حرکات با متناظر یِ زمانها َند. خُرشید و ماه میچرخانَد، را زمین شان ِ گرانش
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و زمین)، ِ دˇر ماه ِ مدار ِ حضیض یِ پیشروی یِ (دˇوره سال 9 زمین)، ِ دˇر ماه ِ گردش یِ (دˇوره ماه 1

زمین ِ حرکت با متناظر ِ زمان است. زمین) ِ دˇر ماه ِ مدار بر عمود ِ محور یِ پیشروی یِ (دˇره سال 19

ِ چرخش یِ دˇره از اینها یِ همه است. خُرشید) ِ دˇر زمین ِ مدار یِ (دˇوره سال 1 هم به نسبت خُرشید و

که چنان دˇره، این َند. کوچتر بسیار ͳگرانش ِ پتانسیل یِ انرژی ِ ناهمسانΎرد ِ بخش ِ خاطر به زمین

یِ انرژی ِ ناهمسانΎرد ِ بخش یِ جا به میشود پس است. سال چند-ده-هزار شد، خاهد دیده ادامه در

برد. کار به را آن یِ ͳزمان ِ میانΎین ،ͳگرانش ِ پتانسیل

ِ تحت آن ِ ِ-جرم تُزی΄- است: سمتͳ-متقارن تقریبˆن نیست کروی-متقارن چند هر زمین علاوه، به

ِ محور ِ دˇر زمین ِ چرخش یِ دˇوره چون نمیبود، چنین اگر حتا نمیند. تغییر ͳقطب ِ محور ِ دˇر چرخش

زمین ِ ِ-جرم تُزی΄- یِ جا به میشد است، چند-ده-هزار-سال از کمتر بسیار که است، روز ش1 یˆ ͳقطب

یِ انرژی ِ ناهمسانΎرد ِ بخش ترتیب، این به برد. کار به را چرخش یِ دˇره Έی ِ ͳط تُزی΄ این ِ میانΎین

،θ فقط هم جهت این از و دارد، ͳΎ̃بست زمین یِ ͳقطب ِ محور ِ جهت فقط به عملَن ͳگرانش ِ پتانسیل

است. مهم خرشید، ِ دˇر زمین ِ مدار یِ صفحه بر عمود با محور این یِ زاویه

ِ گشتاور سپس و ،ͳگرانش ِ پتانسیل یِ انرژی ِ ناهمسانΎرد ِ بخش ِ میانΎین یِ محاسبه هدف

است. گشتاور این ِ خاطر به زمین ِ چرخش ِ Ίآهن یِ محاسبه نهایت در و آن، از حاصل

یΈجسم یِ ͳگرانش ِ میدان در زمین 1

ِ ِ-جرم مرکز- به نسبت جسم ِ مان ِ بردار است. M ِ جرم به ی جسم یِ ͳگرانش ِ میدان در زمین

میشود. چنین جسم، این یِ ͳگرانش ِ میدان در زمین ِ پتانسیل یِ انرژی ،U میدهم. نشان r با را زمین

U = −GM
∫

d3 r′ ρ(r′)

|r − r′|
. (1)

زمین ِ درون r′ اگر است، زمین از دور گرانش-ساز ِ جسم ی وقت است. زمین ِ جرم یِ ͳالΎچ ρ

پس، است. r از کوچتر بسیار r′ باشد

1

|r − r′|
=

∞∑
l=0

r′l

rl+1
Pl(r̂ · r̂′). (2)
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است. چنین راست ِ طرف در l = 1 یِ جمله است. [1] لَژاندر یِ ͳچندجمل̃ئ P

r′

r2
P1(r̂ · r̂′) = r · r′

r3
. (3)

شده، گرفته زمین ِ ِ-جرم مرکز- مبدئ ∫چون
d3 r′ r′ ρ(r′) = 0. (4)

ندارد. سهم (1) ِ راست ِ طرف ِ انتΎرال در ،(2) ِ راست ِ طرف در l = 1 یِ جمله پس

به نسبت ͳقطب ِ مختصات یِ زاویِها و میΎیرم راستΎرد ِ یه-متعامد ِ کن; Έی را (e1,e2, e3)

میدهم. نشان (α, β) با را آن

Pl(r̂ · r̂′) = 4π

2 l + 1

l∑
m=−l

Ylm(α, β)Ylm(α′, β′). (5)

β′ از مستقل ρ(r′, α′, β′) ͳیعن باشد، سمتͳ-متقارن e3 به نسبت ρ اگر ست. کروی ِ Ίهماهن Y

مΎر میشود، صفر β′ بر Ylm(α′, β′) ِ شامل ِ جملات یِ همه ِ انتΎرال (1) ِ راست ِ طرف در باشد،

(1) ِ راست ِ طرف در m = 0 یِ جمله فقط (5) ِ راست ِ طرف ِ جملات از پس، باشد. صفر m

از استفاده با ترتیب، این به دارد. سهم

4π

2 l + 1
Yl 0(α, β)Yl 0(α

′, β′) = Pl(cosα) Pl(cosα
′) (6)

،ͳقبل ِ روابط و

U = −GMME

r
+ Ua, (7)

است: پتانسیل یِ انرژی ِ ناهمسانΎرد ِ بخش Ua و زمین ِ MEجرم که

Ua = −GM
r

∞∑
l=2

Pl(cosα)

rl

∫
d3 r′ r′l Pl(cosα

′) ρ(r′). (8)

ِ طرف در جمله مهمترین است، زمین یِ اندازه از بزرگتر ی خیل زمین تا جسم یِ فاصله ی وقت

از مینم. تقریب جمله ین هم با را (8) ِ راست ِ طرف است. l = 2 یِ جمله بالا (8) ِ راست

r′2 P2(cosα
′) =

3 (e3 · r′)2 − r′2

2
, (9)
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میشود ∫نتیجه
d3 r′ r′2 P2(cosα

′) ρ(r′) =
I1 + I2 − 2 I3

2
, (10)

میدهد نتیجه e3 ِ حˇل ͳسمت ِ تقارن است. ej ِ حˇل زمین یِ ͳدوران یِ ͳلخت Ij که

I2 = I1. (11)

ترتیب، این به

Ua =
GM

r3
(I3 − I1) P2(cosα), (12)

یِ ͳقطب ِ محور به نسبت ρ چون است، زمین یِ ͳقطب ِ محور ان هم e3 اینجا است. زمین ِ شعاع R که

است. زمین یِ ͳقطب ِ محور با r یِ زاویه α ترتیب این به است. سمتͳ-متقارن که است زمین

مداری ِ میانΎین 2

ِ بردار میند. حرکت (Π) صفحه Έی بر r گیرم نیست. ثابت زمین یِ ͳقطب ِ محور با r یِ زاویه

میشود دیده میدهم. نشان γ با را p با e3 یِ زاویه و ،p با را صفحه این بر عمود یِ یه

cosα = sin γ cosχ, (13)

صورت این در میند. حرکت دایره Έی بر ینواخت r گیرم است. r Πبا بر e3 ِ تصویر یِ زاویه χ که

ترتیب، این به است. χ بر مداری ِ میانΎین ان هم زمان بر مداری ِ میانΎین

EX1[cos
2 α)] =

1

2
sin2 γ, (14)

و بالا یِ رابطه از استفاده با است. زمان بر X یِ مداری ِ میانΎین EX1(X) که

P2(x) =
3 x2 − 1

2
, (15)

میشود نتیجه

EX1[P2(cosα)] = −1

2
P2(cos γ), (16)
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یا

EX1(Ua) =
GM

r3
(I3 − I1)

[
−P2(cos γ)

2

]
. (17)

مدار ِ تغییر بر میانΎین 3

ِ بردار ِ دˇر زمین، ِ دˇر ماه ِ مدار یِ صفحه بر عمود ِ بردار جمله از نیست. ثابت زمین ِ دˇر ماه ِ مدار

گیرم نیست. ثابت γ ماه، یِ برا (17) در ͳیعن این میچرخد. خُرشید ِ دˇر زمین ِ مدار یِ صفحه بر عمود

هم را e3 میدهم. نشان η با را n با p یِ زاویه میچرخد. آن ِ دˇر p که است ثابت یِ یه ِ بردار Έی n

صورت، این در میدهم. نشان θ با را n با آن یِ زاویه و میΎیرم ثابت

cos γ = cos η cos θ + sin η sin θ cosψ, (18)

گیرم است. n بر عمود یِ صفحه بر e3 ِ تصویر با n بر عمود یِ صفحه بر p ِ تصویر یِ زاویه ψ که

است. ψ بر میانΎین ان هم مدار ِ تغییر بر میانΎین صورت این در است. ینواخت n ِ دˇر p ِ چرخش

میشود دیده میدهم. نشان EX2(X) با را مدار بر X ِ میانΎین

EX2[P2(cos γ)] = P2(cos η) P2(cos θ), (19)

یا

EX2[EX1(Ua)] =

[
−P2(cos η)

2

]
GM

r3
(I3 − I1) P2(cos θ). (20)

23.5◦ تقریبˆن زمین) یِ (برا θ است. خُرشید ِ دˇر زمین یِ مداری یِ صفحه بر عمود یِ یه ِ بردار n

.([2] (مثلَن است 5◦ تقریبˆن ماه یِ برا و صفر، خُرشید یِ برا زاویه این است. n با p یِ زاویه η است.

پیشروی و گشتاور، مئثر، ِ انرژی-یِ-پتانسیل 4

یِ ͳگرانش ِ میدان (ِ ناهمسانΎرد ِ (بخش در زمین یِ برا مئثر ِ انرژی-یِ-پتانسیل Έی (20) یِ رابطه

Έی انرژی-یِ-پتانسیل این میدهم. نشان Ueff با را (20) ِ چپ ِ طرف میدهد. دیΎر ِ جسم Έی
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میدهم: نشان T با را آن که میند، وارد زمین به گشتاور

T = −b
∂ Ueff

∂ θ
, (21)

است: راستΎرد (n, e3, b) ِ کن; که چنان است، e3 و n بر عمود یه ِ بردار Έی b که

n× e3 = b sin θ. (22)

ترتیب، این به

T = n× e3
∂ Ueff

∂ (cos θ)
, (23)

یا،

T = n× e3

[
−P2(cos η)

2

]
GM

r3
(I3 − I1) (3 cos θ). (24)

میدهد: تغییر را زمین) ِ چرخش از ͳناش یِ ͳزاویِئ یِ (تانه L گشتاور این

L̇ = T . (25)

ی خیل چرخش) این یِ ͳزاویِئ ِ (سرعت Ω اگر میچرخد. n ِ بردار ِ دˇر L که است چنین L ِ تغییر

ِ چرخش از که است ان هم عملَن L باشد، (e3 ِ دˇر زمین ِ چرخش یِ ͳزاویِئ ِ (سرعت ω از کوچتر

میئاید: e3 ِ دˇر زمین

L = I3 ω e3. (26)

L̇ = (Ωn)×L. (27)

ترتیب، این به

Ω =

[
−P2(cos η)

2

]
GM

r3
I3 − I1
I3

3 cos θ

ω
, (28)
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مینم. ͳمعرف چنین را B و A یِ پارامترها

A =
3GME y

4π ωR3

I3 − I1
I3

cos θ, (29)

B =
M

ME

(
R

r

)3

P2(cos η), (30)

اینها، ِ حسب بر است. سال y و زمین ِ شعاع R که

Ω = −BA 2π

y
. (31)

زمین که ی جسم ِ مشخصات به B که ی حال در است، زمین فقط ِ مشخصات ِ تاب΄ A که است رˇشن

دارد. ͳΎ̃بست هم است آن یِ ͳگرانش ِ میدان در

عددی یِ مقدارها 5

هر در زمین یِ ͳالΎچ گیرم است. آن یِ ͳاستوای ِ شعاع از کمتر آن یِ ͳقطب ِ شعاع است، پ زمین

دارد. ͳΎبست نقطه این ِ جهت در زمین ِ شعاع به زمین ِ مرکز تا نقطه این یِ فاصله ِ نسبت فقط به نقطه

صورت، این در

I3 − I1
I3

=
2R2

e − (R2
e +R2

p)

2R2
e

, (32)

هر از کوچتر ی خیل شعاعها این ِ اختلاف است. زمین یِ ͳقطب ِ شعاع Rp و ͳاستوای ِ شعاع Re که

که است این خوب ِ تقریب Έی پس است. کدام

I3 − I1
I3

=
Re −Rp

R
. (33)

میشود نتیجه ،(S) خُرشید و ،(M) ماه زمین، یِ برا ([2] مثلَن (از عددی یِ مقدارها با

A = 0.49× 103. (34)

BM = 5.55× 10−8. (35)

BS = 2.57× 10−8. (36)
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و خُرشید، هم و هست ماه هم عملَن است. خُرشید ِ اثر ِ برابر 2 تقریبˆن ماه ِ اثر میشود دیده جمله از

میشود. چنین (31)

Ω = −(BM +BS)A
2π

y
. (37)

این میئاید. دست به (n ِ دˇر e3 ِ (چرخش زمین یِ ͳقطب ِ محور یِ پیشروی یِ برا دˇره Έی اینجا از

میدهم: نشان T با را دˇره

T =
y

(BM +BS)A
. (38)

بالا، یِ عددها با

T = 25 000 y. (39)

از کمتر ی (کم ͳواقع ِ مقدار با سال) 25 000 از بیشتر ی (کم آمده دست به T یِ برا که یِ مقدار

رابطه این ِ دˇ-طرف است. (33) ِ تقریب از استفاده علت Έی دارد. تفاوت ی اندک سال) 26 000

دارند: تفاوت هم با ی اندک

Re −Rp

R
= 3.35× 10−3. (40)

I3 − I1
I3

= 3.27× 10−3. (41)

سال 26 000 از کمتر ی کم که مینجامد T یِ برا یِ مقدار به ،(40) و (33) یِ جا به (41) از استفاده

است.
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