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ͳخروج یِ ذره سه با یِ ͳنسبیت یِ واکنشها
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یِ ت΋انه و انرژی ،ͳΎپایست ِ روابط از استفاده با میسازند. ذره سه که میشوند ͳبررس ͳی واکنشها

میشود. محاسبه و تُصیف حاصل ِ ذرات

درامد 0

می΋نم انتخاب جمله، از میرود. کار به هم اینجا [1] یِ نمادها است. [1] یِ ادامه این

c = 1. (1)

است. برقرار رابطه این (a یِ ذره یِ (ت΋انه pa و (a یِ ذره یِ (انرژی Ea ِ بین

E2
a = pa · pa +m2

a. (2)

میشود. چنین v ِ سرعت با متناظر ([2] لُرِنتس ِ (ضریب γ است. a یِ ذره ِ جرم ma

γ =
1√

1− v · v
. (3)
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چنین ت΋انه و انرژی یِ ͳΎپایست ِ روابط میدهم. نشان p و E ترتیب، به با، را دستΎاه یِ ت΋انه و انرژی

میشوند

E =
∑
a

Ea. (4)

p =
∑
a

pa. (5)

ش΋لها، یِ فضا ُ بˇعد ترتیب این به میروند. بیرون ذره 3 برخُرد از که می΋نم ͳبررس را ی وضعیت اینجا

است. 4 باشد ناصفر دستΎاه یِ ت΋انه اگر و 2 باشد صفر دستΎاه یِ ت΋انه اگر

ِ-جرم) (مرکز- س΋ون ِ چارچوب در 1

این است. صفر دستΎاه ِ کل یِ ت΋انه آن در که ست ی چارچوب ِ-جرم) مرکز- (یا س΋ون ِ چارچوب

می΋نم: مشخص پریم با را چارچوب

p′ = 0. (6)

ِ جرم است. نور) ِ سرعت ِ مجذور در (ضرب دستΎاه ِ جرم ان هم چارچوب این در دستΎاه ِ کل یِ انرژی

میدهم: نشان m با را دستΎاه

m = E′. (7)

میشوند ͳΎپایست ِ روابط

m = E′
1 + E′

2 + E′
3. (8)

0 = p′
1 + p′

2 + p′
3. (9)

میشود نتیجه (9) از

p′
3 = −(p′

1 + p′
2). (10)
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میشود. چنین (8) ترتیب، این به

m = E′
1 + E′

2 +
√
m2

3 + |p′
1|2 + |p′

2|2 + 2 |p′
1| |p′

2| cos θ′1 2. (11)

میدهد نتیجه (11) است. p′
1 به نسبت p′

2 یِ زاویه θ′1 2 که

cos θ′1 2 =
m2 +m2

1 +m2
2 −m2

3 − 2m (E′
1 + E′

2) + 2E′
1 E

′
2

2 |p′
1| |p′

2|
. (12)

یا،

cos θ′1 2 =
m2 +m2

1 +m2
2 −m2

3 − 2m (E′
1 + E′

2) + 2E′
1 E

′
2

2
√
(E′

1)
2 −m2

1

√
(E′

2)
2 −m2

2

. (13)

ِ جرم جمله از میدهم. نشان X2 3 با را است 3 و 2 ِ ذرات ِ شامل که ی دستΎاه با متناظر X ِ کمیت

دیده میدهم. نشان m2 3 با را دستΎاه) این ِ ِ-س΋ون چارچوب- در دستΎاه این یِ (انرژی دستΎاه این

میشود

E′
2 3 = E′

2 + E′
3. (14)

p′
2 3 = p′

2 + p′
3. (15)

میشوند (9) و (8) از استفاده با که،

E′
2 3 = m− E′

1. (16)

p′
2 3 = −p′

1. (17)

همچنین،

m2 3 =
√

E′2
2 3 − p′

2 3 · p′
2 3. (18)

پس،

m2 3 =
√

m2 +m2
1 − 2mE′

1. (19)
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که این از استفاده با

m2 3 ≥ m2 +m3, (20)

برمیئاورˆد. را این (E′
1 یِ (بیشینه E′

1max میشود دیده

E′
1max =

m2 +m2
1 − (m2 +m3)

2

2m
. (21)

برمیئاورˆد. را این هم (E′
1 یِ (کمینه E′

1min که است رˇشن

E′
1min = m1. (22)

میشود دیده میدهم. نشان زگُند با را است 3 و 2 ِ ذرات ِ شامل که ی دستΎاه ِ س΋ون ِ چارچوب

m2 3 = E′′
2 + E′′

3 . (23)

0 = p′′
2 + p′′

3 . (24)

میدهند نتیجه ،(2) با همراه اینها،

E′′
2 =

m2
2 3 +m2

2 −m2
3

2m2 3
. (25)

یا،

E′′
2 =

m2 +m2
1 +m2

2 −m2
3 − 2mE′

1

2
√
m2 +m2

1 − 2mE′
1

. (26)

و،

|p′′
2 | =

√
m4

2 3 +m4
2 +m4

3 − 2m2
2 3 (m

2
2 +m2

3)− 2m2
2 m

2
3

2m2 3
. (27)

یا،

|p′′
2 | =

√
(m2 +m2

1 −m2
2 −m2

3 − 2mE′
1)

2 − 4m2
2 m

2
3

2
√
m2 +m2

1 − 2mE′
1

. (28)



۵ � X1-152 (2020/11/21) ͳخرم محمد

البته، و

E′′
3 =

m2
2 3 −m2

2 +m2
3

2m2 3
. (29)

یا،

E′′
3 =

m2 +m2
1 −m2

2 +m2
3 − 2mE′

1

2
√
m2 +m2

1 − 2mE′
1

. (30)

همچنین،

|p′′
3 | = |p′′

2 |. (31)

را آن یِ اندازه ′vو با را می΋ند تبدیل پریم ِ چارچوب به را زگُند ِ چارچوب که ی خیز با متناظر ِ سرعت

میدهم: نشان v′ با

v′ =
p′
2 3

E′
2 3

. (32)

پس،

v′ = − p′
1

m− E′
1

. (33)

v′ =

√
E′2

1 −m2
1

m− E′
1

. (34)

γ′ =
m− E′

1

m2 3
. (35)

یا،

γ′ =
m− E′

1√
m2 +m2

1 − 2mE′
1

. (36)

جمله، از می΋ند. تبدیل متناظر ِ پریم-دار یِ کمیتها به را زگُند-دار یِ ′vکمیتها ِ سرعت با متناظر ِ خیز

E′
2 = γ′ (E′′

2 + v′ · p′′
2). (37)
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پس،

E′
2min = γ′ (E′′

2 − v′ |p′′
2 |). (38)

E′
2max = γ′ (E′′

2 + v′ |p′′
2 |). (39)

اند. شده حساب E′
1 یِ برا معین ِ مقدار Έی یِ ازا به بیشینه و کمینه این که است رˇشن

نسبت p′
1 یِ کروی یِ زاویِها میدهم. نشان (θ′1 2, ϕ

′
1 2) با را p′

1 به نسبت p′
2 یِ کروی یِ زاویِها

می΋ند) تبدیل آزمایشΎاه ِ چارچوب به را پریم ِ چارچوب که ی خیز ِ سرعت (مثلَن خاص ِ جهت Έی به

ترتیب، این به میΎذارم. خاص ِ جهت این بر را z ِ محور میدهم. نشان (θ′1, ϕ′
1) با هم را

p′
1 = |p′

1| [(x̂ cosϕ′
1 + ŷ sinϕ′

1) sin θ
′
1 + ẑ cos θ′1]. (40)

p′
2 = |p′

2|
(
{[(x̂ cosϕ′

1 + ŷ sinϕ′
1) cos θ

′
1 − ẑ sin θ′1] cosϕ

′
1 2

+ (−x̂ sinϕ′
1 + ŷ cosϕ′

1) sinϕ
′
1 2} sin θ′1 2

+ [(x̂ cosϕ′
1 + ŷ sinϕ′

1) sin θ
′
1 + ẑ cos θ′1] cos θ

′
1 2

)
. (41)

p′
1 به نسبت p′

2 ِ دوران با متناظر هم ϕ′
1 2 ندارند. اثر ش΋ل بر و می΋نند تعیین را p′

1 ِ جهت فقط ϕ′
1 و θ′1

ِ پارامتر و میئاید دست به (E′
2 و E′

1 (یا |p′
2| و |p′

1| ِ حسب بر θ′1 2 ندارد. اثر ش΋ل بر هم آن و است،

میئایند. دست به p′
2 و p′

1 ِ حسب بر هم دیΎر یِ کمیتها یِ همه .(13) یا (12) یِ رابطه نیست، آزاد

گرفت. E′
2 و E′

1 میشود را پارامترها این است. 2 می΋نند تعیین را ش΋ل که ͳی پارامترها ِ تعداد پس

یِ پارامترها است. 3 مداری یِ پارامترها ِ تعداد میرفت. انتظار که چنان است، 2 ش΋لها یِ فضا ِ بˇعد

گرفت. ϕ′
1 2 و ϕ′

1 و θ′1 میشود را مدار

آزمایشΎاه ِ چارچوب در 2

نشان v با را آن یِ اندازه و ،v با را خیز ِ سرعت است. س΋ون ِ چارچوب یِ خیزیده آزمایشΎاه ِ چارچوب

میشود. چنین ،(3) یِ رابطه از آن، با متناظر ِ [2] ِ-لُرِنتس پارامتر- میدهم.

γ =
1√

1− v2
. (42)
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میشود. چنین دستΎاه ِ کل یِ ت΋انه و انرژی یِ خیزیده

E = γ (E′ + v · p′). (43)

p = γ (vE′ + p′
∥) + p′

⊥. (44)

یِ انرژی است. صفر س΋ون ِ چارچوب در کل یِ ت΋انه شده. تعریف v به نسبت عمودی و موازی که

پس، است. m هم س΋ون ِ چارچوب

E = γ m. (45)

p = γ vm. (46)

ترتیب، این به

γ =
E

m
. (47)

v =

√
E2 −m2

E
. (48)

میشود. چنین هم ͳخروج ِ ذرات یِ ت΋انه و انرژی

Ea = γ (E′
a + v · p′

a). (49)

pa = γ (vE′
a + p′

a ∥) + p′
a⊥. (50)

ترتیب، این به تعریفمی΋نم. v ِ جهت به نسبت را p1 یِ برا (θ′1, ϕ′
1) ِِ-زاویه-یِ-کروی-یِ مختصات-

جمله، از

v · p′
1 = v |p′

1| cos θ′1. (51)

پس،

E1 = γ (E′
1 + v |p′

1| cos θ′1). (52)

p1 = γ (v E′
1 + |p′

1| cos θ′1)
v

v
+ p′

1⊥. (53)
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البته، و

|p′
1⊥| = |p′

1| sin θ′1. (54)

هم، (v به نسبت p1 یِ (زاویه θ1 یِ برا

cos θ1 =
γ (v E′

1 + |p′
1| cos θ′1)

|p1|
. (55)

یا،

cos θ1 =
γ (v E′

1 + |p′
1| cos θ′1)√

E2
1 −m2

1

. (56)

پس،

E1 cos θ1 =
γ2 {[v (E′

1)
2 + (|p′

1| cos θ′1)2] + (1 + v2)E′
1 |p′

1| cos θ′1}√
E2

1 −m2
1

. (57)

میشود. چنین (53) صورت این در میΎیرم. v با هم-جهت را z ِ محور

p1 = |p′
1| (x̂ cosϕ′

1 + ŷ sinϕ′
1) sin θ

′
1 + γ (v E′

1 + |p′
1| cos θ′1) ẑ. (58)

θ′1 و E′
2 و E′

1 میشود را ش΋ل یِ پارامترها است. 4 ͳل΋ش یِ پارامترها ِ تعداد آزمایشΎاه، ِ چارچوب در

گرفت. ϕ′
1 میشود را مدار ِ پارامتر است. 1 هم مداری یِ پارامترها ِ تعداد گرفت. ϕ′

1 2 و

و ،m1 اَش، کمینه بین E′
1 میدهد. (cos θ′1) و E′

1 ِ حسب بر را E1 ِ مقدار (52) یِ رابطه

این می΋ند. تغییر 1 و (−1) ِ بین هم (cos θ′1) می΋ند. تغییر ،(21) یِ رابطه از E1max اَش، بیشینه

ِ تغییر یِ گستره و نیست، وابسته (cos θ′1) ِ مقدار به E′
1 ِ تغییر یِ گستره ͳیعن َند. هم از مستقل تغییرات

یِ ازا به است. وابسته (cos θ′1) ِ مقدار به E1 ِ تغییر یِ گستره اما نیست. وابسته E′
1 ِ مقدار به (cos θ′1)

که ͳی جا یا میدهند، رخ E′
1 ِ تغییر یِ گستره ِ مرز در یا E1 یِ بیشینه و کمینه ،(cos θ′1) ِ مقدار هر

میشود دیده (52) از شود. صفر E′
1 به نسبت E1 ِ )مشتق

∂ E1

∂ E′
1

)
cos θ′

1

= γ

(
1 +

E′
1√

E′2
1 −m2

1

v cos θ′1

)
. (59)
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میدهم: نشان E′
1 z با را میشود صفر E′

1 به نسبت E1 ِ مشتق آن یِ ازا به که E′
1 از ی مقدار

0 = 1 +
E′

1 z√
E′2

1 z −m2
1

v cos θ′1. (60)

صورت، این در باشد. ͳمنف (cos θ′1) که دارد جواب است، مثبت که ،E′
1 z یِ برا وقتی فقط معادله این

E′
1 z =

m1√
1− (v cos θ′1)

2
. (61)

ͳیعن اخیر ِ شرط باشد. E1max از کمتر که ست ͳپذیرفتن ی وقت جواب این

(v cos θ′1)
2 ≤ v′21max. (62)

میشود. چنین ،(cos θ′1) ِ منفͳ-بودن ِ شرط با همراه که،

(v cos θ′1) ≥ −v′1max. (63)

Έنزدی یِ ها E′
1 یِ ازا به E′

1 به نسبت E1 ِ مشتق ست، ͳمنف (cos θ′1) ی وقت میشود دیده (59) از

میشود. فرینه جا Έی ِ-بالا دست- (cos θ′1) یِ برا ثابت ی مقدار یِ ازا به هم، E′
1 ست. ͳمنف m1 به

میشود دیده میدهد. رخ E′
1 ِ تغییر یِ گستره ِ مرز در حتمˆن E1 یِ بیشینه پس

E1(E
′
1 = m1) = γ m1. (64)

E1(E
′
1 = E′

1max) = γ γ′
1max (1 + v′1max v cos θ′1)m1. (65)

شود. براورده (63) اگر میدهد، رخ E′
1 z در E1 یِ کمینه است. دˇ-مقدار این یِ بیشینه E1max پس

طرف- ِ دˇ-مقدار یِ کمینه E1max ͳیعن میدهد، رخ E′
1 ِ تغییر یِ گستره ِ مرز هم E1 یِ کمینه نَ، اگر

است. (65) و (64) ِ روابط ِ ِ-راست
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میشود. چنین اینها یِ خلاصه

(v cos θ′1) ≤ −v′1max, (66)

E1min =γ γ′
1max (1 + v′1max v cos θ′1)m1. (67)

E1max =γ m1. (68)

−v′1max ≤(v cos θ′1) ≤ −1−
√

1− v′21max

v′1max

, (69)

E1min =γ
√
1− (v cos θ′1)

2 m1. (70)

E1max =γ m1. (71)

−1−
√

1− v′21max

v′1max

≤(v cos θ′1) ≤ 0, (72)

E1min =γ
√
1− (v cos θ′1)

2 m1. (73)

E1max =γ γ′
1max (1 + v′1max v cos θ′1)m1. (74)

0 ≤(v cos θ′1), (75)

E1min =γ m1. (76)

E1max =γ γ′
1max (1 + v′1max v cos θ′1)m1. (77)

اگر مثلَن نباشد. مم΋ن (v cos θ′1) یِ مقدارها از ی بعض است مم΋ن البته

v < v′1max, (78)

اگر همچنین، نمیدهد. رخ (66) آنΎاه

v <
1−

√
1− v′21max

v′1max

, (79)

نمیدهد. رخ (69) آنΎاه
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