
X1-154 (2021/02/19)
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ای رابطه ِ حسب بر ،ͳنسبیت ِ سیستم Έی یِ برا ت΋انه و م΋ان ِ حسب بر انرژی یِ ͳΎپایست یِ رابطه

میشود را اول ِ سیستم ِ کوانتش ترتیب این به میشود. نوشته ͳنانسبیت ِ سیستم Έی یِ برا مشابه

ِ حسب بر [1] ک̃پل̃ر یِ ͳنسبیت یِ مسئله ِ کوانتش ویژه، به نوشت. دوم ِ سیستم ِ کوانتش ِ حسب بر

ِ کوانتش و قدیم ِ کوانتش از حاصل ِ نتای; میشود. بیان [1] ک̃پل̃ر یِ ͳنانسبیت یِ مسئله ِ کوانتش

[3] دیرˆک یِ معادله از چه آن با و میئاید دست به [2] کْلَین-گُردˇن یِ معادله از چه آن با جدید،

میشود. مقایسه میئاید دست به

ͳنسبیت یِ یΈذره یِ برا انرژی یِ ͳΎپایست 1

L با را متناظر یِ لΎَرانژی می΋ند. حرکت U یِ ͳخارج یِ برداری ِ میدان Έی در m ِ جِرم به ای ذره

میدهم: نشان

L = −c2 mγ−1 + U0 + v ·U . (1)



ͳنانسبیت ِ کوانتش ِ اساس بر ،ͳنسبیت ِ کوانتش ٢

است: [4] لُرِنتس ِ ضریب γ و ذره ِ سرعت v که

γ = (1− c−2 v · v)1/2. (2)

است: صفر ͳخارج یِ برداری ِ میدان یِ ͳفضای ِ بخش که می΋نم ͳبررس را ی حالت

U = 0. (3)

می΋نم. تعریف چنین هم را V

V = −U0. (4)

ترتیب، این به

L = −c2 mγ−1 − V. (5)

ِ بخش که بل نیست، اس΋الر ِ میدان Έی V آمده، آنجاها که چنان و، یافت [6] و [5] در میشود را اینها

ست. برداری ِ میدان Έی یِ ͳزمان

است. چنین (p) ت΋انه

pj =
∂ L

∂ vj
. (6)

میشود. چنین (5) ِ ش΋ل به لΎَرانژی با که

p = mγ v. (7)

است. چنین هم (E) انرژی

E = p · v − L. (8)

میشود. چنین (5) ِ ش΋ل به لΎَرانژی با که

E = c2 mγ + V. (9)
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میئاید. دست به ت΋انه و انرژی ِ بین رابطه این ،(9) و (7) ِ بین v ِ حذف با

(E − V )2 = c2 p · p+ c4 m2. (10)

میدهم: نشان E′ با را آزاد ِ ساکن یِ ذره Έی یِ انرژی یِ منها انرژی

E′ = E − c2 m. (11)

میشود. چنین (10) ترتیب این به

(E′ − V )2 + 2 c2 m (E′ − V ) = c2 p · p. (12)

یا،

E′ +
E′2

2 c2 m
=

p · p
2m

+ V +
2E′ V − V 2

2 c2 m
. (13)

انرژی-یِ- و Ẽ ش یˆ انرژی که ای ذره یِ برا است، ت΋انه با انرژی یِ ͳنانسبیت یِ رابطه ان هم این

است: Ṽ ش َ پتانسیل

Ẽ =
p · p
2m

+ Ṽ. (14)

که،

Ẽ = E′ +
E′2

2 c2 m
. (15)

Ṽ =

(
1 +

E′

c2 m

)
V − V 2

2 c2 m
. (16)

که ی سیستم یِ برا است. ِ-حرکت ثابت- Έی انرژی باشد، داشته ِ-زمان انتقال- ِ تقارن سیستم اگر

هم V و باشد ثابت m که است این ِ-زمان انتقال- ِ تقارن ِ شرط میشود، تُصیف (5) یِ لΎَرانژی با

باشد: نداشته زمان به ΀صری یِ ͳΎبست

dm

d t
= 0. (17)

∂ V

∂ t
= 0. (18)



ͳنانسبیت ِ کوانتش ِ اساس بر ،ͳنسبیت ِ کوانتش ۴

سیستم ِ تقارن ِ شرط صورت این در میشود. فرض ͳبدیه است) ثابت ذره ِ جرم که (این (17) یِ رابطه

میمانَد: ثابت E است، برقرار شرط این ی وقت است. (18) ِ-زمان انتقال- ِ تحت

dE

d t
= 0. (19)

ندارد: زمان به ΀صری یِ ͳΎبست هم Ṽ باشند برقرار (18) و (17) اگر همچنین، .

∂ Ṽ

∂ t
= 0. (20)

میمانند: ثابت هم Ẽ و E′ میشود نتیجه میمانَد ثابت E که این با همراه (17) از البته و

dE′

d t
= 0. (21)

d Ẽ

d t
= 0. (22)

انتقال- ِ تقارن هم متناظر یِ ͳنانسبیت یِ مسئله دارد، ِ-زمان انتقال- ِ تقارن ͳنسبیت یِ مسئله ی وقت پس

است. ِ-حرکت ثابت- Έی هم (Ẽ) متناظر یِ ͳانرژی-یِ-نانسبیت و دارد ِ-زمان

ͳزاویِئ یِ ت΋انه و ͳدوران ِ تقارن 2

که این ِ فرض با است. ِ-حرکت ثابت- Έی هم ͳزاویِئ یِ ت΋انه باشد، داشته ͳدوران ِ تقارن سیستم اگر

نشان L با را آن که ست، مداری یِ ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت ان هم ͳزاویِئ یِ ت΋انه ندارد، ͳدرون ِ ساختار ذره

میدهم:

L = r × p. (23)

میشود دیده است. ذره ِ م΋ان r که

p · p = p2r +
L ·L
r2

. (24)

است: ت΋انه یِ ͳشعاع یِ مئلفه pr و است r ِ بردار ِ طول r که

pr =
r ·L
r

. (25)
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میشود. چنین (13) یِ رابطه

E′ +
E′2

2 c2 m
=

p2r
2m

+
L ·L
2mr2

+ V +
2E′ V − V 2

2 c2 m
. (26)

مینویسم. چنین را بالا یِ رابطه حالت این در نباشد. r ِ جهت ِ تاب΄ V وقتی دارد، ͳدوران ِ تقارن سیستم

Ẽ =
p2r
2m

+ Ṽeff . (27)

است: مئثر ِ انرژی-یِ-پتانسیل Ṽeff که

Ṽeff =
L ·L
2mr2

+ V +
2E′ V − V 2

2 c2 m
. (28)

یا،

Ṽeff =
L ·L
2mr2

+ Ṽ. (29)

انرژی-یِ- و Ẽ یِ انرژی با البته ست، ͳشعاع ِ حرکت یِ برا ͳنانسبیت یِ رابطه ان هم (27) یِ رابطه

.Ṽ ِ ِ-مئثر پتانسیل-

ک̃پل̃ر یِ مسئله 3

میΎویم. [1] ک̃پل̃ر یِ مسئله است فاصله ِ ع΋س با متناسب آن با متناظر ِ ِ-پتانسیل انرژی- که ای مسئله به

ای، مسئله چنین یِ برا

V =
b

r
. (30)

ی وقت است، مبدئ) یِ سو (به جاذبه متناظر یِ نیرو است. ثابت Έی b که

b < 0. (31)

،[1] ک̃پل̃ر یِ مسئله یِ برا میشود دیده

Veff =
L̃ · L̃
2mr2

+
b̃

r
. (32)



ͳنانسبیت ِ کوانتش ِ اساس بر ،ͳنسبیت ِ کوانتش ۶

که

b̃ =

(
1 +

E′

c2 m

)
b. (33)

L̃ · L̃ = L ·L− b2

c2
. (34)

ͳی پارامترها با اما ست، ͳنانسبیت ِ [1] مسئله-یِ-ک̃پل̃ر ان هم ،ͳنسبیت ِ [1] مسئله-یِ-ک̃پل̃ر ͳیعن این

ست. ͳنانسبیت یِ رابطه ان هم (L̃ · L̃) و b̃ با Ẽ یِ رابطه متفارت:

ͳنانسبیت ِ مسئله-یِ-ک̃پل̃ر یِ برا قدیم ِ کوانتش 4

است. چنین دورانͳ-متقارن یِ انرژی-یِ-پتانسیلها یِ برا قدیم، ِ کوانتش ِ روابط

L = ~ ℓ. (35)∫ r2

r1

d r pr = π ~n′. (36)

یِ رابطه در ست. ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت ِ کوانتش ان هم (35) یِ رابطه و ،ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت یِ اندازه L

یِ برا َند. Έکلاسی یِ نقطه-یِ-بازگشتها r2 و r1 و ست، ͳشعاع یِ ͳکوانتم ِ عدد n′ هم، (36)

،ͳنانسبیت ِ مسئله-یِ-ک̃پل̃ر

E =
p2r
2m

+
L2

2mr2
+

b

r
. (37)

ترتیب، این به

pr =

√
2m

[
E − L2

2mr2
− b

r

]
. (38)

باشد برقرار (31) اگر تنها و اگر دارد) Έکلاسی ِ نقطه-یِ-بازگشت 2 (سیستم میدهد رخ مقید ِ حالت

باشد: ͳمنف انرژی و باشد) جاذبه (نیرو

E < 0. (39)
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میشود دیده َند. برقرار (39) و (31) ͳیعن است، چنین می΋نم فرض پس این از

∫ r2

r1

d r pr = L

∫ r2

r1

d r

√
−
(
1

r
− 1

r1

) (
1

r
− 1

r2

)
. (40)

و

1

r1
+

1

r2
= −2mb

L2
. (41)

1

r1

1

r2
= −2mE

L2
. (42)

میبرم. کار به را ِ-متغیر تغییر- این

1

r
= u0 (1 + ε cos θ). (43)

میشوند. تعریف روابط این با ε و u0 یِ پارامترها که

1

r1
= u0 (1 + ε). (44)

1

r2
= u0 (1− ε). (45)

ترتیب، این ∫به r2

r1

d r pr = L

∫ π

0

d θ
ε2 sin2 θ

(1 + ε cos θ)2
. (46)

جزئ-به-جزئ، یِ انتΎرال-گیری با ∫یا، r2

r1

d r pr = −L

∫ π

0

d θ
ε cos θ

1 + ε cos θ
. (47)

∫یا، r2

r1

d r pr = L

(
−π +

∫ π

0

d θ

1 + ε cos θ

)
. (48)

میدهد نتیجه ∫که r2

r1

d r pr = π L

(
−1 +

1√
1− ε2

)
. (49)
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میشود. چنین (36) ِ ِ-کوانتش شرط- پس

L

(
−1 +

1√
1− ε2

)
= ~n′. (50)

یا،

1− ε2 =
L2

(L+ ~n′)2
. (51)

میشود نتیجه ،(45) و (44) و (42) و (41) از استفاده با

1− ε2 = −2L2 E

mb2
. (52)

پس،

E = − mb2

2 (L+ ~n′)2
. (53)

می΋نم. تعریف چنین را ξ ِ بͳ-بˇعد ِ پارامتر

ξ =
−b

~ c
. (54)

میΎذارم: (53) در را (35) ِ ِ-کوانتش شرط- و

E

c2 m
= − ξ2

2 (ℓ+ n′)2
. (55)

است. این ([7] از 13 ِ فصل (مثلَن میئاید دست به جدید) ِ ) Έانی΋کوانتم-م از که ی چیز

E

c2 m
= − ξ2

2 (ℓ+ n′ + 1)2
. (56)

ͳنسبیت ِ مسئله-یِ-ک̃پل̃ر یِ برا قدیم ِ کوانتش 5

(Ẽ, b̃, L̃) به (E, b, L) آن در که برد، کار به را (53) یِ رابطه ان هم میشود ،ͳنسبیت یِ مسئله یِ برا

ِ تبدیل ِ حسب بر میشود هم را (b̃, L̃) به (b, L) ِ تبدیل .(34) و (33) و (15) ِ روابط اند: شده تبدیل
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نوشت: (ξ̃, ℓ̃) به (ξ, ℓ)

ξ̃ =

(
1 +

E′

c2 m

)
ξ. (57)

ℓ̃2 = ℓ2 − ξ2. (58)

میشود. چنین (55) ترتیب، این به

E′

c2 m
+

1

2

(
E′

c2 m

)2

= −
(
1 +

E′

c2 m

)2
ξ2

2 (
√

ℓ2 − ξ2 + n′)2
. (59)

)یا،
1 +

E′

c2 m

)2

− 1 = −
(
1 +

E′

c2 m

)2
ξ2

(
√

ℓ2 − ξ2 + n′)2
. (60)

میشود )که
E

c2 m

)2

− 1 = −
(

E

c2 m

)2
ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

. (61)

میدهد نتیجه هم این

E

c2 m
=

[
1 +

ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

]−1/2

. (62)

میشود. چنین ξ به نسبت 2 یِ مرتبه تا که

E

c2 m
= 1− ξ2

2 (ℓ+ n′)2
+ · · · . (63)

یا،

E′

c2 m
= − ξ2

2 (ℓ+ n′)2
+ · · · . (64)

-Έانی΋کوانتم-م) ِ دقیق ِ ش΋ل اما رفت. کار به (35) یِ رابطه ،(34) از (58) به رسیدن یِ برا

است. چنین ℓ با L یِ رابطه یِ) ِ-جدیدی

L ·L = ~2 ℓ (ℓ+ 1). (65)
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به میشود تبدیل (58) یِ رابطه ش΋ل، این با

ℓ̃ (ℓ̃+ 1) = ℓ (ℓ+ 1)− ξ2. (66)

،ͳیعن

ℓ̃ =

√
ℓ2 − ξ2. (67)

شده. تعریف چنین X که،

X = X− 1

2
. (68)

میشود. تبدیل این به میئاید، دست به جدید ِ Έانی΋کوانتم-م از که ،(56) یِ رابطه ترتیب این به

E

c2 m
=

[
1 +

ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

]−1/2

. (69)

،ξ به نسبت 2 یِ مرتبه تا البته و

E′

c2 m
= − ξ2

2 (ℓ+ n′)2
+ · · · . (70)

،ͳیعن

E′

c2 m
= − ξ2

2 (ℓ+ n′ + 1)2
+ · · · . (71)

دقیق یِ جوابها با قدیم ِ کوانتش یِ مقایسه 6

(مثلَن میئاید دست به [1] ک̃پل̃ر یِ مسئله در ترازها-یِ-انرژی یِ برا [2] کْلَین-گُردˇن یِ معادله از چه آن

ترازها-یِ- یِ برا [3] دیرˆک یِ معادله از حاصل یِ نتیجه است. (69) یِ رابطه ان هم ([8] از 3 ِ فصل

است. این ([8] از 8 ِ فصل (مثلَن هم [1] ک̃پل̃ر یِ مسئله در انرژی

E

c2 m
=

1 + ξ2

(
√
j2 − ξ2 + n′)2

−1/2

. (72)
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است: کل یِ ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت با متناظر یِ ͳکوانتم ِ عدد j که

J · J = ~2 j (j + 1). (73)

است. کل یِ ͳانه-یِ-زاویِئ΋ت J و

خلاصه:

EO

c2 m
=

[
1 +

ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

]−1/2

. (74)

EN

c2 m
=

[
1 +

ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

]−1/2

. (75)

EKG

c2 m
=

[
1 +

ξ2

(
√
ℓ2 − ξ2 + n′)2

]−1/2

. (76)

ED

c2 m
=

1 + ξ2

(
√
j2 − ξ2 + n′)2

−1/2

. (77)

است. (67) با متناظر N و ،(58) با متناظر O قدیم: ِ Έانی΋کوانتم-م ͳیعن N و O یِ شاخصها

اند. [3] دیرˆک یِ معادله و [2] کْلَین-گُردˇن یِ معادله ترتیب، به با، متناظر هم D و KG یِ شاخصها

میشود دیده

EKG = EN. (78)

ED = EO, ℓ = j. (79)

پانوشتها 7
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