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بˇعد دˇ ظرفیت،

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

قدرتمند ی ابزار که میروند، کار به مختلط یِ متغیرها کار این یِ برا میشود. ͳبررس دˇ-بˇعد در ظرفیت

َند. دˇ-بˇعد در

درامد 0

و S1 ِ کنار دˇ و ،E2 و E1 ِ ال΋ترˇد دˇ ِ شامل را خازن کرد. ͳتلق [2] و [1] بر ای ادامه میشود را متن این

پتانسیل ال΋ترِدها از Έی هر بر است، ی΋پارچه کنارها و ال΋ترˇدها از Έی هر که چنان می΋نم، تعریف S2

است: صفر کنار بر عمود یِ راستا در پتانسیل ِ مشتق کنارها از Έی هر بر و است، ثابت (u)

u(z) = uj , z ∈ Ej . (1)

(∂m u)(z) = 0, z ∈ Sj . (2)



بˇعد دˇ ظرفیت، ٢

پتانسیل است. عمود Sj بر (Sj از z یِ نقطه Έی (در m و است، m با X یِ ͳسوی ِ مشتق (∂m X)

برمیئاورˆد: [3]را لَپلَس یِ معادله ͳیعن است، همساز خازن ِ درون

(△ u)(z) = 0, z ∈ V. (3)

[b(V)] با را V ِ مرز ست. کنارها و ال΋ترˇدها ِ اجتماع آن ِ مرز و است، خازن ِ درون V ست. ͳلَپلَس △

میدهم: نشان

b(V) = E1 ∪ E2 ∪ S1 ∪ S2. (4)

مختلط ِ نمایش و دˇ-ب̶عد، 1

میدهم: نشان (x, y) با را z با متناظر یِ ͳدِکَرت ِ مختصات دˇ-بˇعد، در

z = x+ i y. (5)

جمله، از میدهم. نشان Z̄ با هم را Z ِ ِ-مختلط مزدوج-

z̄ = x− i y. (6)

است. چنین بردار یِ برا مختلط ِ نمایش

x̂ → 1. (7)

ŷ → i. (8)

جمله، از

∂m =
m+ m̄

2
∂x̂ +

m− m̄

2 i
∂ŷ. (9)

یا،

∂m = m ∂ + m̄ ∂̄. (10)
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که

∂ =
1

2
(∂x̂ − i ∂ŷ). (11)

∂̄ =
1

2
(∂x̂ + i ∂ŷ). (12)

البته، و

∂x̂ = ∂ + ∂̄. (13)

−i ∂ŷ = ∂ − ∂̄. (14)

است. چنین ͳلَپلَس ِ نمایش Έی ترتیب، این به

△ = 4 ∂ ∂̄. (15)

است. ثابت) ِ z (در z̄ به نسبت مشتق-گیری ∂̄ و ثابت)، ِ z̄ (در z به نسبت مشتق-گیری ∂

میΎویند: u ِ همساز ِ مزدوج آن به که میشود، تعریف v ِ همساز ِ تاب΄ ،u ِ همساز ِ تاب΄ با با متناظر

∂x̂ u = ∂ŷ v. (16)

−∂ŷ u = ∂x̂ v. (17)

،∂̄ و ∂ ِ حسب بر اند. [4] کُشͳ-ریمان ِ معادلات اینها

∂ u = i ∂ v. (18)

−∂̄ u = i ∂̄ v. (19)

می΋نم. تعریف چنین را w ِ تاب΄

w = u+ i v. (20)

میشوند. چنین [4] کُشͳ-ریمان ِ معادلات

∂̄ w = 0. (21)

∂ w̄ = 0. (22)
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میشود نتیجه [4] کُشͳ-ریمان ِ معادلات از

(∂x̂ u)2 + (∂ŷ u)2 = (∂x̂ u)2 + (∂x̂ v)2,

= (∂x̂ w) (∂x̂ w̄),

= (∂ w + ∂̄ w) (∂ w̄ + ∂̄ w̄),

= (∂ w) (∂̄ w̄). (23)

پس،

(∂x̂ u)2 + (∂ŷ u)2 = |∂ w|2. (24)

ترتیب، ین هم به

(∂x̂ v)2 + (∂ŷ v)2 = |∂ w|2. (25)

نوشت. چنین میشود را اینها

|∇u| = |∂ w|. (26)

|∇ v| = |∂ w|. (27)

که،

∇ = x̂ ∂x̂ + ŷ ∂ŷ. (28)

همچنین،

det
∂ (u, v)

∂ (x, y)
= (∂x̂ u) (∂ŷ v)− (∂x̂ v) (∂ŷ u). (29)

میدهد. نتیجه ،[4] کُشͳ-ریمان ِ معادلات از استفاده با که،

det
∂ (u, v)

∂ (x, y)
= |∂ w|2. (30)
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میدهم: نشان (d a) با را مساحت ِ عنصر

d a = (dx) (d y). (31)

میشود دیده

(du) (d v) =

∣∣∣∣det ∂ (u, v)

∂ (x, y)

∣∣∣∣ (dx) (d y). (32)

پس،

(du) (d v) = |∂ w|2 (dx) (d y). (33)

،ͳیعن که

d a =
(du) (d v)

|∂ w|2
. (34)

نوشت. چنین میشود هم را w̄ و w ِ [4]مشتق کُشͳ-ریمان ِ معادلات از استفاده با

∂ w =
dw

d z
. (35)

∂̄ w̄ =
d w̄

d z̄
. (36)

البته، و

∂̄ w̄ = (∂ w). (37)

میدهم: نشان (d ℓ) با را طول ِ عنصر

d ℓ = |d z|. (38)

میشود دیده

|dw| = |∂ w| |d z|. (39)

،ͳیعن که

d ℓ =
|dw|
|∂ w|

. (40)
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مرزی ِ شرایط و معادله 2

است. چنین (2) یِ ِ-مرزی شرط-

(m∂ u+ m̄ ∂̄ u)(z) = 0, z ∈ Sj . (41)

-ِ مزدوج- دارد. ِ-همساز مزدوج- Έی uپس است. همساز (V ِ (درون u که است این (3) یِ معادله

چنین (41) یِ ِ-مرزی شرط- ،[4] کُشͳ-ریمان ِ معادلات از استفاده با میدهم. نشان v با را u همساز

میشود.

(n∂ v + n̄ ∂̄ v)(z) = 0, z ∈ Sj . (42)

که،

n = im. (43)

ͳیعن (42) یِ رابطه

(∂n v)(z) = 0, z ∈ Sj . (44)

بر v ͳیعن (44) ترتیب، این به است. مماس Sj بر n پس است، عمود m بر n ͳیعن هم (43) یِ رابطه

است: ثابت کنارها از Έی هر بر v که این با است همئرز (2) یِ ِ-مرزی شرط- پس است. ثابت Sj

v(z) = vj , z ∈ Sj . (45)

میشود. چنین هم (3) یِ معادله

(∂ ∂̄ u)(z) = 0, z ∈ V. (46)
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ظرفیت و بار 3

یِ اندازه ِ انتΎرال (پذیرفتاری) ε بر تقسیم qj میدهم. نشان qj با را j ِ ال΋ترˇد بر بار-بر-طول یِ) (اندازه

است: Ej بر ͳ΋تری΋ال ِ میدان

qj
ε

=

∫
Ej

(d ℓ) |∇u|. (47)

میشود. چنین ،(26) از استفاده با که،

qj
ε

=

∫
Ej

(d ℓ) |∂ w|. (48)

،(40) از استفاده با یا،

qj
ε

=

∫
Ẽj

|dw|. (49)

پس، است. ثابت (Ẽj ش َ تصویر (یا Ej بر u است. w یِ صفحه در Ej ِ تصویر Ẽj

dw = i d v, z ∈ Ej . (50)

میشود. چنین (49) و

qj
ε

=

∫
Ẽj

|d v|. (51)

پس می΋ند. تغییر ی΋نوا دیΎر، ِ سر تا سر Έی از ،Ej بر v

qj
ε

= ∆ v. (52)

S2 و S1 در v یِ مقدارها ِ اختلاف ان هم که است، Ej ِ دˇ-سر در v یِ مقدارها ِ اختلاف (∆ v) که

است:

∆ v = |v2 − v1|. (53)
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است: ی΋سان 2 و 1 یِ ال΋ترˇدها در بار-بر-طول، یِ اندازه میشود دیده جمله از

q2 = q1. (54)

میدهم: نشان q با را مشترک ِ مقدار این

q

ε
= ∆ v. (55)

خازن ِ ظرفیت-بر-طول میدهم. نشان c با را خازن ِ ظرفیت-بر-طول میΎویم. خازن ِ بار-بر-طول q به

خازن: یِ ال΋ترˇدها ِ ِ-پتانسیل اختلاف- بر تقسیم خازن ِ بار-بر-طول با است برابر

c =
q

∆u
. (56)

که،

∆u = |u2 − u1|. (57)

ترتیب، این به

c

ε
=

∆ v

∆u
. (58)

ظرفیت و انرژی 4

بر ͳ΋تری΋ال ِ میدان یِ اندازه ِ مجذور ِ انتΎرال (ε/2) بر تقسیم h میدهم. نشان h با را انرژی-بر-طول

است: V

2h

ε
=

∫
V
(d a) |∇u|2. (59)

میشود. چنین ،(26) از استفاده با که،

2h

ε
=

∫
V
(d a) |∂ w|2. (60)
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،(34) از استفاده با یا،

2h

ε
=

∫
Ṽ
(du) (d v). (61)

میشود. چنین (61) و است. w یِ صفحه در V ِ تصویر Ṽ

2h

ε
= (∆u) (∆ v). (62)

ِ ِ-پتانسیل اختلاف- ِ مجذور بر تقسیم خازن ِ انرژی-بر-طول ِ بادˇ-برابر است برابر خازن ِ ظرفیت-بر-طول

خازن: یِ ال΋ترˇدها

c =
2h

(∆u)2
. (63)

ترتیب، این به

c

ε
=

(∆u) (∆ v)

(∆u)2
. (64)

است. (58) ان هم که

پانوشتها 5

X1-068 (2010/05/27) دوبˇعد» در پˇو͈سˇن یِ مسئله و همدیس ِ «نΎاشت خرمͳ؛ محمد [1]

همدیس» ِ نΎاشت از استفاده با قرص، یِ برا دیری΋له یِ «مسئله خرمͳ؛ محمد [2]
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[3] Laplace

[4] Cauchy-Riemann


