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ست. ͳجداشدن معادله-یِ-دیفرانسیل ِ خُد میشود. ͳبررس ستون Έی در [1] پˇو͈سˇن یِ معادله

ِ کل صورت این در ست. ͳجداشدن هم ِ-مرزی شرط- یِ هندسه که میشود ͳبررس ی حالت

میئاید. دست به مخلوط یِ ِ-مرزی شرط- با یِ مسئله یِ برا [2] گرین ِ تاب΄ ست. ͳجداشدن مسئله

گرین ِ تاب΄ و پ̶و͈سˇن، یِ معادله 1

است. چنین ψ یِ برا J یِ چشمه با [1] پˇو͈سˇن یِ معادله

∇ ·∇ψ = J, r ∈ V. (1)

نشان G با را مخلوط یِ ِ-مرزی شرط- با (1) یِ معادله با متناظر [2] گرین ِ تاب΄ و ،bo(X) با را X ِ مرز

میدهم:

(∇′ ·∇′G)(r, r′) = δ(r − r′), r′ ∈ V. (2)
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G(r, r′) = 0, r′ ∈ D. (3)

[(n̂ ·∇)′G](r, r′) = 0, r′ ∈ N. (4)

یِ مجموعه دˇ N و D است. بیرون یِ سو به مرز بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n̂ و ،r′ به نسبت ′∇مشتق-گیری

است: bo(V) شان ِ اجتماع که َند بͳ-اشتراک

D ∩ N = ∅. (5)

D ∪ N = bo(V). (6)

است: معلوم ψ ِ عمود-بر-مرز ِ مشتق N بر و ψ ِ خُد D بر که

ψ(r) = fD(r), r ∈ D. (7)

[(n̂ ·∇)ψ](r) = fN(r), r ∈ N. (8)

میشود. چنین (8) و (7) یِ ِ-مرزیها شرط- با (1) یِ معادله ِ جواب است.) مرج΄ Έی [3])

ψ(r) =

∫
V
(dV ′) [G(r, r′)] J(r′) +

∮
bo(V)

(dS′) [K(r, r′)] f(r′). (9)

K(r, r′) = [ΘD(r
′)] [(n̂ ·∇)′G](r, r′)− [ΘN(r

′)]G(r, r′). (10)

f(r) = [ΘD(r)] fD(r) + [ΘN(r)] fN(r). (11)

میشود. تعریف چنین ΘX که

ΘX(r) =


0, r /∈ X

1, r ∈ X
. (12)

ستون 2

در S (ِ (تخت ِ ΀سط یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر است، باز یِ مجموعه Έی V باز) ِ ) ستون

:(0, h) ِ پاره-خط

V = S× (0, h). (13)
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ِ محور است. h (ِ مثبت ِ (مقدار ستون ِ ارتفاع و است، همانریخت S (ِ باز یِ (مجموعه با ستون یِ قاعده

میشود. چنین م΋ان) ِ (بردار r میΎیرم. موازی ستون ِ محور با را z

r = ρ+ z ẑ. (14)

میشود دیده است. (z ِ محور بر (عمود دˇ-بˇعدی ی بردار ρ که

∇ ·∇ = ∇⊥ ·∇⊥ +D2. (15)

است. z ِ محور یِ راستا در مشتق-گیری D و ،z ِ محور بر عمود یِ راستا در ∇ ِ تصویر ∇⊥ که

میشوند: جا-به-جا ∇ ·∇ با نتیجه در و هم، با D2 و ∇⊥ ·∇⊥ ست. ͳعرض یِ ͳلَپلَس ∇⊥ ·∇⊥

[∇⊥ ·∇⊥,D
2] = 0. (16)

[∇ ·∇,∇⊥ ·∇⊥] = 0. (17)

[∇ ·∇,D2] = 0. (18)

یِ ِ-مرزی شرط- ستون ِ مرز بر و است ستون شان یِ دامنه که می΋نند اثر ͳی تابعها بر عملΎرها این البته

است. چنین ستون) ِ (مرز bo(V) برمیئاورˆند. را ی خاص

bo(V) = [bo1(V)] ∪ [bo2(V)] ∪ [bo3(V)]. (19)

که،

[boi(V)] ∪ [boj(V)] = ∅, i ̸= j. (20)

bo1(V) = [bo(S)]× (0, h). (21)

bo2(V) = S× {0, h}. (22)

bo3(V) = bo[bo1(V)]. (23)

bo3(V) = bo[bo2(V)]. (24)
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ان هم البته که ست، ͳجانب-ِ -΀سط ِ مرز bo3(V) ست. قاعدِها bo2(V) و ست، ͳجانب ِ ΀سط bo1(V)

خاطر، ین هم به است. bo(V) ِ بˇعد از کمتر ی Έی bo3(V) ِ بˇعد ست. قاعدِها ِ مرز

∫
bo(V)

(dS)X(r) =

∫
bo1(V)

(dS)X(r) +

∫
bo2(V)

(dS)X(r). (25)

مینویسم. ش΋ل این به هم را bo2(V) نیست. مهم bo3(V) عملَن

bo2(V) = S0 ∪ Sh. (26)

که،

Ss = S× {s}. (27)

ِ-مرزی شرط- اگر است؛ درست است ∇صفر ·∇ D2و ⊥∇و ·∇⊥ از دˇ-تا هر ِ جا-به-جاگر که این

مستقل قاعدِها) (بر D2 یِ برا ِ-مرزی شرط- و باشد، z از مستقل (ͳجانب ِ ΀سط (بر ∇⊥ ·∇⊥ یِ برا

تعریف S بر است: z از مستقل هم ِ-مرزی شرط- ِ در-نظر-گرفتن ⊥∇با ·∇⊥ ͳیعن اینها باشد. ρ از

فرض شده. تعریف (0, h) بر است: ρ از مستقل هم ِ-مرزی شرط- ِ در-نظر-گرفتن با D2 و شده.

است. ش΋ل این به درواق΄ هم، (15) یِ رابطه است. چنین می΋نم

∇ ·∇ = (∇⊥ ·∇⊥)× 1(0,h) + 1S ×D2. (28)

میبˆرم. کار به را (15) ِ ش΋ل ان هم ͳسادِگ یِ برا اما

ستون یِ برا ِ-گرین تاب΄- 3

میدهم: بسط (∇⊥ ·∇⊥) یِ ویژه-بردارها ِ حسب بر را ستون یِ برا [2] ِ-گرین تاب΄-

G(r, r′) =
∑
λ

[Gλ(ρ,ρ
′)]Zλ(z, z

′). (29)
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که،

(∇′
⊥ ·∇′

⊥Gλ)(ρ,ρ
′) = λGλ(ρ,ρ

′), ρ′ ∈ S. (30)

Gλ(ρ,ρ
′) = 0, ρ′ ∈ D1. (31)

[(n̂ ·∇⊥)
′Gλ](ρ,ρ

′) = 0, ρ′ ∈ N1. (32)

است: bo(S) شان ِ اجتماع که َند بͳ-اشتراک یِ مجموعه دˇ N1 و D1

D1 ∩ N1 = ∅. (33)

D1 ∪ N1 = bo(S). (34)

که،

Gλ(ρ,ρ
′) = 0, ρ′ ∈ D1. (35)

[(n̂ ·∇⊥)
′Gλ](ρ,ρ

′) = 0, ρ′ ∈ N1. (36)

میشود نتیجه (30) از می΋نم. ͳبررس را λ ِ علامت

λ

∫
S
(dS′) |Gλ(ρ,ρ

′)|2 =

∫
S
(dS′) [Gλ(ρ,ρ

′)]⋆ (∇′
⊥ ·∇′

⊥Gλ)(ρ,ρ
′). (37)

جزئ-به-جزئ، یِ انتΎرال-گیری با است. X ِ ِ-مختلط مزدوج- X⋆ که

λ

∫
S
(dS′) |Gλ(ρ,ρ

′)|2 =

∮
bo(S)

(d ℓ′) [Gλ(ρ,ρ
′)]⋆ [(n̂ ·∇⊥)

′Gλ](ρ,ρ
′)

−
∫
S
(dS′) |(∇′

⊥Gλ)(ρ,ρ
′)|2. (38)

میشود نتیجه (34) و (32) و (31) از

[(Gλ)
⋆ (n̂ ·∇⊥)

′Gλ](ρ,ρ
′) = 0, ρ′ ∈ [bo(S)]. (39)

ترتیب، این به

λ

∫
S
(dS′) |Gλ(ρ,ρ

′)|2 = −
∫
S
(dS′) |(∇′

⊥Gλ)(ρ,ρ
′)|2. (40)



ستون Έی در پˇو͈سˇن یِ معادله ۶

باشد، صفر همه-جا (∇′
⊥Gλ) اگر فقط باشد، صفر است مم΋ن λ است. نامثبت و ͳحقیق λ ͳیعن این

(دقیقتر باشد ͳناته D1 و باشد ρ′ از مستقل Gλ(ρ,ρ
′) اگر باشد. ρ′ از مستقل Gλ(ρ,ρ

′) ͳیعن که

ست، ͳمنف λپس است. صفر Gλ میشود نتیجه (31) از گاه آن باشد)، برابر S ِ بˇعد با D1 ِ بˇعد که این

این (دقیقتر نیست ͳناته D1 می΋نم فرض پس این از باشد. S ان هم N1 ͳیعن که باشد، ͳته D1 مΎر

ست. ͳمنف λپس است). برابر S ِ بˇعد با D1 ِ بˇعد که

که گرفت چنان را ρ به Gλ(ρ,ρ
′) یِ ͳΎ̃بست میشود

∑
λ

Gλ(ρ,ρ
′) = δ(ρ− ρ′), ρ′ ∈ S. (41)

می΋نم. تعریف چنین را GS و می΋نم، چنین

GS =
∑
λ

Gλ

λ
. (42)

است: S با متناظر ِ [2] ِ-گرین تاب΄- GS میشود دیده

(∇′
⊥ ·∇′

⊥GS)(ρ,ρ
′) = δ(ρ− ρ′), ρ′ ∈ S. (43)

GS(ρ,ρ
′) = 0, ρ′ ∈ D1. (44)

[(n̂ ·∇⊥)
′GS](ρ,ρ

′) = 0, ρ′ ∈ N1. (45)

مینجامد. این به G یِ برا (2) یِ معادله

∑
λ

[Gλ(ρ,ρ
′)] [(D′2 + λ)Zλ](z, z

′) = δ(r − r′), r′ ∈ V. (46)

همچنین،

[δ(ρ− ρ′)] δ(z − z′) = δ(r − r′). (47)

میشود ،(41) از استفاده با که،

∑
λ

[Gλ(ρ,ρ
′)] δ(z − z′) = δ(r − r′), ρ′ ∈ S. (48)
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میشود نتیجه (48) و (46) از

[(D′2 + λ)Zλ](z, z
′) = δ(z − z′), z′ ∈ (0, h). (49)

میشوند. چنین هم قاعدِها در ِ-مرزی شرایط-

(N ′
z′ Zλ)(z, z

′) = 0, z′ ∈ {0, h}. (50)

که،

Ns =


1, Ss ⊆ D

D, Ss ⊆ N
. (51)

ست. ͳهمان 1 و

پس ست. ͳمنف λ

λ = −ν2. (52)

میشود. چنین (50) یِ ِ-مرزی شرط- با (49) یِ معادله ِ جواب است. مثبت) (و ͳحقیق ν که

Zλ(z, z
′) =

[Υλ 0(z<)] [Υλh(z>)]

Wλ
. (53)

که،

Wλ = Υλ 0 Υ
′
λh −Υ′

λh Υ
′
λ 0. (54)

Υλ s(z) =


σs sinh[ν (z − s)], Ss ⊆ D

cosh[ν (z − s)], Ss ⊆ N
. (55)

σs =


1, s = 0

−1, s = h

. (56)
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ترتیب، این به

Wλ = −ν


sinh(ν h)

cosh(ν h)

(57)

بر یا است، صفر G ِ خُد هر-دˇ بر یا است: ی΋سان دˇ-قاعده در ِ-مرزی شرط- که ست ی وقت sinh

قاعده Έی بر و G ِ خُد قاعده Έی بر که ست ی وقت cosh است. صفر G یِ عمودی ِ مشتق هر-دˇ

است. صفر G یِ عمودی ِ مشتق

ستون یِ برا معادله ِ جواب 4

ستون یِ برا جواب، این است. (9) ِ ش΋ل به (8) و (7) یِ ِ-مرزیها شرط- با (1) یِ معادله ِ جواب

میشود. چنین

ψ(r) =

∫
S
(dS′)

∫ h

0

(d z′) [G(r, r′)] J(r′)

+

∮
bo(S)

(d ℓ′)

∫ h

0

(d z′) [K1(r, r
′)] f1(r

′)

+

∫
S
(dS′) {[K0(r, r

′)] f0(r
′) + [Kh(r, r

′)] fh(r
′)}. (58)

َند. Sh و ،S0 ،ͳجانب ِ ΀سط با متناظر ترتیب، به ،h و 0 و 1 یِ شاخصها

کار به را (10) البته و رابطه، ین هم هم ها Ka یِ برا میئاید. دست به (29) یِ رابطه از G ِ خُد

میبˆرم:

K1(r, r
′) =

∑
λ

{[ΘD(r
′)] [(n̂ ·∇⊥)

′Gλ](ρ,ρ
′)

− [ΘN(r
′)]Gλ(ρ,ρ

′)}Zλ(z, z
′). (59)

K0(r, r
′) = −

∑
λ

[Gλ(ρ,ρ
′)] [νΘD(r

′) + ΘN(r
′)]

Υλh(z)

Wλ
. (60)

Kh(r, r
′) = −

∑
λ

[Gλ(ρ,ρ
′)] [νΘD(r

′) + ΘN(r
′)]

Υλ 0(z)

Wλ
. (61)
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پانوشتها 5
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