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میشود. ͳبررس است، محدود جمعیت ی وقت آن، ِ ِ-قطعیت عدم- و احتمال ِ تخمین

درامد 0

زیاد نامحدود نمیشود را آزمایشها ِ تعداد است، محدود میشود انجام آن بر آزمایش که ی جمعیت ی وقت

ِ تصادفͳ-بودن میشود: زیاد سنجش ِ قطعیت شود، Έنزدی جمعیت به آزمایشها ِ تعداد اگر البته کرد.

ͳویژگ Έی) َند شاخص تا M ،ͳتای N ِ جمعیت Έی از که است این مسئله میΎراید. صفر به نتیجه

m و n و N َند. شاخص آزمایش-شده یِ نمون̃ها از تا m و میشود آزمایش نمونه n ͳتصادف دارند).

است؟ چند M َند. معلوم

n معمولَن اما ست. ͳقطع نتیجه و است؛ m ان هم هم M باشد، N ان هم n اگر که است رˇشن

هر میرود انتظار البته میئاید. دست به تُزی΄ Έی که بل ،ͳقطع ِ مقدار Έی Mنَ یِ برا و Nاست از کمتر

متناظر یِ ͳوردای و میانΎین و تُزی΄ این یِ محاسبه هدف شود. (تیزتر) قطیتر تُزی΄ این شود بزرگتر n چه

است. به-بینهایت N یِ حدی ِ حالت که است، [1] یِ ادامه در این است.

A ِ رخ-دادن ِ احتمال است. [2] بِیز یِ قضیه رفت، کار به [1] در که ان هم ِ مثل کار، ِ اساس



احتمال ِ سنجش ٢

Ei یِ مجموع̃ها گیرم میدهم. نشان P (B|A) با را A ِ شرط به B ِ رخ-دادن ِ احتمال و ،P (A) با را

که َند چنان

Ei ∩ Ej = ∅, i ̸= j. (1)∪
i

Ei = M, (2)

[3] از 4 ِ فصل مثلَن یا ،[1] در که چنان است). Έی َش احتمال (که است مرج΄ یِ مجموعه M که

آمده،

P (Ei|A) =
P (A|Ei)P (Ei)∑

j

P (A|Ej)P (Ej)
. (3)

دست به ِ-احتمال تُزی΄- َند شاخص که (ͳتایN ِ جمعیت (در ͳی آنها ِ تعداد یِ برا که است این هدف

ͳی آنها ِ تعداد میدهم. Mنشان با را آن که ست ͳتصادف ِ متغیر Έی َند شاخص که ͳی آنها ِ تعداد آید.

میدهم. نشان m با را آن که ست، ͳتصادف ِ متغیر Έی هم َند شاخص آزمایش-شده یِ n-نمونه ِ بین که

میشود. چنین (3) یِ رابطه

P (M = M |m = m) =
P (m = m|M = M)P (M = M)∑
J

P (m = m|M = J)P (M = J)
. (4)

آزمایش ِ اساس بر احتمال، 1

تا m که این ِ احتمال شده. سنجیده نمونه n َند، شاخص شان یِ تا M که ،ͳتای N ِ جمعیت Έی از

ͳهندس-ِ فُق- ِ تُزی΄ میئاید. دست به ͳهندس-ِ فُق- ِ تُزی΄ از باشند، شاخص آزمایش-شده یِ نمون̃ها از

میدهم: نشان Phg با را

Phg(m;N,M,n) =

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
(
N

n

) . (5)
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را A ِ تاب΄ است. این اثبات ِ راه Έی باید. که چنان است، Έی m بر Phg(m;N,M,n) ِ مجموع

می΋نم: تعریف چنین

A(x) =
∑
j,k

(
J

j

)(
K

k

)
xj+k. (6)

میشود دیده

A(x) =

∑
j

(
J

j

)
xj

 [∑
k

(
K

k

)
xk

]
,

= (1 + x)J (1 + x)K . (7)

،ͳیعن

A(x) = (1 + x)J+K . (8)

البته،

A(x) =
∑
l

Al x
l. (9)

که،

Al =

(
J +K

l

)
. (10)

همچنین،

Al =
∑
j

(
J

j

)(
K

l − j

)
. (11)

پس،

∑
j

(
J

j

)(
K

l − j

)
=

(
J +K

l

)
. (12)

جمله، از

∑
m

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
=

(
N

n

)
. (13)



احتمال ِ سنجش ۴

میدهد نشان که

∑
m

Phg(m;N,M,n) = 1. (14)

میشود دیده

P (m = m|M = M) = Phg(m;N,M,n). (15)

البته، و

∑
m

P (m = m|M = M) = 1. (16)

باید. که چنان

کرد: حساب را f(M) ِ میانΎین میشود P (M = M |m = m) ِ احتمال با

⟨f(M)⟩ =
∑
M

[P (M = M |m = m)] f(M). (17)

باشند). شاخص سنجیده-شده یِ نمونه n از mتا که ی شرط (به است f(M) ِ میانΎین ⟨f(M)⟩ که

جمله، از

⟨M⟩ =
∑
M

[P (M = M |m = m)]M. (18)

Var(M) =
∑
M

[P (M = M |m = m)] (M − ⟨M⟩)2. (19)

است. M یِ ͳوردای Var(M) که

باید ͳیعن باشد، معلوم P (M = M) باید P (M = M |m = m) ِ به-دست-آوردن یِ برا اما

باشد. معلوم ِ-آزمایش پیش-از-انجام- ِ احتمال
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پیش-فرض ِ بدون احتمال، ِ سنجش 2

ِ ΀صحی یِ ها J یِ برا (البته است J از مستقل P (M = J) که میΎیرم این را نباشد ی پیش-فرض

نیستند): بزرگتر N از که ͳنامنف

P (M = J) =
1

N + 1
, 0 ≤ J ≤ N. (20)

ترتیب، این به

P (M = M |m = m) =
P (m = m|M = M)∑
J

P (m = m|M = J)
. (21)

میدهد نتیجه که

P (M = M |m = m) =

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
∑
J

(
J

m

)(
N − J

n−m

) . (22)

ِ طرف ِ مخرج یِ محاسبه یِ برا است. Έی M بر P (M = M |m = m) ِ مجموع که است رˇشن

می΋نم. تعریف چنین را B ِ تاب΄ هم (22) ِ راست

B(x) =
∑
J,K

(
J

j

)(
K

k

)
xJ+K−j−k. (23)

میشود دیده

B(x) =

[∑
J

(
J

j

)
xJ−j

] [∑
K

(
K

k

)
xK−k

]
,

= (1− x)−j−1 (1− x)−k−1. (24)

،ͳیعن

B(x) = (1− x)−j−k−2. (25)
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البته،

B(x) =
∑
l

Bl x
l. (26)

که،

Bl =

(
j + k + l + 1

j + k + 1

)
. (27)

همچنین،

Bl =
∑
J

(
J

j

)(
j + k + l − J

k

)
. (28)

پس،

∑
J

(
J

j

)(
j + k + l − J

k

)
=

(
j + k + l + 1

j + k + 1

)
. (29)

جمله، از

∑
J

(
J

m

)(
N − J

n−m

)
=

(
N + 1

n+ 1

)
. (30)

میدهد نشان که

P (M = M |m = m) =

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
(
N + 1

n+ 1

) . (31)

مینویسم. چنین را این

P (M = M |m = m) =
1

Z

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
. (32)

که،

Z =

(
N + 1

n+ 1

)
. (33)
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می΋نم. تعریف چنین را XN یِ ͳتصادف ِ متغیر

XN =
M

N
. (34)

میدهم: نشان ρ با را آن که میشود، تعریف چΎالͳ-یِ-احتمال X یِ برا میدهم. نشان X ِ خُد با را X∞

ρ(X = x) = lim
N→∞

[N P (M = N x)]. (35)

هم، ͳشرط ِ چΎالͳ-یِ-احتمال یِ برا است. (∆x)−1 ان هم راست، ِ طرف در P ِ ضریب

ρ(X = x|m = m) = lim
N→∞

[N P (M = N x|m = m)]. (36)

نیست، بزرگ j و است بزرگ J ی )وقت
J

j

)
∼ Jj

j!
. (37)

نیستند، بزرگ n و m و َند بزرگ M و N ی وقت ترتیب، این به

P (M = M |m = m) ∼ (n+ 1)!

(N + 1)n+1

Mm

m!

(N −M)n−m

(n−m)!
. (38)

میدهد نتیجه که

ρ(X = x|m = m) =
(n+ 1)!

m! (n−m)!
xm (1− x)n−m. (39)

است. آمده دست به [1] در که است ان هم این

گشتاورها 3

میشود دیده

⟨(M+ 1)⟩ = 1

Z

∑
M

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
(M + 1),

=
m+ 1

Z

∑
M

(
M + 1

m+ 1

)(
N −M

n−m

)
,

=
m+ 1

Z

(
N + 2

n+ 2

)
. (40)



احتمال ِ سنجش ٨

،ͳیعن

⟨(M+ 1)⟩ = m+ 1

n+ 2
(N + 2). (41)

ترتیب، ین هم به

⟨(M+ 1) (M+ 2)⟩ = 1

Z

∑
M

(
M

m

)(
N −M

n−m

)
(M + 1) (M + 2),

=
(m+ 1) (m+ 2)

Z

∑
M

(
M + 2

m+ 2

)(
N −M

n−m

)
,

=
(m+ 1) (m+ 2)

Z

(
N + 3

n+ 3

)
. (42)

،ͳیعن

⟨(M+ 1) (M+ 2)⟩ = (m+ 1) (m+ 2)

(n+ 2) (n+ 3)
(N + 2) (N + 3). (43)

همچنین،

Var(M) = Var(M+ 1),

= ⟨(M+ 1)2⟩ − [⟨(M+ 1)⟩]2,

= ⟨(M+ 1) (M+ 2)⟩ − ⟨(M+ 1)⟩ − [⟨(M+ 1)⟩]2. (44)

پس،

Var(M) =
(m+ 1) (m+ 2)

(n+ 2) (n+ 3)
(N + 2) (N + 3)

− m+ 1

n+ 2
(N + 2)−

[
m+ 1

n+ 2
(N + 2)

]2
. (45)

میشود دیده X ِ تعریف از

⟨f(X)⟩ = lim
N→∞

⟨
f

(
M

N

)⟩
. (46)
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جمله، از

⟨X⟩ = lim
N→∞

⟨M⟩
N

,

= lim
N→∞

{
1

N

[
m+ 1

n+ 2
(N + 2)− 1

]}
, . (47)

میدهد نتیجه که

⟨X⟩ = m+ 1

n+ 2
. (48)

همچنین،

Var(X) = lim
N→∞

Var(M)

N2
,

= lim
N→∞

[
(m+ 1) (m+ 2)

(n+ 2) (n+ 3)

(N + 2) (N + 3)

N2

− m+ 1

n+ 2

N + 2

N2
−
(
m+ 1

n+ 2

N + 2

N2

)2 ]
. (49)

میدهد نتیجه که

Var(X) =
(m+ 1) (m+ 2)

(n+ 2) (n+ 3)
−
(
m+ 1

n+ 2

)2

. (50)

،ͳیعن

Var(X) =
(m+ 1) (n−m+ 1)

(n+ 2)2 (n+ 3)
. (51)

اند. آمده دست به [1] در که یˆند انها هم (51) و (48) ِ روابط

پیش-فرض با احتمال، ِ سنجش 4

بوده شاخص آنها از تا µ که شده، سنجیده نمونه ν قبلَن که می΋نم وارد چنین را پیش-فرض ،[1] ِ مثل

اولیه ِ سنجش از پس یِ ͳتای N ِ جعیت در که این و بوده. (N + ν) اولیه ِ جمعیت ͳیعن این اند.



احتمال ِ سنجش ١٠

شاخص تا (M + µ) اولیه یِ ͳتای (N + ν) ِ جمعیت در که است این با همئرز باشند، شاخص Mتا

است. چنین (4) یِ رابطه در P (M = M) ͳیعن اینها اند. بوده

P (M = M) =

(
M + µ

µ

)(
N + ν −M − µ

ν − µ

)
(
N + ν + 1

n+ ν + 1

) . (52)

میشود نتیجه این از

P (m = m|M = M)P (M = M) = C
(
M + µ

m+ µ

)(
N + ν −M − µ

n+ ν −m− µ

)
. (53)

،(30) از استفاده با ترتیب، این به است. M از مستقل C که

∑
J

P (m = m|M = J)P (M = J) = C
(
N + ν + 1

n+ ν + 1

)
. (54)

میدهد نتیجه که

P (M = M |m = m) =

(
M + µ

m+ µ

)(
N + ν −M − µ

n+ ν −m− µ

)
(
N + ν + 1

n+ ν + 1

) . (55)

شده. اضافه n و N به ν و شده، اضافه m و M به µ آن در که است؛ (31) ان هم این

میئایند: دست به ِ-پیش-فرض بدون- ِ حالت یِ گشتاورها یِ رو از هم گشتاورها تبدیل، ین هم با

⟨(M+ µ+ 1)⟩ = m+ µ+ 1

n+ ν + 2
(N + ν + 2). (56)

⟨(M+ µ+ 1) (M+ µ+ 2)⟩ = (m+ µ+ 1) (m+ µ+ 2)

(n+ ν + 2) (n+ ν + 3)

× (N + ν + 2) (N + ν + 3). (57)

همچنین،

Var(M) =
(m+ µ+ 1) (m+ µ+ 2)

(n+ ν + 2) (n+ ν + 3)
(N + ν + 2) (N + ν + 3)

− m+ µ+ 1

n+ ν + 2
(N + ν + 2)−

[
m+ µ+ 1

n+ ν + 2
(N + ν + 2)

]2
. (58)
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-ِ بدون- ِ حالت ِ مثل نباشند، بزرگ µ و ν که ی شرط به هم، باشند بزرگ M و N که ی حالت

شده: اضافه n به ν و شده، اضافه m به µ آن در که میئاید؛ دست به پیش-فرض

ρ(X = x|m = m) =
(n+ ν + 1)!

(m+ µ)! (n+ ν −m− µ)!
xm+µ (1− x)n+ν−m−µ. (59)

گشتاورها، یِ برا و

⟨X⟩ = m+ µ+ 1

n+ ν + 2
. (60)

Var(X) =
(m+ µ+ 1) (n+ ν −m− µ+ 1)

(n+ ν + 2)2 (n+ ν + 3)
. (61)

اند. آمده دست به [1] در که یˆند انها هم (60) تا (58) ِ روابط

پانوشتها 5
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