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ͳسمت ِ جریان با ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از تابش

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

یِ میدانها میΎذرد. سینوسͳ-با-زمان و ی΋نواخت، ،ͳسمت ی جریان ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از

میشوند. محاسبه ͳتابش ِ نوان نیز و حاصل، یِ ͳ΋تری΋ال و ͳمغناطیس

درامد 0

میدهم: نشان فازُر با را سینوسͳ-با-زمان یِ تابعها اند. (ρ, ϕ, z) ͳاستوان̃ئ ِ مختصات

X(t) = Re[X exp(−iω t)]. (1)

مختلط ِ یΈعدد X و است، ω یِ ͳزاویِئ-ِ بسامد- با ͳسینوس زمان به X(t) یِ ͳΎبست است، زمان t که

چنین (ͷخل (در [1] مˆ΋سوِل یِ برداری ِ معادلات فازرها، ِ حسب بر است. تاب΄) با متناظر ِ (فازُر

میشوند.

0 = ∇×E − iωB. (2)

µ0 J = ∇×B + c−2 iωE. (3)



ͳسمت ِ جریان با ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از تابش ٢

ترتیب، به هم، c و µ0 و ε0 است. جریان یِ ͳالΎچ J و ،ͳمغناطیس ِ میدان B ،ͳ΋تری΋ال ِ میدان E

َند: (ͷخل در (همه نور ِ سرعت و ͳمغناطیس یِ ͳتراوای و ͳ΋تری΋ال یِ ͳگذرده

c = (ε0 µ0)
−1/2. (4)

هست: هم ͳΎپیوست یِ معادله اینها جز

0 = −iω ϱ+∇ · J . (5)

هست: میدانها یِ برا هم اس΋الر یِ معادله دˇ است. بار یِ ͳالΎچ ϱ که

ε−1
0 ϱ = ∇ ·E. (6)

0 = ∇ ·B. (7)

از (6) یِ معادله نیستند: ͳقبل ِ معادلات از مستقل (7) و (6) ِ معادلات نیست، صفر ω ی وقت اما

میشود. نتیجه (2) یِ معادله از هم (7) یِ معادله میشود. نتیجه (5) یِ معادله و (3) یِ معادله

تقارنها 1

دارد. تقارن ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت X یِ برداری ِ میدان گیرم میدهم. نشان r با را م΋ان ِ بردار

اند: ϕ و ρ فقط ِ تاب΄ ͳاستوان̃ئ ِ مختصات در X یِ مئلف̃ها صورت، این در

X(r) = ρ̂Xρ(ρ, ϕ) + ϕ̂Xϕ(ρ, ϕ) + ẑXz(ρ, ϕ). (8)

ِ مختصات Xدر یِ مئلف̃ها صورت، این در دارد. تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران ِ Xتحت یِ برداری ِ میدان گیرم

اند: z و ρ فقط ِ تاب΄ ͳاستوان̃ئ

X(r) = ρ̂Xρ(ρ, z) + ϕ̂Xϕ(ρ, z) + ẑXz(ρ, z). (9)

ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ) هر-دˇ-عمل ِ تحت X یِ برداری ِ میدان اگر که است رˇشن پس

اند: ρ فقط ِ تاب΄ ͳاستوان̃ئ ِ مختصات در X یِ مئلف̃ها باشد، داشته تقارن (ẑ

X(r) = ρ̂Xρ(ρ) + ϕ̂Xϕ(ρ) + ẑXz(ρ). (10)
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یِ ͳوارون ِ تحت و دارد تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت Xe یِ برداری ِ میدان گیرم

صورت، این در است. زُج z

Xe(r) = ρ̂Xe ρ(ρ) + ϕ̂Xeϕ(ρ). (11)

یِ ͳوارون ِ تحت و دارد تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت Xo یِ برداری ِ میدان گیرم

صورت، این در است. فرد z

Xo(r) = ẑXo z(ρ). (12)

یِ ͳوارون ِ تحت و دارد تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت Xe یِ برداری ِ میدان گیرم

صورت، این در است. زُج ϕ

Xe(r) = ρ̂Xe ρ(ρ) + ẑXe z(ρ). (13)

یِ ͳوارون ِ تحت و دارد تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت Xo یِ برداری ِ میدان گیرم

صورت، این در است. فرد ϕ

Xo(r) = ϕ̂Xoϕ(ρ). (14)

میدانها و ͳسمت ِ جریان 2

استوانه ِ محور را z ِ محور میΎذرد. ی΋نواخت و ͳسمت ی جریان a ِ شعاع به ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از

ِ تحت و دارد تقارن ẑ ِ حˇل دˆو̵ران و ẑ ِ جهت در انتقال ِ تحت (ͳسطح ِ ) جریان این میΎیرم.

میدهم: نشان Js با را ͳسطح-ِ جریان- یِ ͳالΎچ است. (14) ِ ش΋ل به پس است. فرد ϕ یِ ͳوارون

J(r) = [Js(ϕ, z)] δ(ρ− a). (15)

Js(ϕ, z) = ϕ̂ Js. (16)
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است. م΋ان از مستقل Js که

ͳول دارند. را ͳدوران و ͳانتقال یِ تقارنها ان هم هم حاصل یِ ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال یِ میدانها

ِ تحت است: جریان ِ خُد ِ مثل ͳ΋تری΋ال ِ میدان نیست. ی΋سان ϕ یِ ͳواورن ِ تحت شان ِ رفتار

ِ میدان ترتیب این به است. زُج ϕ یِ ͳوارون ِ تحت ͳمغناطیس ِ میدان اما است. فرد ϕ یِ ͳواورن

است: (13) ِ ش΋ل به ͳمغناطیس ِ میدان و (14) ِ ش΋ل به ͳ΋تری΋ال

E(r) = ϕ̂E(ρ). (17)

B(r) = ρ̂Bρ(ρ) + ẑBz(ρ). (18)

نتیجه میΎذارم. (7) در را B یِ برا (18) ِ ش΋ل .(7) یِ معادله است: صفر B ِ دیورژانس البته

میشود

Bρ = 0. (19)

میشود. چنین (18) و

B(r) = ẑB(ρ). (20)

شده. داده نشان B ِ خُد با Bz که

معادلات ِ جواب 3

ِ حذف با َند. Έی یِ مرتبه از (ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال یِ میدانها به (نسبت [1] مˆ΋سوِل ِ معادلات

ِ میدان به (نسبت و دیΎر، ِ میدان فقط ِ شامل که میئاید دست به معادله Έی میدانها این از Έی هر

است: دˇ یِ مرتبه از باقͳ-مانده)

ε−1
0 ∇ ϱ− µ0 iω J = (∇ ·∇+ k2)E. (21)

−µ0 ∇× J = (∇ ·∇+ k2)B. (22)
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است: ِ-مˇ; عدد- k که

k = c−1 ω. (23)

میشوند. چنین بͳ-چشمه ِ معادلات جمله، از

0 = (∇ ·∇+ k2)E. (24)

0 = (∇ ·∇+ k2)B. (25)

(25) پس است. (20) ِ ش΋ل به ͳمغناطیس ِ میدان است، (16) و (15) ِ ش΋ل به که ی جریان یِ برا

میشود. چنین

0 =
1

ρ

d

d ρ

(
ρ
dB

d ρ

)
+ k2 B, ρ ̸= a. (26)

جواب که است این مرزی ِ شرط Έی است. ،(k ρ) ِ متغیر با صفر، یِ مرتبه از [2] بِس̃ل یِ معادله این

میشود نتیجه نیست. ت΋ین ρ = 0 در

B(ρ) = C J0(k ρ), ρ < a. (27)

است این هم دیΎر یِ ِ-مرزی شرط- Έی است. m یِ مرتبه از [2] بِس̃ل ِ تاب΄ Jm و ثابت، Έی C که

میشود نتیجه این از است. بیرون-رونده ِ مˇ; Έی ِ مثل ρ → ∞ در جواب که

B(ρ) = DH
(1)
0 (k ρ), ρ > a. (28)

است. m یِ مرتبه از و اول ِ نُ΄ از [3] هان΋̃ل ِ تاب΄ H(1)
m و ثابت، Έی D که

ͳ΋تری΋ال یِ میدانها یِ برا (20) و (17) یِ ش΋لها با همراه ،(3) یِ معادله یِ بͳ-چشمه ِ ش΋ل از

میشود نتیجه ،ͳمغناطیس و

E(ρ) = c2 (iω)−1 B′(ρ), ρ ̸= a. (29)

ترتیب، این به است. X ِ مشتق X′ که

E(ρ) = −i cC J′0(k ρ), ρ < a. (30)

E(ρ) = −i cDH
(1) ′
0 (k ρ), ρ > a. (31)
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است. برقرار شرطها این ِ-جریان، حامل- یِ پوسته بر

0 = n̂× (E+ −E−). (32)

µ0 Js = n̂× (B+ −B−). (33)

و است ΀سط بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n̂ که

X±(r) = lim
s→0+

X(r ± s n̂). (34)

میشود نتیجه ترتیب، به ،(33) و (32) ِ روابط از

0 = DH
(1) ′
0 (k a)− C J′0(k a). (35)

µ0 Js = −[DH
(1)
0 (k a)− C J0(k a)]. (36)

ترتیب، این به

C =
H

(1) ′
0 (k a)

iW (k a)
(µ0 Js). (37)

D =
J′0(k a)

iW (k a)
(µ0 Js). (38)

که،

W = J0 N
′
0 − J′0 N0. (39)

است: m یِ مرتبه از [4] نُیمان ِ تاب΄ Nm و

H(1)
m = Jm + iNm. (40)

میشود نتیجه N0 و J0 ِ تعریف از

W (x) =
2

π x
. (41)
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پس،

C =
π k aH

(1) ′
0 (k a)

2 i
(µ0 Js). (42)

D =
π k a J′0(k a)

2 i
(µ0 Js). (43)

ͳتابش ِ توان 4

میدهم: نشان S با را آن که است، [5] Ίپˇینتین ِ بردار (ͳتابش ِ توان یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ) تابش ِ شدت

S =
1

2µ0
Re(E ×B). (44)

استوانه، ِ بیرون است. صفر [5] Ίپˇینتین ِ بردار استوانه ِ درون است. X ِ ِ-مختلط مزدوج- X

S =
−i c |D|2 ρ̂

4µ0
{[H(1) ′

0 (k ρ)] [H
(1)
0 (k ρ)]− [H

(1) ′
0 (k ρ)] [H

(1)
0 (k ρ)]},

=
c |D|2 ρ̂
2µ0

W (k ρ). (45)

پس،

S =
c |D|2

π µ0 k ρ
ρ̂. (46)

میشود که

S =
π µ0 c |k a J′0(k a)|2

4 k ρ
|Js|2 ρ̂. (47)

که ی توان-بر-طول است. ΀سط این بر [5] Ίپˇینتین ِ بردار ِ انتΎرال میΎذرد ΀سط Έی از که ی توان

یِ استوانه Έی یِ برا است. استوانه این ِ محیط بر [5] Ίپˇینتین ِ بردار ِ انتΎرال میΎذرد استوانه Έی از

نشان P ′ با را توان-بر-طول این است، ρ ش اَ قاعده ِ شعاع و است z ِ محور ش َ محور که ͳدایرِئ

میشود دیده میدهم.

P ′ =
π2 µ0 c |k a J′0(k a)|2

2 k
|Js|2. (48)



ͳسمت ِ جریان با ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از تابش ٨

خاص یِ حالتها 5

می΋نم: ͳبررس را خاص ِ حالت چند

کم ِ بسامد 5.1

حالت، این در

k a ≪ 1. (49)

میشود نتیجه Έکوچ یِ متغیرها یِ برا [3] هان΋̃ل و [2] بِس̃ل ِ تواب΄ یِ ͳمجانب یِ ش΋لها از

C = (1 + · · · ) (µ0 Js). (50)

D =
iπ

4
(k a)2 (1 + · · · ) (µ0 Js). (51)

P ′ =
π2 µ0 c

8 k
(k a)4 (1 + · · · ) |Js|2. (52)

و است صفر استوانه ِ بیرون ͳمغناطیس ِ میدان است، صفر ͳ΋تری΋ال ِ میدان صفر ِ بسامد در جمله؛ از

ͳتابش ِ توان و میرود)، انتظار که (چنان میئاید دست به ایستا ِ حالت در که است ان هم استوانه ِ درون

است. صفر هم

سیم 5.2

ِ کاهش با (49) ِ شرط میΎراید. صفر به استوانه ِ شعاع ی وقت است، استوانه یِ حدی ِ حالت سیم

نیست، مهم C حالت این در میΎرایانم. صفر به را استوانه ِ شعاع میشود. براورده هم استوانه ِ شعاع

-ͳدˇ-قطب چون میشود، صفر محدود) یِ ͳسطح-ِ جریان- (با هم D ندارد. وجود استوانه ِ درون چون

هم ͳتابش ِ توان و میشوند، صفر استوانه ِ بیرون میدانها نتیجه در میشود. صفر یِ-مغناطیسͳ-بر-طول

به دˇ-قطبͳ-یِ-مغناطیسͳ-بر-طول که کرد مقیاس چنان را ͳسطح-ِ جریان- میشود اما میشود. صفر

میدهم: نشان m′ با را دˇ-قطبͳ-یِ-مغناطیسͳ-بر-طول بΎراید. ناصفر ی مقدار

m′ = π a2 Js. (53)
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میشود نتیجه میΎرایانم. صفر به را a و میΎیرم ثابت را m′

D =
i

4
k2 (1 + · · · ) (µ0 m

′). (54)

P ′ =
µ0 c

8
k3 (1 + · · · ) |m′|2. (55)

زیاد ِ بسامد 5.3

حالت، این در

k a ≫ 1. (56)

میشود نتیجه بزرگ یِ متغیرها یِ برا [3] هان΋̃ل و [2] بِس̃ل ِ تواب΄ یِ ͳمجانب یِ ش΋لها از

C =

{(π
2

)1/2

exp
[
i
(
k a− π

4

)]}
(k a)1/2 (1 + · · · ) (µ0 Js). (57)

D =

[
i
(π
2

)1/2

sin
(
k a− π

4

)]
(k a)1/2 (1 + · · · ) (µ0 Js). (58)

P ′ =
[π µ0 c

k
sin2

(
k a− π

4

)]
(k a) (1 + · · · ) |Js|2. (59)

صفحه 5.4

با (56) ِ شرط میΎراید. بینهایت به استوانه ِ شعاع ی وقت است، استوانه یِ حدی ِ حالت صفحه

C حالت این در میΎرایانم. بینهایت به را استوانه ِ شعاع میشود. براورده هم استوانه ِ شعاع ِ افزایش

نوسان فزاینده یِ دامنه با هم P ′ می΋نند. نوسان فزاینده یِ دامنه با نمیΎرایند: ی معین ِ حد به D و

البته میΎراید. بینهایت به میانΎین آن که دارد، ناصفر ِ میانΎین Έی D و C ِ خلاف بر اما می΋ند،

توان-بر-مساحت اما شده. بینهایت استوانه ِ مقط΄ نیست: عجیب شود بینهایت توان-بر-طول که این

میدهم: نشان P ′′ با را توان-بر-مساحت نمیشود. بینهایت استوانه) ِ محیط بر تقسیم (توان-بر-طول

P ′′ =
P ′

2π a
. (60)

میشود دیده (59) از

P ′′ =
[µ0 c

2
sin2

(
k a− π

4

)]
(1 + · · · ) |Js|2. (61)



ͳسمت ِ جریان با ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از تابش ١٠

ِ مختصات میΎذرد. ͳسطح ِ جریان Έی صفحه Έی از کرد: حساب هم مستقیمˆن میشد را این

و است x = 0 صفحه که میΎیرم چنان را (x, y, z) یِ ͳدِکَرت

J(r) = [Js(y, z)] δ(x). (62)

Js(y, z) = ŷ Js. (63)

است. فرد y یِ ͳوارون ِ تحت و دارد، تقارن صفحه با موازی ی جهت هر در انتقال ِ تحت جریان این

دارند، را تقارنها این یِ مانسته هم ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال یِ میدانها که این ِ فرض با

E(r) = ŷE(x). (64)

B(r) = x̂Bx(x) + ẑBz(x). (65)

ِ تحت که است این ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال یِ میدانها یِ برا ،y یِ ͳوارون ِ تحت فرد-بودن یِ مانسته

است، Bصفر ِ دیورژانس که این از است. زُج ͳمغناطیس ِ میدان و فرد ͳ΋تری΋ال ِ میدان ،y یِ ͳوارون

میشود نتیجه (65) از

Bx = 0. (66)

میشود. چنین (65) و

B(r) = ẑB(x). (67)

شده. داده نشان B ِ خُد با Bz که

میشود B یِ برا میدان یِ معادله

0 =
d2 B

dx2
+ k2 B, x ̸= 0. (68)

میدهم: نشان B̃ با را جواب این است. بیرون-رونده ی مˇ; ِ ش΋ل به که دارد جواب Έی معادله این

B̃(x) = C̃ exp(−i k x), x < 0. (69)

B̃(x) = D̃ exp(i k x), x > 0. (70)
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َند. ثابت D̃ و C̃ که

میشود. چنین هم (ͳ΋تری΋ال ِ میدان یِ برا متناظر ِ (جواب Ẽ

Ẽ(x) = c2 (iω)−1 B̃′(x). (71)

ترتیب، این به

Ẽ(x) = −c C̃ exp(−i k x), x < 0. (72)

Ẽ(x) = c D̃ exp(i k x), x > 0. (73)

میشود نتیجه ترتیب، به ،(33) و (32) ِ روابط از

0 = D̃ + C̃. (74)

µ0 Js = −(D̃ − C̃). (75)

ترتیب، این به

C̃ =
µ0 Js
2

. (76)

D̃ = −µ0 Js
2

. (77)

ِ درون استوانه، با متناظر ِ جواب در دارند: فرق استوانه با متناظر ِ جواب یِ حدی ِ حالت با اینها

-ِ انتشار- صفحه یِ هر-دو-سو آمد دست به صفحه یِ برا که ی جواب در اما نمیشود. منتشر مˇ; استوانه

ِ جواب که این یِ برا راست. به ِ-مˇ; انتشار- x > 0 در و چپ، به ِ-مˇ; انتشار- x < 0 در هست: مˇ;

با متناظر که صفحه یِ آن-سو در باید باشد، استوانه با متناظر ِ جواب یِ حدی ِ حالت صفحه با متناظر

یِ مسئله یِ برا ی جواب ِ ساختن یِ برا نباشد. ی ِ-مˇ; انتشار- است حدی) ِ حالت (در استوانه ِ درون

منتشر x ِ جهت در که میفزایم تخت ِ مˇ; Έی آمد دست به بالا در که ی جواب به باشد، چنین که صفحه



ͳسمت ِ جریان با ͳدایرِئ یِ استوانه Έی از تابش ١٢

میدهم: نشان B̆ و Ĕ با را (ͳمغناطیس و ͳ΋تری΋ال یِ میدانها ترتیب، به یِ، (برا متناظر ِ جواب میشود.

B̆(x) = C̃ exp(−i k x) + F exp(i k x), x < 0. (78)

B̆(x) = (D̃ + F ) exp(i k x), x > 0. (79)

Ĕ(x) = −c C̃ exp(−i k x) + c F exp(i k x), x < 0. (80)

Ĕ(x) = c (D̃ + F ) exp(i k x), x > 0. (81)

میئاورˆد. بر را بͳ-چشمه ِ حالت در (3) و (2) ِ معادلات شده اضافه جواب به که ی چیز است. ثابت F

یِ تقارنها یِ همه B̆ و Ĕ با متناظر ِ جواب اما میئاورند. بر را لازم یِ معادله-یِ-دیفرانسیلها B̆ و Ĕ پس

B̆ و Ĕ با متناظر ِ جواب در تقارن این یِ مانسته است. زُج x یِ ͳوارون ِ تحت جریان ندارد: را چشمه

ِ حالت در تقارن این نیست: هم استوانه یِ مسئله ِ تقارن Έی یِ حدی ِ حالت تقارن این البته نیست.

میشود. اضافه مسئله به حدی

ِ توان-بر-مساحت است)، صفحه یِ برا ͳقبل ِ جواب یِ ͳکل ِ حالت (که جدید ِ جواب با

میشود. چنین بیرون-رونده

P̆ ′′ =
µ0 c

8

(
1− |F |2

|C̃|2

)
|Js|2, x < 0. (82)

P̆ ′′ =
µ0 c

8

∣∣∣∣1 + F

D̃

∣∣∣∣2 |Js|2, x > 0. (83)

با است همئرز که باشد، صفر x < 0 در P̆ ′′ ͳیعن نباشد، ِ-مˇ; انتشار- x < 0 در که این

|F | = |C̃|. (84)

میشود نتیجه (84) و (77) و (76) از

F = D̃ exp(iα). (85)

ترتیب، این به ست. ͳحقیق ی ثابت α که

P̆ ′′ =
(µ0 c

2
cos2

α

2

)
|Js|2, x > 0. (86)
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و α ِ بین که مناسب ِ تناظر Έی با البته و بΎراید، بینهایت به (k a) که ی حد در است، 61 ان هم این

شود. برقرار (k a)

تشدید 5.5

حالت، این در

J′0(k a) = 0. (87)

میشود نتیجه و

C =
π k aN′

0(k a)

2
(µ0 Js). (88)

D = 0. (89)

P ′ = 0. (90)

است. صفر هم ͳتابش ِ توان پس َند. صفر استوانه ِ بیرون میدانها

پانوشتها 6

[1] Maxwell

[2] Bessel

[3] Hankel

[4] Neumann

[5] Poynting


