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متناظر دسته-داده هر میشود داده نشان میشود. ͳبررس داده دسته Έی به ِ-صفحه فُق- Έی ِ برازش

ِ-صفحه فُق- ِ درون و است، دسته-داده ِ میانΎین بیضͳ-گون ِ مرکز بیضͳ-گون: Έی با است

Έی با متناظر دسته-داده اگر است. عمود ِ-صفحه فُق- بر بیضͳ-گون ِ محور کوچترین و است؛

دسته-داده ِ بیضͳ-گون ان هم برازش از حاصل ِ بیضͳ-گون باشد، ͳگون-ͳبیض ِ نازک یِ لایه

است.

درامد 0

کران- (بزرگترین اینفیمˇم فاصله این میدهم. نشان ℓS(r) با را S یِ مجموعه از r یِ نقطه یِ فاصله

fS(r, �) یِ دامنه که است، fS(r, �) ِ جذر ِ اینفیمˇم ℓS(r) است: S ِ نقاط از r یِ فاصله ِ ِ-پایین)

و است S یِ مجموعه

fS(r, s) = (r − s) · (r − s). (1)

ℓS(r) =
√
inf[fS(r,S)]. (2)
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میشود: مشخص a ِ عدد و n̂ یِ ِ-یه بردار- با P یِ ِ-صفحه فُق- ،ͳخط یِ فضا Έی در

P = {s | n̂ · s = a}. (3)

باشند، P یِ ِ-صفحه فُق- در s2 و s1 اگر میشود دیده

n̂ · (s2 − s1) = 0. (4)

همچنین، است. عمود P بر n̂ ͳیعن

fP(0, s) = s · s. (5)

تعریف چنین را f̃P ِ تاب΄ آورد: دست به [1] ِ-لΎَرانژ ضریب- ِ روش با میشود را fS(r, �) یِ کمینه

مینم.

f̃P(r, s, λ) = fP(r, s) + λ (a− n̂ · s). (6)

f̃P(r, s, λ) ِ فرینه-کردن با است همئرز ،s به نسبت fS(r, s) ِ فرینه-کردن است. [1] لΎَرانژ ِ ضریب λ

معادلات این ِ حل از s◦ میدهم. نشان s◦ با را میند فرینه را fS(r, s) که ی s .(s, λ) به نسبت

میئاید. دست به

0 = 2 (s◦ − r)− λ◦ n̂. (7)

0 = a− n̂ · s◦. (8)

میدهند نتیجه اینها

s◦ = r + n̂ (a− n̂ · r). (9)

fP(r, s◦) = (a− n̂ · r)2. (10)

ℓP(r) = |a− n̂ · r|. (11)

ℓP(0) = |a|. (12)

است. P یِ ِ-صفحه فُق- از مبدئ یِ فاصله |a|
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منظور است. نقاط این به P یِ ِ-صفحه فُق- ِ برازش هدف یˆند. بˇعدی k یِ فضا Έی در ی نقاط ها ri

کمینه P از نقاط یِ ِ-فاصله مجذور- ِ مجموع) (یا میانΎین که باشد چنان P که است این برازش از

یِ پارامترها (a, n̂) که میدهم، نشان ∆(a, n̂) با را P از نقاط یِ ِ-فاصله مجذور- ِ میانΎین شود.

ترتیب، این به .(3) یِ رابطه اند: P یِ ِ-صفحه فُق- یِ مشخص-کننده

∆(a, n̂) =
1

N

∑
i

(a− n̂ · ri)2. (13)

میئاورˆد. بر را این a• میدهم. نشان a• با را میند کمینه ,a)∆را n̂) که ی a ست. ها ri ِ Nتعداد که

0 =
∑
i

(a• − n̂ · ri). (14)

میدهم: نشان r◦ با را ها ri ِ میانΎین

r◦ =
1

N

∑
i

ri. (15)

میشود. چنین (14) ندارد. ͳΎبست n̂ یا a به r◦ که است رˇشن

a• = n̂ · r◦. (16)

میΎذارم: (13) در را این

∆(a•, n̂) =
1

N

∑
i

[n̂ · (ri − r◦)]
2. (17)

مینم. تعریف چنین را M ِ ماتریس

M u =
1

N

∑
i

(ri − r◦) [(ri − r◦) · u]. (18)

میشود. چنین (17) ندارد. ͳΎبست n̂ یا a به M که است رˇشن باز،

∆(a•, n̂) = n̂ · (M n̂). (19)
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باز بمانَد. Έی (n̂ · n̂) که است قید این با همراه ∆(a•, n̂) ِ کمینه-کردن پس است. Έی n̂ ِ طول

مینم. تعریف چنین را ∆̃ میبˆرم: کار به را [1] ِ-لΎَرانژ ضریب- ِ روش

∆̃(n̂, µ) = ∆(a•, n̂) + µ (1− n̂ · n̂). (20)

،ͳیعن

∆̃(n̂, µ) = n̂ · (M n̂) + µ (1− n̂ · n̂). (21)

میند کمینه را ∆(a•, n̂) که ی n̂ .∆̃(n̂, µ) ِ فرینه-کردن با است همئرز ،∆(a•, n̂) ِ فرینه-کردن

میشود دیده M ِ تعریف از میدهم. نشان n̂◦ با را

v · (M u) =
1

N

∑
i

[(ri − r◦) · v] [(ri − r◦) · u]. (22)

میئاورˆد. بر را اینها n̂◦ میدهد نتیجه جمله از این، است. متقارن M میدهد نشان که

0 = M n̂◦ − µ n̂◦. (23)

1 = n̂◦ · n̂◦. (24)

است. متناظر ِ ویژه-بردار n̂◦ و است، M ِ ویژه-مقدار Έی µ ست: ویژه-مقداری یِ معادله Έی این

میشود نتیجه میΎذارم. (19) در را (24) و (23)

∆(a•, n̂◦) = µ. (25)

است (k× k) ِ ماتریس ΈیM نیست. Mیتا ِ ویژه-مقدار البته Mاست. ِ ∆ویژه-مقدار یِ کمینه

است، متقارن M که این از باشند. تراری شان یِ یها بعض است ممن که دارد، ویژه-مقدار k و

اند: M یِ ویژه-بردارها آن یِ اعضا که هست یه-متعامد یِ پایه Έی میشود نتیجه

M êα = µα êα. (26)

êα · êβ = δαβ . (27)
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همچنین، یˆند. ͳحقیق (M یِ (ویژه-مقدارها ها µα البته و

u · (M u) =
1

N

∑
i

[(ri − r◦) · u]2. (28)

یˆند: ͳنامنف M یِ ویژه-مقدارها پس است. ِ-معین-مثبت شبه- M میدهد نشان که

µα ≥ 0. (29)

حالت، این در باشد. M ِ ویژه-مقدار کوجترین µ1 که میΎیرم چنان را شاخصها

∆(a•, n̂◦) = µ1. (30)

n̂◦ = ê1. (31)

a• ِ خُد است. (ê1) متناظر ِ ویژه-بردار n̂◦ و است، (µ1) ویژه-مقدار کوچترین ∆ ِ مطلق یِ کمینه

میدهم: نشان a◦ با را (n̂ = n̂◦) یِ ازا به a• ِ مقدار دارد. ͳΎبست n̂ به ،(16) یِ رابطه با هم،

a◦ = n̂◦ · r◦. (32)

میشود. چنین (30) و

∆(a◦, n̂◦) = µ1. (33)

ͳگون-ͳبیض یِ یΈلایه 2

r◦ شان ِ مرکز بیضͳ-گونها این است. متشابه ِ بیضͳ-گون دˇ ِ بین که ست، ͳگون-ͳبیض یِ لایه Έی L

َند: یه-متعامد ها êα ست. هم-راستا êm تا ê1 با شان یِ ِ-اصلیها محور- و است،

êα · êβ = δαβ (34)

داد. نمایش چنین میشود را L

L = {r | 1 ≤ E(r) ≤ b2}. (35)
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و است Έبزرگتر-از-ی و ͳحقیق ِ ثابت Έی b که

E(r) =
∑
α

[êα · (r − r◦)]
2

(ℓα)2
. (36)

مینم. تعریف چنین را M ِ ماتریس ست. ͳدرون ِ بیضͳ-گون یِ برا α یِ شماره ِ نیم-محور ِ طول ℓα

Mu =
1

V

∫
L
(dV ) (r − r◦) [(r − r◦) · u]. (37)

و است، (dV ) ِ ِ-حجم عنصر- با متناظر L ِ حجم V

dV =
∏
α

(êα · dr). (38)

مینم. تعریف چنین را s ِ متغیر

êα · s =
êα · (r − r◦)

ℓα
. (39)

،ͳیعن که

r = r◦ +
∑
α

ℓα êα (êα · s). (40)

ترتیب، این به

L = {r | 1 ≤ F(s) ≤ b2}. (41)

F(s) =
∑
α

(êα · s)2. (42)

Mu =
J

V

∫
L
(dW ) (r − r◦) [(r − r◦) · u]. (43)

J =
∏
α

ℓα. (44)

(dW ) =
∏
α

(êα · ds). (45)

میشود نتیجه s ِ انعاس و دˆو̵ران ِ تحت L ِ تقارن از

A δαβ =

∫
L
(dW ) (êα · s) (êβ · s). (46)



٧ � X1-189 (2025/07/03) ͳخرم محمد

ترتیب، این به

êα · (Mu) =
JA (ℓα)

2 (êα · u)
V

. (47)

است: mα متناظر ِ ویژه-مقدار است. M ِ ویژه-بردار êα میدهد نشان که

mα =
JA (ℓα)

2

V
. (48)

میشود نتیجه ضمنَن ،(46) از

kA =

∫
L
(dW ) (s · s),

= Sk−1

∫ b

1

(d |s|) |s|k+1. (49)

پس، است. Έی ِ شعاع به k)-بˇعدی − 1) یِ کره Έی ِ ِ-مساحت فُق- Sk−1 که

A =
(bk+2 − 1) Sk−1

k (k + 2)
. (50)

همچنین،

V =

∫
L
(dV ),

= J

∫
L
(dW ),

= JSk−1

∫ b

1

(d |s|) |s|k−1. (51)

میدهد نتیجه که

V =
(bk − 1) JSk−1

k
. (52)

JA =
(bk+2 − 1)V

(k + 2) (bk − 1)
. (53)

mα =
(bk+2 − 1) (ℓα)

2

(k + 2) (bk − 1)
. (54)
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-ͳحجم ها ri ی وقت شده، تعریف (18) با که است M یِ مانسته شده، تعریف (37) با که M

یِ لایه Έی اند شده تُزی΄ آن بر ها ri که ای ناحیه علاوه-بر-این، ی، وقت اند. شده تُزی΄ ینواخت

میشوند: ِ-اصلیها محور- ان هم ویژه-بردارها ست، ͳگون-ͳبیض

êα = êα. (55)

میشوند: متناسب ِ-اصلیها نیم-محور- ِ طول ِ مجذور با ویژه-مقدارها و

µα = mα. (56)

µα =
(bk+2 − 1) (ℓα)

2

(k + 2) (bk − 1)
. (57)

جمله، از است. (b → 1) ِ حد این باشد. نازک ͳگون-ͳبیض یِ لایه که است این خاص ِ حالت Έی

lim
b→1

mα =
(ℓα)

2

k
. (58)

سرامد 3

ِ قطری-کردن میشود داده) دسته Έی به ِ-صفحه فُق- Έی ِ (برازش داده دسته Έی یِ ͳخط ِ برازش

بیضͳ-گون: Έی با است متناظر ماتریس این ِ-معین-مثبت. شبه- ِ متقارن یِ ͳحقیق ِ ماتریس Έی

ماتریس یِ ویژه-مقدارها و یˆند، هم-راستا بیضͳ-گون یِ ِ-اصلیها محور- با ماتریس یِ ویژه-بردارها

ِ میانΎین هم بیضͳ-گون ِ مرکز ِ-اصلیها. ِ-نیم-محور- طول- ِ مجذور در ضرب فضا ِ بˇعد با َند برابر

است. این بیضͳ-گون یِ معادله است. داده ِ نقاط

1 =
∑
α

[êα · (r − r◦)]
2

k µα
. (59)

لایه- این اند، شده تُزی΄ حجمͳ-ینواخت ͳگون-ͳبیض ِ نازک یِ لایه Έی یِ رو داده ِ نقاط ی وقت

ست. ͳخط-ِ متناظر-با-برازش- ِ بیضͳ-گون ان هم یِ-نازک

پانوشتها 4
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