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٩ � دفاع

0

مقدمه

دفاع

(Έفیزی یِ دانشجوها ͳیعن) شوند فیزیΈ-پیشه است قرار که ͳی آنها یا فیزیΈ-پیش̃ها یِ برا کتاب این

را آن هم ریاضͳ-پیش̃ها) جمله (از ی دیΎر یِ آدمها که ندارد ی اش΋ال من ِ نظر از چند هر شده، نوشته

ست. اینها کتاب این ِ نوشتن یِ مبنا بخانند.

این میرسد نظر به است. لازم ریاضیات ،Έفیزی ِ به-کار-بردن یِ برا و ،Έفیزی ِ آموختن یِ برا a

است. افتاده جا یها بعض یِ برا بعد به نیوتُن ِ زمان از ِ-کم دست- ف΋ر،

لازم (یا است خوب ͳی ͳدرس ِ چیز هر ِ آموختن یِ برا می΋نند تصور من) جمله (از یها بعض b

دانست. را چیز آن یِ پیشنیازها است)

از ی بسیار در ع΋س، بر ندارند. لازم ی زیاد ِ پیشنیاز ،ͳخط ِ جبر یِ مفهومها از ی خیل c

آن در اینها که ی دیΎر ِ چیز هر و دیفرانسیل ِ معادلات و حسابان جمله (از ریاضیات یِ بخشها

میشود. استفاده ͳخط ِ جبر از میروند) کار به



مقدمه ١٠

ͳخط یِ مسئل̃ها کنیم، ِشان حل یم بلد که Έفیزی و ریاضیات در ͳی مسئل̃ها از ی مهم ِ قسمت d

ست. ͳخط ِ جبر مسئل̃ها این با کار ِ اساس یˆند.

که است این ͳرایΎفروکاست از منظور (اینجا نیست. مطلوب یها خیل یِ برا ͳرایΎفروکاست این البته

نشود.) تبدیل ͳخط-ِ جبر- به Έانی΋کوانتم-م مثلَن و باشد، آن ِ پیشنیاز ِ اساس بر چیز هر ِ آموختن

جز است. ͳریاض ِ منطق البته و تاب΄) و رابطه جمله (از مجموع̃ها یِ تى˙ری کتاب، این ِ پیشنیاز e

به Έفیزی در که ͳی هیئتها البته بداند. را هیئتها یِ تى˙ری از ی مقدمات خاننده است خوب این،

یِ عددها ِ هیئت و ͳحقیق یِ عددها ِ هیئت جمله (از یˆند عددی یِ هیئتها نُعˆن میئایند، کار

هر یˆند، عددی یِ هیئتها به-کار-رفته یِ هیئتها هم کتاب این در جبری. یِ هیئتها نَ مختلط)

نشده. ذکر صریحˆن قید این پس این از چند

تراشید). (یا آورد ی زیاد یِ استدلالها میشود تمرین ِ نبود این یِ برا ندارد. تمرین کتاب این f

کرد. ͳتلق (ͳخط ِ جبر در نَ (البته تمرین ی نُ΄ میشود را (تراشیدن) استدلال�-آوردن این ِ خُد

آورده مثال که ͳی معدود-جاها از ی Έی در خاطر ین هم به ندارد. هم مثال تقریبˆن کتاب این g

یافت. قبل ِ مˇرِد در میشود هم را این ِ ΀تُضی مثال». «چند شده بخش Έی ِ اسم شده،

علت ین هم به شده. بیان قضیه ِ قالب در آمده، کتاب این در که ی ِ-اثبات قابل- یِ ادعا نُ΄ هر h

یِ همه که نیست آن یِ ͳمعن به این است. آن یِ صفح̃ها ِ تعداد از بیش کتاب یِ قضیِها ِ تعداد

است. سخت ِشان اثبات یا َند، مهم قضیِها این

ِ نُ΄ از ͳی عبارتها به نیست) کم ِشان تعداد (که هم ͳی جاها باشد. دقیق و رˇشن اثباتها شده ͳسع i

ام خاسته که گذاشت آن ِ حساب به میشود را این ام. شده متوسل داد» نشان میشود ͳسادِگ «به

یا شود، پر تمرین یِ ͳخال یِ جا از ی بخش شاید تا بΎذارم خاننده یِ عهده به را قضیه ِ اثبات

باشد. رˇشن کاملَن اثبات ِ طرح هم موارد این در شده ͳسع البته پیچیدِتر. ͳی انΎیزِها ِ حساب به

این�جا نیست. لازم کتاب این یِ برا ی دیΎر ِ پیشنیاز تقریبˆن شدند، ذکر که ͳی پیشنیازها جز j

ِ تاب΄ Έی ِ تاب΄ ِ تعریف در شده، استفاده آنالیزی یِ مفهومها از مختصرˆن مˇرِد دˇ در ͳیعن تقریبˆن

یِ پیشنیازها که این یِ ͳمعن البته .ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ لΎاریتم و ͳنمای ِ تعریف در و ͳخط



١١ � دفاع

ِ بین اند. ساده کتاب این یِ مطلبها) (یا قضیِها یِ همه که نیست این یˆند ͳمقدمات کتاب این

هست. فرق ساده-بودن و مقدماتͳ-بودن

ِ دˇ-مطلب آمده. A ِ پیوست در مطلب چهار شود، حفظ کتاب این یِ ͳخُدکفای که این یِ برا k

شده. داده تشخیص َم) خُد (یا خاننده یِ حˇصله از خارج ِشان اثبات که یند، ادعا دˇ ِ شامل اول

اما اند شده آورده اینجا در که ͳی دˇ-ادعا از نشده. استفاده کتاب یِ بدنه در دˇ-مطلب این از

ِ شامل بعد ِ دˇ-مطلب قضیه. نَ شده یاد ادعا ِ عنوان به هم نیامده کتاب این در ِشان اثبات

اند. رفته کار به کتاب این در اما نیست، ͳخط ِ جبر ِشان مˇضوع که یˆند ͳی قضیِها

شده داده تشخیص جا هر چند هر ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضاها بر کتاب این یِ ت΋یه l

آن ͳیعن) است شده کار این داد، تعمیم بیپایان-بˇعدی یِ فضاها به ͳسادِگ به میشود را ی مطلب

نشده). محدود باپایان-بˇعدی یِ فضاها به مطلب

گذاشت، خاهند لΎَرانژ به علاقه ِ حساب به را این یها بعض نیست. ی ش΋ل کتاب این در m

که است آن ͳاصل یِ انΎیزه احتمالَن خاص، ِ مˇرِد این در اما .ͳتنبل ِ حساب به هم یها بعض

است. سخت ی کم متعدد یِ بˇعدها با یِ ͳخط یِ فضا Έی ِ ش΋ل ِ کشیدن

ِ شامل 14 تا 12 یِ فصلها است. 15 تا 12 یِ فصلها ِ اضافه-شدن دوم ِ ویراست در مهم ِ تغییر n

ͳخط یِ تابعها ِ لΎاریتم و ͳنمای به هم 15 ِ فصل َند. آن ِ نتای; و مقدمات و ͳدرون ِ ضرب

ͳلیسΎان یِ واژه-نامه یِ بخشها ضمنَن شده. انجام هم ی جزئیتر یِ دست΋اریها دارد. اختصاص

انΎیزه شده. حذف ت΋رارها هم ͳلیسΎان به ͳفارس یِ واژه-نامه در شده. حذف نمایه و ͳفارس به

کرد. ُ-جو جست- میشود کتاب ِ فایل در که بوده این

جمله از ست: تعریفها ی بعض ِ تغییر عمدتَن ،ͳجزئ یِ دست΋اریها جز سوم، ِ ویراست در تغییر o

یِ ͳΎ̃وابست ،ͳخط ِ استقلال ِ تعریف یِ برا و اند؛ رفته کار به مختلف ِ مفهوم دˇ به نΎاشت و تاب΄

است. رفته کار به برداری) یِ فضا از ای زیرمجموعه یِ جا (به برداری ِ تاب΄ پایه، و ،ͳخط

میشود). پذیرفته ی پیشنهاد هر که این (نَ میشود استقبال ی پیشنهاد هر از

2016/05/10 ͳخرم محمد



مقدمه ١٢

نمادگذاری 0

ی مناسب ِ راه بخش این ِ خاندن نیستند. استاندارد رفته کار به کتاب این در که ͳی نمادها یِ همه

نیست. معرفͳ-شده یِ نمادها با متناظر یِ مفهومها ِ آموختن یِ برا

⋆ قضیه ِ صورت ِ پایان

� اثبات ِ پایان

:= b با است برابر تعریف بر بنا a ← a := b

∀ هر یِ برا

∃ دارد وجود

∈ است. S ِ عضو x ← x ∈ S

: که است چنین

| که چنان

Q گویا یِ عددها یِ مجموعه

R ͳحقیق یِ عددها یِ مجموعه

C مختلط یِ عددها یِ مجموعه

Z ΀صحی یِ عددها یِ مجموعه

N مثبت) ِ ΀صحی) ͳطبیع یِ عددها یِ مجموعه

N� n از نابزرگ�تر (ِ مثبت ِ ΀صحی) یِ ͳطبیع یِ عددها یِ مجموعه ← Nn

{� | �} ← {ai,j,k | i ∈ S, j}

و i ∈ S که ͳی ها (i, j) و ثابت یِ k با ها ai,j,k یِ همه یِ مجموعه

معلوم یِ مجموعه Έی در j

\ نیستند S2 یِ مجموعه در که ،S1 یِ مجموعه یِ اعضا یِ همه یِ مجموعه ← S1\S2

∪ S2 یِ مجموعه با S1 یِ مجموعه ِ اجتماع ← S1 ∪ S2

∩ S2 یِ مجموعه با S1 یِ مجموعه ِ اشتراک ← S1 ∩ S2

× S2 یِ مجموعه در S1 یِ مجموعه یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- ← S1 × S2



١٣ نمادگذاری 0

res S به f ِ تحدید ← res(f ; S)

⊆ است. S2 یِ زیرمجموعه S1 ← S1 ⊆ S2

⊂ است. S2 ِ محض یِ زیرمجموعه S1 ← S1 ⊂ S2

نیست.) برابر آن با و است S2 یِ زیرمجموعه S1)

⊇ است.) S2 ِ شامل S1) است. S1 یِ زیرمجموعه S2 ← S1 ⊇ S2

⊃ است. S1 ِ محض یِ زیرمجموعه S2 ← S1 ⊃ S2

نیست.) برابر آن با و است S1 یِ زیرمجموعه S2 است. S2 ِ شامل اکیدَن S1)

⊑ است. V2 یِ زیرفضا V1 ← V1 ⊑ V2

⊏ است. V2 ِ محض یِ زیرفضا V1 ← V1 ⊏ V2

نیست.) برابر آن با و است V2 یِ زیرفضا V1)

⊒ است. V1 یِ زیرفضا V2 ← V1 ⊒ V2

⊐ است. V1 ِ محض یِ زیرفضا V2 ← V1 ⊐ V2

نیست.) برابر آن با و است V1 یِ زیرفضا V2)

(f ◦ g)(x) = f [g(x)]

�(�) x یِ ازا به f ِ تاب΄ ِ مقدار ← f(x)

f ِ تاب΄ ِ تحت S یِ مجموعه ِ تصویر ← f(S)

O�n =

n︷ ︸︸ ︷
O� · · ·�O

b

�
i=a
Oi = Oa� · · ·�Ob

\j
�
i

نیستند j که ͳی ها i یِ برا �

dom یِ دامنه

edom ِ دامنه-یِ-مئثر

img ِ تصویر

imgi(g) = img(fci g)

ker یِ هسته

keri(g) = ker(fci g)



مقدمه ١۴

eker تعمیم-یافته یِ هسته

rank یِ رتبه

null یِ ͳپوچ

spec(�) T یِ ویژه-مقدارها یِ مجموعه ← spec(T )

span یِ پهنه

span� K ِ عضو یِ ضریبها با v یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ مجموعه ← spanK(v)

car یِ اعضا ِ تعداد

dim ِ بˇعد

+ V2 یِ ͳخط یِ زیرفضا با V1 یِ ͳخط یِ زیرفضا ِ ِ-جم΄ حاصل- ← V1 + V2

⊕ V2 یِ ͳخط یِ زیرفضا با V1 یِ ͳخط یِ زیرفضا ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ← V1 ⊕ V2

F W به V از یِ تابعها یِ مجموعه ← F(W;V)

LF W به V از یِ ͳخط یِ تابعها یِ مجموعه ← LF(W;V)

W به (V1 × · · · × Vn) از یِ ͳچند-خط یِ تابعها یِ مجموعه ← LF(W;V1, . . . ,Vn)

ILF َند وارون-پذیر W در که W به V از یِ ͳخط یِ تابعها یِ مجموعه ← ILF(W;V)

LFf باپایان-بˇعدی ِ تصویر با W به V از یِ ͳخط یِ تابعها یِ مجموعه ← LFf(W;V)

LFp W به V از یِ ͳخط-ِ شبه- یِ تابعها یِ مجموعه ← LFp(W;V)

LF+ W به V از یِ ͳخط یِ تابعها یِ مجموعه ← LF+(W;V)

LF− W به V از یِ ͳپادخط یِ تابعها یِ مجموعه ← LF−(W;V)

LF�,...,� ← LF+− p(W;V1,V2,V3)

که ،W به (V1 × V2 × V3) از یِ تابعها یِ مجموعه

یˆند ͳخط-ِ شبه- V3 به نسبت و ،ͳپادخط V2 به نسبت ،ͳخط V1 به نسبت

RLF LF[K(W);K(V)] ِ عضو یِ ͳحقیق یِ تابعها یِ مجموعه ← RLF[K(W);K(V)]

RLF� LFα[K(W);K(V)] ِ عضو یِ ͳحقیق یِ تابعها یِ مجموعه ← RLFα[K(W);K(V)]

HLF−+ V بر ͳرمیتˡا یِ ِ-فرمها دˇ-شبه- یِ مجموعه ← HLF−+(C;V,V)

�−1 T ِ تاب΄ ِ وارون ← T−1



١۵ نمادگذاری 0

g ِ دˇ-فرم ِ وارون ← g−1

iso
= است. ی΋ریخت V2 یِ ͳخط یِ فضا با V1 یِ ͳخط یِ فضا ← V1

iso
= V2

�∼= (v1 − v2) ∈W ← v1
W∼= v2

eq�[�] � یِ همى˘رزی یِ رابطه با v یِ همى˘رزی یِ رده ← eq�(v)
W∼= یِ همى˘رزی یِ رابطه با v یِ همى˘رزی یِ رده ← eqW(v)

⊖ V2 یِ ͳخط یِ فضا بر V1 یِ ͳخط یِ فضا ِ ِ-قسمت خارج- ← V1 ⊖ V2

/ V2 یِ ͳخط یِ فضا بر V1 یِ ͳخط یِ فضا ِ ِ-قسمت خارج- ← V1/V2

[�, �] T2 با T1 ِ جابِجاگر ← [T1, T2]

np یِ ͳپوچ-توان

δ� � (j ̸= i) j = i اگر (صفر) Έی با برابر ،j و i ِ کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا ← δi j

δ�� (j ̸= i) j = i اگر (صفر) Έی با برابر ،j و i ِ کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا ← δji

δe(e
i) = ei

PJ �,� است V0 اَش هسته و V1 َش تصویر که ی اف΋نش ← PJ V1,V0

δ̃� ← δ̃T−λ

ِ ِ-جم΄ حاصل- اَش هسته و eker(T − λ) َش تصویر که ی اف΋نش

است T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها یِ بقیه

monnλ monnλ(z) = (z − λ)n

sem یِ ِ-ساده شبه- ِ بخش

nil ِ پوچ-توان ِ بخش

C� T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ ← CT

M� T ِ کمین یِ ͳچندجمل̃ئ ← MT

cor یِ مغزی

ess ِ اساس

mat(�; �) e و f یِ پایه در T ِ ماتریس ← mat(T ; f, e)

CB(�; �) e′ یِ پایه به e یِ پایه از ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ ← CB(e′; e)



مقدمه ١۶

�ii Ai
i ِ i یِ جم΄�-رو ← Ai

i

��� T ِ i و a یِ ͳماتریس ِ عنصر ← T a
i

diag یِ قطری

�∗ V یِ ͳخط یِ فضا ِ دˇگان ← V∗

e یِ پایه ِ دˇگان ← e∗

T ِ تاب΄ ِ پسار ← T ∗

g ِ دˇ-فرم ِ پسار ← g∗

ε ِ حجم ِ دˇگان ← ε∗

pb پسار ِ تاب΄

pb�,� LF(W;V) یِ دامنه با پسار ِ تاب΄ ← pbW,V

�c است صفر آنها بر S ِ عضو یِ همبردارها یِ همه ِ اثر که ͳی بردارها یِ مجموعه ← Sc

supp ِ محمل

supp� ِ محمل یِ اعضا ِ ُم i یِ عنصرها یِ مجموعه ← suppi

PT(�, �) ← PT(V,W)

W و V ِ مشترک ِ هیئت به V×W از ِ باپایان ِ محمل با یِ تابعها یِ مجموعه

≏

آن بر PT(�) ِ ِ-قسمت خارج- که ،PT(�) در تعریف-شده یِ همى˘رزی یِ رابطه

ست. تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- یِ فضا

E� است Έی v بر َش اثر که یΈ-عضوی، ِ محمل با ی تاب΄ ← Ev

⊗ W یِ ͳخط یِ فضا در V یِ ͳخط یِ فضا یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ← V⊗W

w ِ بردار در v ِ بردار یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ← v ⊗ w

T2 یِ ͳخط ِ تاب΄ در T1 یِ ͳخط ِ تاب΄ یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ← T1 ⊗ T2

tp(v, w) = v ⊗ w

ten یِ تانسˇری-شده

Ct ِ ادغام



١٧ نمادگذاری 0

Ct(�)(�) ُم b و ُم a یِ مئلف̃ها ِ ادغام ← Ct(a)(b)

Per جایΎشت ِ تاب΄

Per� ُم j و ُم i یِ مئلف̃ها ِ ِ-جایΎشت تاب΄- ← Peri j

σ ِ جایΎشت با متناظر ِ ِ-جایΎشت تاب΄- ← Perσ

ُم i یِ دسته یِ مئلف̃ها بر σ ِ جایΎشت با متناظر ِ ِ-جایΎشت تاب΄- ← Perσ,i

aPer علامتدار ِ جایΎشت ِ تاب΄

aPer� ُم j و ُم i یِ مئلف̃ها ِ ِ-علامتدار ِ-جایΎشت- تاب΄- ← aPeri j

σ ِ جایΎشت با متناظر ِ ِ-علامتدار ِ-جایΎشت- تاب΄- ← aPerσ

ُم i یِ دسته یِ مئلف̃ها بر σ ِ جایΎشت با متناظر ِ ِ-علامتدار ِ-جایΎشت- تاب΄- ← aPerσ,i

θ� می΋ند عوض را j و i یِ جا فقط که ی جایΎشت ← θi j

می΋ند عوض را α+ (1/2) و α− (1/2) یِ جا فقط که ی جایΎشت ← θα

S جایΎشتها یِ مجموعه

S� n-جایΎشتها یِ مجموعه ← Sn

tr ِ رد

Sym متقارنΎر

Sym� ُم i یِ دسته یِ مئلف̃ها بر متقارنΎر ← Symi

�⊗�S V⊗n ِ متقارن ِ بخش ← V⊗n
S

e⊗n یِ پایه ِ متقارن ِ بخش ← e⊗n
S

aSym پادمتقارنΎر

aSym� ُم i یِ دسته یِ مئلف̃ها بر پادمتقارنΎر ← aSymi

�⊗�A V⊗n ِ پادمتقارن ِ بخش ← V⊗n
A

e⊗n یِ پایه ِ پادمتقارن ِ بخش ← e⊗n
A

∧ y در x یِ ͳبرون ِ ِ-ضرب حاصل- ← x ∧ y

(V⊗n ِ پادمتقارن ِ (بخش V⊗n
A ← V∧n

(e⊗n ِ پادمتقارن ِ (بخش e⊗n
A ← e∧n



مقدمه ١٨

sgn� σ ِ جایΎشت ِ علامت ← sgnσ[
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
=
∑
σ∈Sn

sgnσ

[
n∏

k=1

δikjσ−1(k)

]
[i1 · · · in] =

[
i1 · · · in
1 · · ·n

]
pf ِ پیشران

pfi(g) = pf(fci g)

S = (S1, . . . , Sn)

ℓe(e) = 1

Q� ε ِ حجم با متناظر یِ ͳحجم ِ م΋مل ← Qε

det ِ دترمینان

adj یِ ͳالحاق

↞ بΎذار b در را a ِ مقدار ← b ↞ a

[(fc1 g) v]w = g(v, w)

[(fc2 g)w] v = g(v, w)

(gN)i α gi β = δαβ

gi α (gN)j α = δji

[gpppppp(fα, ei)] [g(ei, fβ)] = δαβ

[g(ei, fα)] [g
pppppp(fα, ej)] = δji

[gfff(ei, fα)] [g(ei, fβ)] = δαβ

[g(ei, fα)] [gfff(ej , fα)] = δji

SLF LF(W;V,V) ِ عضو ِ متقارن یِ دˇ-فرمها یِ مجموعه ← SLF(W;V,V)

ALF LF(W;V,V) ِ عضو ِ پادمتقارن یِ دˇ-فرمها یِ مجموعه ← ALF(W;V,V)

snt ِ نشانΎان

[tsi(gW; gV)] (T ) = (fci gV)
−1 T ∗ (fci gW)

�t T یِ ترانهاده ← T t

�† T یِ ͳرمیتˡا ِ مزدوج ← T †



١٩ نمادگذاری 0

�⋆ � ِ مختلط ِ مزدوج ← �⋆

cc برگشت

Re =
1

2
(1 + cc) یِ ͳحقیق ِ بخش

Im = − i

2
(1− cc) یِ ͳمˇهوم ِ بخش

K V یِ فضا یِ مختلط-شده ← K(V)

T ِ تاب΄ یِ مختلط-شده ← K(T )

R T ِ تاب΄ یِ ͳحقیق-ِ ش΋ل- ← R(T )

H g یِ اˡرمیتͳ-شده ← H(g)

�⊥ S بر عمود یِ مجموعه ← S⊥

PJ⊥� (�) U بر v ِ قائم ِ تصویر ← PJ⊥
U (v)

exp یِ ͳنمای

ln ِ لΎاریتم

deg یِ درجه

�/� P2 یِ ͳچندجمل̃ئ بر P1 یِ ͳچندجمل̃ئ ِ ِ-قسمت خارج- ← P1/P2

gcd ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین

va�(�) vak(x1, . . . , xk) = (xk − x1) · · · (xk − x1)

van�(�) vank(x1, . . . , xk) = va2(x1, x2) · · · vak(x1, . . . , xk)



ͳخط یِ فضا ٢٠

1

ͳخط یِ فضا

هیئت 1

میΎویند، (میدان) هیئت (F,+,×) به شده. تعریف × و + ِ عمل دˇ آن بر که است مجموعه Έی F

باشد. برقرار ویژِگیها این اگر

∀ (a, b) ∈ (F× F) : (a+ b) ∈ F جم΄: به نسبت بسته-بودن a01

∀ (a, b, c) ∈ (F× F× F) : a+ (b+ c) = (a+ b) + c جم΄: به نسبت شرکت-پذیری a02

∃ 0 ∈ F | (∀ a ∈ F : a+ 0 = 0 + a = a) :ͳجمع یِ ͳهمان ِ وجود a03

∀ a ∈ F : [∃ (−a) ∈ F | a+ (−a) = (−a) + a = 0] :ͳجمع ِ وارون ِ وجود a04

∀ (a, b) ∈ (F× F) : a+ b = b+ a جم΄: ِ جابِجایͳ-بودن a05

∀ (a, b) ∈ (F× F) : (a× b) ∈ F ضرب: به نسبت بسته-بودن a06

∀ (a, b, c) ∈ (F×F×F) : a× (b× c) = (a× b)× c ضرب: به نسبت شرکت-پذیری a07



٢١ � ͳخط یِ فضا ِ تعریف 2

∃ 1 ∈ F | (∀ a ∈ F : a× 1 = 1× a = a) :ͳضرب یِ ͳهمان ِ وجود a08

∀ a ∈ (F\{0}) : (∃ a−1 ∈ F | a× a−1 = a−1 × a = 1) :ͳضرب ِ وارون ِ وجود a09

∀ (a, b) ∈ (F× F) : a× b = b× a ضرب: ِ جابِجایͳ-بودن a10

∀ (a, b, c) ∈ (F× F× F) : a× (b+ c) = (a× b) + (a× c) :ͳپخش یِ ͳویژِگ a11

که ͳی جا پس این از میدهند. نشان a b با را a × b و نمینویسند را × ِ نماد معمولَن ،ͳسادِگ یِ برا

میدهم. نشان مجموعه ِ خُد با را هیئت ͳسادِگ یِ برا باشند، مشخص × و + یِ عملها

داد نشان میشود ͳسادِگ به

یند. ی΋تا ͳضرب و ͳجمع یِ وارونها و ،ͳضرب و ͳجمع یِ همانیها :1 یِ قضیه

⋆

ͳجابِجای گروه این ͳیعن a05 یِ ͳویژِگ است. گروه (+) جم΄ با F ͳیعن a04 تا a01 یِ ویژِگیها

در 0 ِ ضرب البته است. گروه (×) ضرب با F\{0} ͳیعن a09 تا a06 یِ ویژِگیها است. (ͳآبِل)

ͳضرب ِ وارون 0 که این جز دارد، هم را گروه یِ ویژِگیها یِ همه و است شده تعریف هم F یِ عضوها

یِ مجموع̃ها هیئت ِ مشهور یِ مثالها است. (ͳآبِل) ͳجابِجای هم گروه این ͳیعن a10 یِ ͳویژِگ ندارد.

معمول) ِ ضرب و جم΄ با سه (هر (C) مختلط یِ عددها و ،(R) ͳحقیق یِ عددها ،(Q) گویا یِ عددها

یِ ͳویژِگ جز دارد را ویژِگیها ِی همه معمول، ِ ضرب و جم΄ با (Z) ΀صحی یِ عددها یِ مجموعه اند.

را. a09

ͳخط یِ فضا ِ تعریف 2

دˇ آن بر که بردارها)، یِ (مجموعه است مجموعه Έی V و اس΋الرها)، یِ (مجموعه است هیئت Έی F

شده: ×××××××××تعریف +++++++++و ِ عمل

باشد. برقرار ویژِگیها این اگر است، برداری) یِ فضا (یا ͳخط یِ فضا Έی (V,F,+++++++++,×××××××××) میΎویند

∀ (u, v) ∈ (V× V) : (u+++++++++ v) ∈ V جم΄: به نسبت بسته-بودن a12

∀ (u, v, w) ∈ (V×V×V) : u+++++++++(v+++++++++w) = (u+++++++++v)+++++++++w جم΄: به نسبت شرکت-پذیری a13
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∃ 0 ∈ V | (∀ v ∈ V : v+++++++++ 0 = 0+++++++++ v = v) :ͳجمع یِ ͳهمان ِ وجود a14

∀ v ∈ V : [∃ (−v) ∈ V | v+++++++++ (−v) = (−v)+++++++++ v = 0] :ͳجمع ِ وارون ِ وجود a15

∀ (u, v) ∈ (V× V) : u+++++++++ v = v+++++++++ u جم΄: ِ جابِجایͳ-بودن a16

∀ (a, u) ∈ (F× V) : (a××××××××× u) ∈ V ضرب: به نسبت بسته-بودن a17

∀ (a, b, u) ∈ (F×F×V) : (a×b)×××××××××u = a×××××××××(b×××××××××u) ضرب: به نسبت شرکت-پذیری a18

∀ u ∈ V : 1××××××××× u = u هیئت: یِ ͳضرب یِ ͳهمان ِ خنثا-بودن a19

اس΋الرها: ِ جم΄ به نسبت ͳپخش یِ ͳویژِگ a20

∀ (a, b, u) ∈ (F× F× V) : (a+ b)××××××××× u = (a××××××××× u)+++++++++ (b××××××××× u)

بردارها: ِ جم΄ به نسبت ͳپخش یِ ͳویژِگ a21

∀ (a, u, v) ∈ (F× V× V) : a××××××××× (u+++++++++ v) = (a××××××××× u)+++++++++ (a××××××××× v)

داد نشان میشود ͳسادِگ به

یند. ی΋تا ͳجمع ِ وارون و ͳجمع یِ ͳهمان :2 یِ قضیه

⋆

این ͳیعن a16 یِ ͳویژِگ و است، گروه Έی (+++++++++) جم΄ با V ͳیعن a15 تا a12 یِ ویژِگیها هم اینجا

یِ برا این از بعد است. + یِ ویژِگیها ِ شبیه +++++++++کاملَن یِ ویژِگیها واق΄ در است. (ͳآبِل) ͳجابِجای گروه

میشوند، جم΄ هم با که ی دˇ-مˇجود که است رˇشن البته میبرم. کار به را + ان +++++++++هم یِ جا به ͳسادِگ

یِ برا باز است. نشده تعریف اس΋الر Έی با بردار Έی ِ جم΄ َند. اس΋الر هر-دˇ یا َند بردار هر-دˇ یا

رˇشن البته میبرم. کار به را a u ان هم a××××××××× u یِ جا به و نمیΎذارم هم ×××××××××را ِ نماد پس این از ،ͳسادِگ

یِ برا علاوه، به شده. تعریف بردار Έی در اس΋الر Έی ِ ضرب و اس΋الر دˇ ِ ضرب فقط اینجا که است

یِ ساده ِ نماد همان با را (ͳخط یِ فضا ِ (صفر 0 ،ͳسادِگ یِ برا باز نشده. تعریف ͳضرب ِ وارون بردارها

ͳخط یِ فضا باشند، ×××××××××مشخص +++++++++و یِ عملها و هیئت جا هر سرانجام، میدهم. نشان هیئت) ِ (صفر 0

میدهم. نشان بردارها یِ مجموعه ِ خُد با را
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دیΎری و {0} یΈی ندارند. نیاز ی جدید ِ ساختار به که میشود ساخته ͳخط یِ فضا دˇ هیئت هر با

××××××××× +++++++++و گفت هم میشود البته که است، ×××××××××صفر +++++++++و یِ عملها یِ نتیجه ،{0} یِ برا است. هیئت ِ خُد

تعریف × و + ترتیب، به ان، ×××××××××هم +++++++++و هم F یِ برا َند. {0} به × و + ترتیب، به ان، هم ِ تحدید

اند. شده

ͳخط یِ زیرفضا 3

و میΎویم V یِ زیرفضا) یا برداری، یِ زیرفضا (یا ͳخط یِ زیرفضا Έی V از V′ یِ زیرمجموعه به

مینویسم

V′ ⊑ V, (1)

ͳی عملها ان هم (ِ (تحدید و V با متناظر ِ هیئت ان هم (با باشد ͳخط یِ فضا Έی هم V′ ِ خُد اگر

مینویسم نباشد، برابر V با و باشد V یِ زیرفضا V′ اگر بود). شده تعریف V یِ برا که

V′ ⊏ V. (2)

میشود. ثابت ͳسادِگ به قضیه این

باشد، زیرفضا V یِ ͳخط یِ فضا یِ زیرمجموعه Έی که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط :3 یِ قضیه

بسته V یِ برا تعریف-شده ِ ضرب و جم΄ یِ عملها ان هم به نسبت و ͳناته زیرمجموعه این که است این

باشد.

⋆

اس΋الرها ِ ضرب ِ بسته-بودن از میشود را زیرمجموعه این در ͳجمع ِ وارون و ͳجمع یِ ͳهمان ِ (وجود

داد.) نشان زیرمجموعه این یِ بردارها در

یِ زیرفضا Έی V′ میΎویم .{0} و فضا آن ِ خُد دارد، ͳبدیه یِ زیرفضا دˇ ͳخط یِ فضا هر

نباشد: V یا {0} و باشد V یِ زیرفضا V′ اگر است، V یِ ͳنابدیه

{0} ⊏ V′ ⊏ V. (3)

ͳخط یِ فضا یِ عملها ِ تحدید و ست، ͳ΋ی آنها با متناظر ِ هیئت که یˆند ͳخط یِ فضا دˇ V′ و V

Έی یِ زیرفضاها دˇ-فضا این است مم΋ن (مثلَن است ی΋سان هم V ∩ V′ به فضاها این از Έی هر در
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باشند): ͳخط یِ فضا

در هم ،V∩V′ از بردار Έی در اس΋الر Έی ِ ِ-ضرب حاصل- و ،V∩V′ از بردار دˇ ِ ِ-جم΄ حاصل-

پس .V′ در هم و است V

ͳخط یِ فضا یِ عملها ِ تحدید و باشند داشته ی΋سان ِ هیئت ͳخط یِ فضا دˇ V′ و V اگر :4 یِ قضیه

است. V′ و V یِ زیرفضا Έی V ∩ V′ آنΎاه باشد، ی΋سان هم V ∩ V′ به فضاها این از Έی هر در

⋆

ͳخط یِ یΈفضا ِ ب̶عد و پایه، ،ͳخط ِ استقلال 4

v ِ تصویر اگر است، V یِ ͳخط یِ فضا بر برداری ِ تاب΄ Έی v = {(i, vi) | i} ِ تاب΄ میΎویم

a ِ تصویر اگر است، اس΋الر ِ تاب΄ Έی a = {(i, ai) | i} ِ تاب΄ میΎویم باشد. V یِ زیرمجموعه

باپایان- و ی΋سان a و v یِ دامنه که این ِ فرض با باشد. (V یِ ͳخط یِ فضا ِ ) هیئت یِ زیرمجموعه

{(i, vi) | i} از ͳخط ِ ترکیب Έی
∑

i a
i vi به است. V ِ عضو و دارد ͳمعن

∑
i a

i vi ست، عضوی

یِ دامنه اگر میΎویند. ͳخط ِ ترکیب این یِ ضریبها ها ai به و ({vi | i} از ͳخط ِ ترکیب Έی (یا

ͳخط ِ ترکیب میΎویم می΋نم. تعریف (V یِ ͳخط یِ فضا ِ (صفر 0 را
∑

i a
i vi باشد، ͳته a و v

ست. ͳنابدیه ͳخط ِ ترکیب میΎویم صورت این ِ غیر در باشند. صفر ضرایب یِ همه اگر ست، ͳبدیه

اگر است، خطͳ-مستقل باپایان-عضوی) یِ دامنه (با v یِ برداری ِ تاب΄ ∑میΎویند
i

ai vi = 0⇒ (∀ i : ai = 0). (4)

و باشد ناصفر آنها از ی Έی ِ-کم دست- که شود پیدا ai دسته Έی اگر ͳیعن) صورت این ِ غیر در

هر اگر است خطͳ-مستقل v پس است. خطͳ-وابسته {(i, vi) | i} میΎویند شود) صفر
∑

i a
i vi

ِ ترکیب Έی ِ-کم دست- اگر است خطͳ-وابسته و باشد، ͳبدیه شود صفر که آن یِ ͳخط ِ ترکیب

شود. صفر آن یِ ͳنابدیه یِ ͳخط

-ͳخط ،{(i, vi) | i} یِ مجموعه یِ جا به ،{vi | i} یِ مجموعه میΎویند ،ͳسادِگ یِ برا ی گاه

میشود که دارد را مزیت این {vi | i} یِ جا به {(i, vi) | i} ِ کاربرد است. خطͳ-وابسته یا مستقل

{v, v} اما است. ی΋سان ِ بردار دˇ با متناظر {(1, v), (2, v)} گرفت: هم ی΋سان را ها vi از ی بعض

است. بردار Έی فقط با متناظر و است {v} ان هم
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به میشود را ها vi از ی Έی ِ-کم دست- ͳیعن {(i, vi) | i} یِ ͳخط یِ ͳΎ̃وابست که است رˇشن

میشود دیده ͳسادِگ به نوشت. بقیه از ͳخط ِ ترکیب Έی ِ ش΋ل

نمی΋ند، تغییر بردارها یِ شاخصها ِ عوض-کردن با ͳخط یِ ͳΎ̃وابست یا ͳخط ِ استقلال :5 یِ قضیه

ِ استقلال است، v یِ برداری ِ تاب΄ یِ دامنه َش تصویر که باشد Έبه-ی-Έی ِ تاب΄ Έی g اگر ͳیعن

v اگر است. همى˘رز v ◦ g یِ ͳخط یِ ͳΎ̃وابست یا ͳخط ِ استقلال با v یِ ͳخط یِ ͳΎ̃وابست یا ͳخط

باشد، خطͳ-مستقل v اگر ع΋س، بر است. چنین هم v ِ شامل یِ برداری ِ تاب΄ هر باشد، خطͳ-وابسته

ِ تاب΄ هر است. خطͳ-وابسته (i, 0) ِ شامل یِ برداری ِ تاب΄ هر است. چنین هم v یِ زیرمجموعه هر

ͳی برداری ِ تاب΄ هر ͳیعن است. وابسته ͳخط باشد ی΋سان یˆش دˇتاییها از تا دˇ ِ دوم یِ مئلفه که ͳی برداری

است. خطͳ-وابسته نباشد Έبه-ی-Έی که

⋆

می΋نم. تعریف خطͳ-مستقل هم را ͳته یِ مجموعه

e ِ شامل اکیدَن یِ برداری ِ تاب΄ هر و است، خطͳ-مستقل e = {(1, e1), . . . , (n, en)} گیرم

ِ-کم دست- که هستند ی an تا a1 و a یِ ضریبها ،v ِ بردار هر یِ برا صورت این در است. خطͳ-وابسته

و نیست صفر آنها از ی Έی

a v +
∑
i

ai ei = 0. (5)

Έی ِ ش΋ل به را v میشود پس میشود. خطͳ-وابسته e شود چنین اگر چون باشد، صفر نمیتواند a

اگر واق΄ در باشد. برابر e ِ متمایز یِ ͳخط ِ ترکیب دˇ با نمیتواند v علاوه، به نوشت. e از ͳخط ِ ترکیب

v =
∑
i

αi ei,

=
∑
i

βi ei, (6)

میشود نتیجه e یِ ͳخط ِ استقلال از آنΎاه

∀ i : αi = βi. (7)

اگر ع΋س، بر ست. ی΋تا ͳخط ِ ترکیب این و است، برابر e از ͳخط ِ ترکیب Έی با ی بردار هر پس

ِ تاب΄ هر آنΎاه گرفت) برابر e از ͳخط ِ ترکیب Έی با ͳیعن) داد بسط e ِ حسب بر بشود را ی بردار هر

ِ خُد آنΎاه باشد، ی΋تا e ِ حسب بر بردارها ِ بسط اگر است. خطͳ-وابسته e ِ شامل اکیدَن یِ برداری
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استفاده e ِ برحسب صفر ِ بردار ِ بسط ِ ͳتای΋ی از است ͳکاف این ِ اثبات یِ برا است. خطͳ-مستقل e

ِ بسط اگر تنها و اگر ست، ی΋تا e ِ حسب بر ی بردار هر ِ بسط که میشود دیده ͳسادِگ به واق΄ در شود.

کرد. خلاصه قضیه این در میشود را اینها باشد. چنین صفر ِ بردار

خطͳ-وابسته e ِ شامل اکیدَن یِ برداری ِ تاب΄ هر و است خطͳ-مستقل e یِ برداری ِ تاب΄ :6 یِ قضیه

هر نتیجه در (و صفر ِ بردار ِ بسط و داد بسط e ِ حسب بر بشود را ی بردار هر اگر تنها و اگر است،

باشد. ی΋تا e ِ حسب بر ی) دیΎر ِ بردار

⋆

ِ تاب΄ یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ همه یِ مجموعه میΎویند. ͳخط یِ فضا یِ پایه Έی ای مجموعه چنین به

بیپایان-عضوی v یِ دامنه است مم΋ن میΎویم. v یِ پهنه آن به و میدهم نشان span(v) با را v یِ برداری

ِ ضریب ی باپایان ِ تعداد با ͳخط ِ ترکیب Έی v از ͳخط ِ ترکیب Έی از منظور صورت این در باشد.

است. ناصفر

میشود دیده ͳسادِگ به

یِ دامنه َش تصویر که باشد Έبه-ی-Έی ی تاب΄ g و باشد برداری ِ تاب΄ Έی v اگر :7 یِ قضیه

آن ِ تصویر فقط به برداری ِ تاب΄ Έی یِ پهنه واق΄ در است. برابر v ◦ g یِ پهنه با v یِ پهنه است، v

آن یِ زیرفضا Έی ،ͳخط یِ فضا Έی بر برداری ِ تاب΄ هر یِ پهنه همچنین، دارد. ͳΎ̃بست برداری ِ تاب΄

ست. فضا آن ِ خُد ،ͳخط یِ فضا Έی یِ پایه هر یِ پهنه ست. فضا

⋆

برداری ِ تاب΄ آن اما باشد، فضا آن ِ خُد ͳخط یِ فضا Έی بر برداری ِ تاب΄ Έی یِ پهنه است مم΋ن البته

یِ جا به هم را span[img(v)] دارد، ͳΎ̃بست img(v) فقط به v یِ برداری ِ تاب΄ یِ پهنه چون نباشد. پایه

چنین را span(S) باشد، V یِ ͳخط یِ فضا از زیرمجموعه Έی S اگر واق΄ در میبرم. کار به span(v)

که میΎیرم V بر برداری ِ تاب΄ Έی را v که می΋نم تعریف

img(v) = S, (8)

می΋نم تعریف و

span(S) = span(v). (9)

باپایان- ای پایه ͳخط یِ فضا Έی اگر کرد ثابت میشود اما نیست. ی΋تا ͳخط یِ فضا Έی یِ پایه
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این ابتدا اثبات، یِ برا است. ی΋سان فضا آن یِ پایِها یِ همه یِ اعضا ِ تعداد آنΎاه باشد، داشته عضوی

می΋نم. ثابت را قضیه

که فضا آن بر برداری ِ تاب΄ هر باشد، داشته عضوی n ای پایه ͳخط یِ فضا Έی اگر :8 یِ قضیه

است. خطͳ-وابسته دارد عضو (n+ 1)

ی�Έ-عضوی، یِ پایه Έی فضا ͳیعن n = 1 ِ حالت می΋نم. ثابت n بر استقرا با را قضیه اثبات:

،v2 و v1 ِ بردارِ دˇ یِ برا است. e از ی مضرب ی بردار هر دارد. {(1, e)}

v1 = a1 e,

v2 = a2 e, (10)

پس

a2 v1 − a1 v2 = 0. (11)

اگر است. خطͳ-وابسته {(1, v1), (2, v2)} و َند صفر v2 و v1 آنΎاه باشند، صفر a2 و a1 اگر

هم باز پس است. صفر که هست v2 و v1 از ͳنابدیه یِ ͳخط ِ ترکیب Έی آنΎاه نباشد، چنین

می΋نیم فرض است. درست n = 1 یِ برا قضیه ترتیب، این به است. خطͳ-وابسته {(1, v1), (2, v2)}

است. درست هم n = m+ 1 یِ برا قضیه دهم نشان می΋وشم و باشد درست هم n = m یِ برا قضیه

یِ اعضا است. آن یِ پایه Έی e = {(1, e1), . . . , (m + 1, em+1)} که میΎیرم ͳخط یِ فضا Έی

داد: بسط e ِ حسب بر میشود را {(1, v1), . . . , (m+ 2, vm+2)} یِ برداری ِ تاب΄ ِ تصویر

vi =

m+1∑
j=1

aji ej . (12)

میئاید. پیش حالت دˇ

اول: ِ حالت

∀ i : am+1
i = 0. (13)

صورت، این در

∀ i : vi ∈ span{(1, e1), . . . , (m, em)}. (14)

دارد. عضوی m یِ پایه Έی که ست ͳخط ی فضا Έی َش خُد span{(1, e1), . . . , (m, em)} اما

میشود نتیجه این�جا از است. خطͳ-وابسته فضا آن بر عضوی (m + 1) یِ برداری ِ تاب΄ هر پس
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است. خطͳ-وابسته هم {(1, v1), . . . , (m+ 2, vm+2)}

دوم: ِ حالت

∃ i | am+1
i ̸= 0. (15)

کرد فرض میشود کلیت، از کاستن ِ بدون

am+1
m+2 ̸= 0. (16)

می΋نم تعریف

v′i := vi −
am+1
i

am+1
m+2

vm+2. (17)

span{(1, e1), . . . , (m, em)} بر برداری ِ تاب΄ Έی {(1, v′1), . . . , (m+1, v′m+1)} که است رˇشن

ِ پسیΈترکیب است. خطͳ-وابسته {(1, v′1), . . . , (m+1, v′m+1)} استقرا، ِ فرض بر پسبنا است.

است: صفر {(1, v′1), . . . , (m+ 1, v′m+1)} از ͳنابدیه یِ ͳخط
m+1∑
i=1

bi vi −

(
m+1∑
i=1

bi
am+1
i

am+1
m+2

)
vm+2 = 0. (18)

از ی Έی ِ-کم (دست- است {(1, v1), . . . , (m+2, vm+2)} از ͳنابدیه یِ ͳخط ِ ترکیب Έی این

است. خطͳ-وابسته {(1, v1), . . . , (m+ 2, vm+2)} هم حالت این در پس است). ناصفر ها bi

�

باشد. بیشتر دیΎر یِ پایه Έی اعضای ِ تعداد از نمیتواند پایه Έی یِ اعضا ِ تعداد میشود دیده اینجا از

پس،

یِ پایه�ها یِ همه یِ اعضا ِ تعداد باشد، داشته ی باپایان یِ پایه ͳخط یِ فضا Έی اگر :9 یِ قضیه

ِ تعداد ِ برابر آن یِ اعضا ِ تعداد که خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ هر واق΄ در است. ی΋سان فضا آن

ست. فضا این یِ برا پایه Έی باشد، فضا این یِ پایه Έی یِ اعضا

⋆

ِ بˇعد میΎویند. فضا آن ِ بˇعد پایه یِ اعضا ِ تعداد به باپایان، یِ پایه Έی با ͳخط یِ فضا Έی یِ برا

آن ِ بˇعد میΎویند باشد، نداشته ی باپایان یِ پایه ͳخط یِ فضا Έی اگر میدهم. نشان dim(V) با را V

ست. ͳته یِ مجموعه ،{0} یِ ͳخط یِ فضا بر خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تنها-تاب΄ است. بیپایان فضا

می΋نند. تعریف صفر را {0} یِ ͳخط یِ فضا ِ بˇعد خاطر، ین هم به



٢٩ � ͳخط یِ فضا Έی ِ بˇعد و پایه، ،ͳخط ِ استقلال 4

ناصفر ِ دلبخاه ِ بردار Έی است. این باپایان-بˇعدی یِ فضا Έی یِ برا پایه Έی ِ ساختن ِ راه Έی

کنار ͳخط یِ فضا از را بردار این یِ پهنه نَ اگر است. صفر فضا ِ بˇعد نبود، ی بردار چنین اگر میΎیرم.

خطͳ-مستقل بردار دˇ این یِ مجموعه میدارم. بر فضا یِ باقͳ-مانده از دیΎر ِ بردار Έی و میΎذارم

این میدارم. بر ی سوم ِ بردار باقͳ-مانده از و میΎذارم کنار فضا از را مجموعه این یِ پهنه حالا است.

یِ فضا Έی یِ برا شود. فضا ِ کل آمده دست به که ای مجموعه یِ پهنه تا می΋نم ت΋رار قدر آن را کار

شد. نخاهد تمام هرگز کار این بیپایان-بˇعدی،

ِ تاب΄ هر با متناظر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :10 یِ قضیه

اگر همچنین، ست. برداری ِ تاب΄ آن ِ شامل که هست V یِ برا ای پایه ،V بر خطͳ-مستقل یِ برداری

ِ بˇعد با W ِ بˇعد و است؛ V ِ بˇعد از نابزرگتر و باپایان هم W ِ بˇعد آنΎاه باشد، V یِ زیرفضا Έی W

باشد. برابر V با W اگر تنها و اگر است، برابر V

ِ تعداد میΎیرم. V بر خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی را e و میدهم، نشان n با را dim(V) اثبات:

دوم ِ حالت در است. V یِ پایه Έی e اول ِ حالت در است. کوچ΋تر n از یا است n یا e یِ اعضا

است. خطͳ-مستقل و دارد، بیشتر یΈعضو آن از است، e ِ شامل که ساخت V بر برداری ی تاب΄ میشود

e ِ شامل تاب΄ این آید. دست به عضو n با خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی تا میدهم ادامه را کار این

است. V یِ پایه Έی و است،

پسWباپایان-بˇعدی، باشد، خطͳ-مستقل که نیست عضو n از بیش Wبا بر ͳی برداری ِ تاب΄ Ϳهی

باشد. e ِ شامل که میسازم V یِ برا ای پایه و Wم�ͳگیرم یِ پایه Έی را e است. n از نابزرگتر َش بˇعد و

باشد، n ان هم e یِ اعضا ِ تعداد اگر نیست. V با برابر W باشد، n از کمتر e یِ اعضا ِ تعداد اگر

است. V ان هم W صورت این در و است V یِ پایه Έی e آنΎاه

�

گیرم :11 یِ قضیه

W = span{(1, e1), . . . , (n, en)}. (19)

است. n از نابزرگتر َش بˇعد و ست باپایان-بˇعدی W صورت این در است). باپایان n که است (رˇشن

هست، {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ mعضوی یِ زیرمجموعه Έی آن�گاه mباشد، با Wبرابر ِ بˇعد اگر

{(1, e1), . . . , (n, en)} اگر تنها و اگر است، n با برابر W ِ بˇعد جمله از است. خطͳ-مستقل که
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باشد. خطͳ-مستقل

این ِ غیر در است. W یِ پایه Έی آنΎاه باشد، خطͳ-مستقل اگر {(1, e1), . . . , (n, en)} اثبات:

مسئله، ِ کلیت از کاستن ِ بدون داد. بسط بقیه ِ حسب بر میشود را ها ei از یΈی ِ-کم دست�- صورت

صورت، این در گرفت. en را بردار این میشود

W = span{(1, e1), . . . , (n− 1, en−1)}. (20)

کرد. ثابت n به نسبت استقرا با را قضیه میشود ͳسادِگ به حالا

�

ͳخط یِ یΈفضا به یΈمجموعه از یِ تابعها یِ فضا 5

تعریف چنین را ͳخط ِ ترکیب است، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V که ،F(V; S) یِ اعضا یِ برا

یِ دامنه با ی تاب΄ هم (αX + β Y ) باشند، F در β و α و باشند F(V; S) در Y و X اگر که می΋نند

باشد، S در x اگر که چنان است، S

(αX + β Y )(x) = α [X(x)] + β [Y (x)]. (21)

میشود دیده ͳسادِگ به

و F ِ هیئت با F(V; S)صورت این در است. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :12 یِ قضیه

ست. ͳخط یِ فضا Έی ،(21) ان هم معمول، ِ ش΋ل به ͳخط ِ ترکیب

⋆

همچنین،

این در ست. باپایان-عضوی S یِ مجموعه و باپایان-بˇعدی، V یِ ͳخط یِ فضا گیرم :13 یِ قضیه

صورت

dim[F(V; S)] = [dim(V)] [car(S)]. (22)

اثبات:

بر E = {[(i, x), Ei x] | i; (x ∈ S)} یِ برداری ِ تاب΄ ،V یِ برا e = {(i, ei) | i} یِ پایه با متناظر
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باشد، S در y اگر که میΎیرم، را F(V; S)

Ei x(y) = δyx ei. (23)

اگر چون است. خطͳ-مستقل E میشود دیده ͳسادِگ ∑به
i,x

αi x Ei x = 0, (24)

آنΎاه

0 =

∑
i,x

αi x Ei x

 (y),

=
∑
i,x

αi x δyx ei,

=
∑
i

αi y ei, (25)

F(V; S) در F اگر میشود دیده همچنین، است. خطͳ-مستقل e چون است، صفر αi y میدهد نشان که

که است) V با متناظر ِ هیئت F) هستند F(F; S) در ی F i یِ تابعها باشد،

F (y) =
∑
i

[F i(y)] ei. (26)

که است رˇشن

F =
∑
i,x

[F i(x)]Ei x. (27)

سرانجام، است. F(V;S) ِ شامل span(E) پس

car(E) = [dim(V)] [car(S)]. (28)

میشود. نتیجه ح΋م E یِ ͳخط ِ استقلال و این از

�
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اند): F ِ هیئت با (هردˇ یِ ͳخط یِ فضا دˇ V′ و V

میشود دˇفضا این یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل-

V× V′ := {(v, v′) | v ∈ V, v′ ∈ V′}. (29)

می΋نم. تعریف چنین را مجموعه این ِ عضو دˇ یِ ͳخط ِ ترکیب

a1(v1, v
′
1) + a2(v2, v

′
2) = (a1 v1 + a2 v2, a

1 v′1 + a2 v′2). (30)

میشود دیده ͳسادِگ به

ست. ͳخط یِ فضا Έی بالا ِ ترکیب و F ِ هیئت با V× V′ یِ مجموعه :14 یِ قضیه

⋆

همچنین،

V×V′ ِ بˇعد باشد، باپایان ی΋سان) ِ هیئت (با V′ و V یِ ͳخط یِ فضا دˇ ِ بˇعد اگر :15 یِ قضیه

ست. فضا دˇ این یِ بˇعدها ِ مجموع با برابر و باپایان هم

′Vباشند. ترتیبVو به یِ پایِها ،{(1, e′1), . . . , (n, e′n′)} و {(1, e1), . . . , (n, en)} گیرم اثبات:

{[1, (e1, 0)], . . . , [n, (en, 0)], [n+ 1, (0, e′1)], . . . , [n+ n′, (0, e′n′)]} میشود دیده ͳسادِگ به

پس است. V× V′ یِ پایه Έی

dim(V× V′) = dim(V) + dim(V′). (31)

�

می΋نم. تعریف چنین را W یِ ͳخط یِ فضا از V′ و V یِ زیرفضا دˇ ِ ِ-جم΄ حاصل-

V+ V′ := {(v + v′) | (v, v′) ∈ (V× V′)}. (32)

میشود دیده ͳسادِگ به

W یِ زیرفضا Έی هم (V+ V′) صورت این در َند. W یِ زیرفضا دˇ V′ و V گیرم :16 یِ قضیه

َند. (V ∩ V′) در v′ و v آنΎاه ،v + v′ = 0 و (v, v′) ∈ (V× V′) اگر ضمنَن است.

⋆
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و dim(V′) و dim(V) ِ حسب بر میشود را dim(V + V′) باشد، باپایان V′ ِ بˇعد و V ِ بˇعد اگر

نوشت: dim(V ∩ V′)

باپایان هم (V+V′) بˇعدِ آنΎاه باشند، W یِ باپایان-بˇعدی یِ زیرفضا دˇ V′ و V اگر :17 یِ قضیه

و است

dim(V+ V′) = dim(V) + dim(V′)− dim(V ∩ V′). (33)

آنΎاه ،V ∩ V′ = {0} این بر علاوه اگر

dim(V+ V′) = dim(V) + dim(V′). (34)

گیرم .10 یِ قضیه است، باپایان V ∩ V′ ِ بˇعد است، V′ و V یِ زیرفضا V ∩ V′ چون اثبات:

برداری ِ تاب΄ Έی (و است خطͳ-مستقل پایه این است. V∩V′ یِ پایه Έی {(1, e1), . . . , (k, ek)}

را پایه این است. {(1, e1), . . . , (k, ek)} ِ شامل که دارد پایه Έی V پس است). V بر

{(1, e1), . . . , (k, ek), (k + 1, ek+1), . . . , (k + n, ek+n)}

را پایه این است. {(1, e1), . . . , (k, ek)} ِ شامل که دارد پایه Έی V′ ترتیب، ین هم به میΎیرم.

{(1, e1), . . . , (k, ek), (k + n+ 1, ek+n+1), . . . , (k + n+ n′, ek+n+n′)}

میشود را (V + V′) یِ اعضا که است رˇشن مینامم. e را V′ و V یِ پایه�ها این ِ اجتماع میΎیرم.

از واق΄ در است. خطͳ-مستقل e علاوه به داد. بسط e ِ حسب بر
k+n+n′∑

i=1

ai ei = 0, (35)

میشود )نتیجه
k+n∑

i=k+1

ai ei

)
∈ (V ∩ V′), (36)

آنجا از و (16 یِ (قضیه
k+n∑

i=k+1

ai ei =

k∑
j=1

cj ej . (37)

ِ استدلال با َند. صفر ak+n تا ak+1 پس است، خطͳ-مستقل {(1, e1), . . . , (k + n, ek+n)} اما

َاند. صفر هم ak تا a1 میشود نتیجه آنجا از و َند، صفر هم ak+n+n′ تا ak+n+1 میشود معلوم ی مشابه

یِ اعضا ِ شمردن با قضیه ِ اثبات است. (V + V′) یِ برا پایه Έی بنابراین و خطͳ-مستقل، e پس
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میشود. کامل پایِها

�

نشان (V ⊕ V′) با را (V + V′) باشد، {0} ِشان اشتراک و باشند W یِ زیرفضا دˇ V′ و V اگر

میΎویند: V′ و V ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- آن به و میدهند

V⊕ V′ = V+ V′, V ∩ V′ = {0}. (38)

V یِ فضاها ِ شبیه که دارد خاص یِ زیرفضا دˇ ،V′ و V یِ فضا دˇ یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل-

یِ زیرمجموعه�ها میشود دیده ͳسادِگ به است. (V × V′) ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- و اند، V′ و

اند. (V×V′) یِ زیرفضاها (V×V′) از Ṽ′ := {(0, v′) | v′ ∈ V′} و Ṽ := {(v, 0) | v ∈ V}

حفظ را ͳخط ِ ساختار که ،v → (v, 0) هست، ی رˇشن ِ Έبه-ی-Έی ِ تناظر ،V و Ṽ مثلَن ِ بین

است ین هم میشود). تعریف 3 ِ فصل در که ͳی ͳمعن (به ست ͳریخت΋ی Έی تناظر این واق΄ در می΋ند.

نشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ نماد با هم را ͳخط یِ فضا دˇ یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- یِ گاه که

میدهند.

کدام هر که نوشت، بردار دˇ ِ مجموع ِ ش΋ل به میشود را زیرفضا دˇ ِ ِ-جم΄ حاصل- در بردار هر

یند. زیرفضاها این از ی Έی ِ عضو

ͳیعن) است مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- (V+V′) یِ فضا ،V′ و V یِ زیرفضا دˇ یِ برا :18 یِ قضیه

V ِ عضو Έی به (V+ V′) ِ عضو هر یِ تجزیه اگر تنها و اگر است) {0} ِ برابر V′ با V ِ اشتراک

باشد. ی΋تا V′ ِ عضو Έی و

از اثبات:

v + v′ = u+ u′, (39)

میشود نتیجه اند، V′ در v′ و u′ و V در v و u که

(v − u) + (v′ − u′) = 0, (40)

باشد {0} ِ برابر (V∩V′) اگر پس است. (V∩V′) در پرانتز دˇ این از Έی هر میشود معلوم آنجا از و

ِ عضو هر ع΋س، بر ست. ی΋تا V′ ِ عضو Έی و V ِ عضو Έی به (V + V′) ِ عضو هر یِ تجزیه

یِ تجزیه اگر است. V′ در v′ و V در v که نوشت، (0+ v′) یا (v+0) ِ ش΋ل به میشود را (V∩V′)

نشان که باشند، صفر باید v′ و v باشد، ی΋تا V′ ِ عضو Έی و V ِ عضو Έی به (V+ V′) ِ عضو هر
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است. {0} ِ برابر (V ∩ V′) میدهد

�

یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- یا زیرفضا چند ِ ِ-جم΄ حاصل- به زیرفضا دˇ ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ تعمیم

چند ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- یِ برا است. ساده فضا چند یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- به فضا دˇ

میبرم: کار به را بالا یِ قضیه به شبیه ی چیز زیرفضا،

یِ برداری ِ تاب΄ هر که َند چنان V یِ ͳخط یِ فضا از Vn تا V1 یِ زیرفضاها گیرم :19 یِ قضیه

این در است. خطͳ-مستقل نیست، صفر ها vi از Έی Ϳهی که vi ∈ Vi با {(1, v1), . . . , (n, vn)}

تجزیه بردار n به ش΋ل Έی فقط و Έی به میشود را Vn تا V1 ِ ِ-جم΄ حاصل- در ی بردار هر صورت

یند. زیرفضاها این از ی Έی در کدام هر که کرد

⋆

را 19 یِ قضیه ِ فرض Vn تا V1 یِ زیرفضاها اگر است. 18 یِ قضیه ِ اثبات ِ شبیه کاملَن اثبات

می΋نم. تعریف زیرفضاها این ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به را ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- براورند،

میشود دیده ͳسادِگ به

است. شرکت-پذیر زیرفضاها ِ ِ-مستقیم جم΄- :20 یِ قضیه

⋆

نیست. لازم پرانتز زیرفضا n مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ نوشتن در بنابراین

است: آن یِ زیرفضا Έی V1 و ست ͳخط یِ فضا Έی V

که باشد V از V2 یِ زیرفضا Έی اگر ست، ͳجداشدن V در V1 میΎویم

V1 ⊕ V2 = V. (41)

نیست. ی΋تا لزومˆن وجود ِ صورت در ،V2 یِ زیرفضا البته

صورت، این در است. آن یِ زیرفضا Έی V1 و ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :21 یِ قضیه

ست. ͳجداشدن V1 آنΎاه ،V1 = {0} اگر a

ست. ͳجداشدن V1 آنΎاه ،V1 = V اگر b

ست. ͳجداشدن V1 آن�گاه باشد، باپایان-بˇعدی V اگر c
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که است رˇشن میΎیرم. {0} را V2 یِ زیرفضا b یِ برا میΎیرم. V را V2 یِ زیرفضا a یِ برا اثبات:

باپایان هم V1 ِ بˇعد میشود نتیجه V ِ بˇعد ِ باپایان-بودن از ،c یِ برا است. برقرار (41) حالت هردˇ در

یِ (قضیه است e ِ شامل f که چنان هست V یِ برا f یِ پایه Έی V1 یِ برا e یِ پایه با متناظر است.

با V2 میشود دیده ͳسادِگ به .(10

V2 = span(f\e), (42)

میاورˆد. بر را (41) یِ رابطه

�



٣٧ � ͳخط ِ تاب΄ ِ تعریف 7

2

ͳهمریخت ،ͳخط ِ تاب΄

ͳخط ِ تاب΄ ِ تعریف 7

اند: F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V

اگر میΎویند ͳخط را F(W;V) در T ِ تاب΄

∀ (a, b, u, v) ∈ (F× F× V× V) : T (a u+ b v) = aT (u) + b T (v). (43)

اصطلاح به ،ͳخط ِ تاب΄ Έی میدهد نشان بالا ِ عبارت میΎویند. هم ͳخط ِ تبدیل ͳخط ِ تاب΄ به

یِ فضا به را حاصل بعد کنم جم΄ هم با را بردار دˇ اول اگر ͳیعن می΋ند. حفظ را ͳخط یِ فضا ِ ساختار

ین هم به ست. ͳ΋ی نتیجه کنم، جم΄ را حاصلها بعد بنΎارم دوم یِ فضا به را بردار دˇ اول یا بنΎارم، دوم

بردار آن اول یا بنΎارم، دوم یِ فضا به را حاصل بعد کنم ضرب عدد Έی در را ی بردار اول اگر ترتیب،

Έی که ی تاب΄ به ست. ͳ΋ی نتیجه کنم، ضرب عدد ان هم در را حاصل بعد بنΎارم دوم یِ فضا به را

یِ فضا Έی از ͳهمریخت Έی ͳخط ِ تاب΄ هر ترتیب، این به میΎویند. ͳهمریخت می΋ند حفظ را ساختار

نشان dom(T ) با را T یِ دامنه میΎویند. T یِ دامنه V به ،F(W;V) در T ِ تاب΄ یِ برا است. ͳخط

میدهم.

V = dom(T ). (44)
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میدهم. نشان img(T ) با را T ِ تصویر میΎویند. T ِ تصویر هم T یِ مقدارها یِ مجموعه به

img(T ) = {T (v) | v ∈ V}. (45)

که است رˇشن

img(T ) = T [dom(T )]. (46)

ِ تغییر ِ ͳمعن به حتمˆن دامنه ِ تغییر بنابراین باشد، معلوم دامنه یِ اعضا یِ همه یِ ازا به باید تاب΄ ِ مقدار

این بر تاب΄ ِ اثر که باشد دامنه در ی عضو W ِ عضو هر یِ ازا به ندارد ی لزوم اما هست. هم تاب΄ ِ خُد

تغییر تاب΄ که آن ͳب کرد، بزرگتر را W م�ͳشود علت ین هم به شود. W ِ عضو آن با برابر دامنه ِ عضو

که ست ی وقت فقط این البته کند. تغییر تاب΄ که آن ͳب کرد کوچ΋تر را W بشود است مم΋ن کند.

در ͳیعن نباشند، تاب΄ یِ دامنه از ی عضو Ϳهی بر تاب΄ ِ اثر ِ برابر میشوند گذاشته کنار که W از ͳی اعضا

آن) یِ مقدارها یِ (همه آن ِ تصویر یِ همه ِ شامل که یΈمجموعه با همراه تاب΄ به نباشند. تاب΄ ِ تصویر

تعریف (T,W′) ِ نΎاشت Έی F(W;V) در T با متناظر ترتیب، این به میΎویم. نΎاشت Έی است

ِ نΎاشت است مم΋ن ͳسادِگ یِ برا باشد، معلوم W′ اگر است. T ِ تصویر ِ شامل W′ که میشود،

داد. نشان T ِ خُد با را (T,W′)

ͳخط یِ تابعها ِ خاص ست: تابعها یِ همه یِ برا بالا، یِ بحثها و تصویر و دامنه ِ تعریف البته

نیست.

هم-هیئت یِ ͳخط یِ فضا ΈیW′ و ،ͳخط T ِ تاب΄ اگر ست، ͳخط (T,W′) ِ نΎاشت میΎویم

باشد. T یِ دامنه با

یِ (دامنه فضا آن یِ پایه Έی یِ بردارها بر َش اثر با باپایان-بˇعدی) یِ فضا Έی (از ͳخط ِ تاب΄ هر

چون، میشود. مشخص تاب΄)

T (v) = T

(∑
i

vi ei

)
,

=
∑
i

vi T (ei), (47)

پس است. T یِ دامنه یِ پایه Έی e که

v =
∑
i

vi ei. (48)
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ِ برابر V ِ بˇعد و باشند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V اگر میشود دیده ͳسادِگ به ع΋س، بر

با T ِ تاب΄ ساخت. W به V از ͳخط ِ تاب΄ Έی میشود W در wn تا w1 یِ بردارها با متناظر باشد، n

می΋نم. تعریف چنین را V یِ دامنه

T (v) =
∑
i

vi wi. (49)

بنابراین ست. ͳخط ِ تاب΄ Έی بالا ِ تعریف با T میشود دیده ͳسادِگ به�

یِ ͳخط یِ فضا Έی (که W به V ِ n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی از ͳخط ِ تاب΄ هر :22 یِ قضیه

است. Έبه�-ی-Έی تناظر این و میشود مشخص W در بردار n با است) V با هم-هیئت

⋆

یِ فضا Έی به ͳخط یِ فضا Έی از یِ ͳخط یِ تابعها یِ فضا 8

ͳخط

ساخته ͳخط یِ فضا Έی فضاها) این با متناظر ِ (هیئت F ِ هیئت و W به V از یِ ͳخط یِ تابعها با

یِ ͳخط ِ ترکیب ست ͳکاف فضا این ِ ساختن یِ برا میدهم. نشان LF(W;V) با را فضا این میشود.

T و S با متناظر کنم. تعریف را ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ ͳجمع ِ وارون و ،ͳجمع یِ ͳهمان ،ͳخط ِ تاب΄ دˇ

تعریف V یِ اعضا بر َش اثر با را V یِ دامنه با (aS + b T ) ِ تاب΄ ،F در b و a و ،LF(W;V) در

می΋نم:

(aS + b T )(v) = a [S(v)] + b [T (v)]. (50)

ِ صفر یِ برا است. LF(W;V) در و ͳخط (aS + b T ) ِ تاب΄ بالا، ِ تعریف با میشود دیده ͳسادِگ به

هم، آن یِ اعضا یِ ͳجمع ِ وارون و LF(W;V)

0LF(W;V)(v) = 0, (51)

(−T )(v) = −[T (v)]. (52)

یند. ͳخط هم (−T ) و 0 یِ تابعها میشود دیده ͳسادِگ به میدهم. نشان 0 ان هم با را 0LF(W;V) پس این از

(52) تا (50) یِ تعریفها و F ِ هیئت با LF(W;V) یِ مجموعه کرد تحقیق میشود ͳسادِگ به همچنین
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یِ جا بردارها، و ،ͳخط یِ تابعها اس΋الرها، ِ ضرب در میشود معلوم ضمنَن ست. ͳخط یِ فضا Έی

نمیΎذارم: هم را پرانتزها این پس این از خاطر ین هم به است. بیى˘همیت پرانتزها

aT v = a(T v),

= (aT ) v,

= a [T (v)],

= (aT )(v). (53)

کرد. خلاصه قضیه این در میشود را اینها

یِ تعریفها با (−T ) و 0LF(W;V) یِ تابعها صورت این در است. LF(W;V) در T گیرم :23 یِ قضیه

ِ تعریف با (aS + b T ) ِ تاب΄ باشد، LF(W;V) در S این بر علاوه اگر یند. ͳخط (52) و (51)

بیى˘همیت پرانتزها یِ جا بردار، Έی در ͳخط ِ تاب΄ Έی در اس΋الر Έی ِ ضرب در ست. ͳخط هم (50)

یِ فضا Έی ،(50) یِ ͳخط-ِ ترکیب- و W و V یِ فضاها ِ هیئت با LF(W;V) سرانجام، است.

ست. ͳخط

⋆

ͳخط ِ ی تابعها ِ ترکیب 9

است: LF(V;U) در S ِ تاب΄ و است LF(W;V) در T ِ تاب΄

است: F(W;U) در که است، (T ◦ S) تاب΄ دˇ این ِ ترکیب

(T ◦ S)(u) = T [S(u)]. (54)

میشود دیده ͳسادِگ به

ست. ͳخط (T ◦S)صورت این در است. LF(V;U) در S و LF(W;V) در T گیرم :24 یِ قضیه

⋆

ِ ترکیب یِ جا به ترتیب، این به ندارد. اهمیت پرانتزها ِ وجود هم اینجا میدهد نشان (54) ضمنَن

(یا دˇ-تاب΄ ِ ضرب که است این مهم یِ ن΋ته زد. حرف دˇ-تاب΄ این ِ ضرب از میشود ͳِخط تاب΄ دˇ

یِ دامنه یِ زیرمجموعه S ِ تصویر باید باشد داشته ͳمعن (T S) که این یِ برا نیست. ͳجابِجای عمل�گر)
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بنابراین باشد. S یِ دامنه یِ زیرمجموعه هم T ِ تصویر باشد، درست این اگر ندارد ی لزوم باشد. T

هم و (T S) هم است مم΋ن باشد. نشده تعریف (S T ) ͳول باشد شده تعریف (T S) است مم΋ن

LF(U;U) در (T S) و LF(V;V) در (S T ) باشد، U ان هم W اگر مثلَن باشند. شده تعریف (S T )

نمیتوانند دˇ-نΎاشت این پس نیست، ͳ΋ی دˇ این یِ دامنه میشود دیده اما اند. شده تعریف هردˇ است.

نیست لازم هم باز اما اند. LF(V;V) در هردˇ (T S) و (S T ) باشد، برابر V با هم U اگر باشند. برابر

{(1, e1), (2, e2)} و دˇ-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم ساده، ِ مثال Έی ِ عنوان به باشند. برابر

میشود. مشخص e2 و e1 بر تاب΄ آن ِ اثر با َش خُد به فضا این از ͳخط ِ تاب΄ هر است. آن یِ پایه Έی

و َند َش خُد به فضا این از ͳخط ِ تاب΄ دˇ T و S گیرم

S(e1, e2) = (e2, 0),

T (e1, e2) = (0, e1). (55)

میشود دیده

(S T )(e1, e2) = (0, e2),

(T S)(e1, e2) = (e1, 0). (56)

ِ ضرب نیست، ͳجابِجای لزومˆن تابعها ِ ترکیب چون واق΄ در نیست. برابر (S T ) با (T S) که است رˇشن

نیست. ͳجابِجای لزومˆن هم ͳخط یِ تابعها

خُش- ِشان ترکیب که باشند چنان سه�-تاب΄ که ی (به�شرط است شرکت-پذیر تابعها ِ ترکیب اما

ی چنین-ضرب در میشود پس است. شرکت-پذیر هم ͳخط ِ تاب΄ سه ِ ضرب بنابراین باشد). تعریف

داشت: بر را پرانتزها

است. بیى˘همیت پرانتزها یِ جا بردار، Έی و ͳخط ِ تاب΄ چند ِ ضرب در :25 یِ قضیه

⋆
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ͳخط ِ یΈتاب΄ یِ هسته و تصویر 10

است: LF(W;V) در T ِ تاب΄

دست به V یِ بردارها از یΈی بر T ِ اثر با که Wاست یِ بردارها یِ همه یِ مجموعه تاب΄ این ِ تصویر

میئایند:

img(T ) = {T (v) | v ∈ V}. (45)

که است رˇشن

img(T ) = T [dom(T )]. (46)

یِ هسته میشود. صفر آنها بر T ِ اثر که است ͳی بردارها یِ همه یِ مجموعه T یِ ͳخط ِ تاب΄ یِ هسته

میدهم. نشان ker(T ) با را T

ker(T ) = {v ∈ V | T (v) = 0}. (57)

میشود دیده ͳسادِگ به

یند. ͳخط ͳی فضاها ͳخط ِ تاب΄ هر یِ هسته و تصویر :26 یِ قضیه

مجموعه آن در مجموع̃ها، این از Έی هر از بردار دˇ یِ ͳخط ِ ترکیب دهم نشان ست ͳکاف اثبات:

است.

�

،T ∈ [LF(W;V)] اگر که است رˇشن

[img(T )] ⊑W, (58)

[ker(T )] ⊑ V. (59)

میشود ثابت ͳسادِگ به

باشد. {0} آن یِ هسته اگر تنها و اگر است، Έبه-ی-�Έی ͳخط ِ تاب΄ Έی :27 یِ قضیه

⋆

اگر باشد. داشته هم ی دیΎر یِ اعضا هسته است مم΋ن اما است. هسته در حتمˆن 0 که است رˇشن

تاب΄ آن میΎویند باشد) داشته هم ی دیΎر ِ عضو 0 جز ͳیعن) باشد ͳنابدیه ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ هسته

است. نات΋ین تاب΄ آن میΎویند صورت این ِ غیر در است. ت΋ین
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است. این 27 یِ قضیه یِ نتیجه Έی

dim(V) اگر صورت، این در است. باپایان dim[W] و است LF(W;V) در T گیرم :28 یِ قضیه

نیست. Έبه-ی-Έی T آنΎاه باشد، بیپایان-بˇعدی V یا باشد، dim(W) از بزرگتر و باپایان

یِ برداری ِ تاب΄ Έی است، بیپایان یا ،n از بیش dim(V) چون میدهم. نشان n با را dim(W) اثبات:

چنین- را e = {(1, e1), . . . , (n+1, en+1)} است. خطͳ-مستقل که هست V بر عضوی (n+1)

یِ فضا Έی بر عضوی (n+1) یِ برداری ِ تاب΄ Έی چون نیست، خطͳ-مستقل T ◦ e میΎیرم. ی تاب΄

است: صفر آن از ͳنابدیه یِ ͳخط ِ ترکیب Έی پس است. (W) n-بˇعدی یِ ͳخط∑
i

ai T ei = 0, (60)

ͳیعن این اما است. ناصفر ضریب Έی ِ-کم دست- آن در که

T

(∑
i

ai ei

)
= 0. (61)

نیست. صفر پرانتز ِ درون ِ عبارت است، ناصفر ها ai از ی Έی ِ-کم دست- و خطͳ-مستقل e چون

نیست. Έبه-ی-Έی T پس هست. هم ناصفر یِ اعضا ِ شامل T یِ هسته پس

�

باشد. ͳجداشدن dom(T ) در T یِ هسته اگر ست، هسته-جدا T یِ ͳخط ِ تاب΄ میΎویم

V یِ زیرفضا Έی صورت این در ست. هسته-جدا و است LF(W;V) در T گیرم :29 یِ قضیه

که هست V1 ِ مثل

V = V1 ⊕ [ker(T )], (62)

است. img(T ) َش تصویر و Έبه-ی-Έی res(T ;V1) و

با متناظر است. T ِ هسته-جدا-بودن ِ تعریف همان براورˆد، را (62) که ی V1 ِ وجود اثبات:

که هست ∈ V ِ بردار Έی ،w ∈ [img(T )]

T v = w. (63)

که هستند v2 ∈ [ker(T )] و v1 ∈ V1 ِ مثل ͳی بردارها ،(62) ِ خاطر به

v = v1 + v2. (64)
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اینجا از

T v1 = w. (65)

یِ زیرمجموعه img[res(T ;V1)] چون است. img(T ) ِ شامل img[res(T ;V1)] میدهد نشان این

هم نΎاشت این res(T ;V1) ِ یΈ-به-ی�Έ-بودن َند. برابر هم با دˇ-مجموعه این هست، هم img(T )

که این و 27 یِ قضیه از

[ker(T )] ∩ V1 = {0} (66)

میشود. نتیجه

�

یِ دامنه البته میدهم. نشان edom(T ) با را آن و میΎویم T ِ مئثر یِ دامنه بالا یِ قضیه در V1 یِ فضا به

نیست. ی΋تا لزومˆن T ِ مئثر

تنها و اگر است، باپایان dim[img(T )] صورت این در است. LF(W;V) در T گیرم :30 یِ قضیه

باشد، برقرار که همى˘رز یِ دˇ-گزاره این از Έی هر باشد. باپایان dim[edom(T )] و هسته-جدا T اگر

است. برابر dim[img(T )] با dim[edom(T )]

img(T ) یِ پایه Έی را f = {(1, f1), . . . , (n, fn)} است. باپایان dim[img(T )] گیرم اثبات:

که هست V بر e یِ برداری ِ تاب΄ Έی میΎیرم.

T ◦ e = f. (67)

است: صفر که میΎیرم e از ͳخط ِ ترکیب Έی این ِ اثبات یِ برا است. خطͳ-مستقل e

∑
i

ai ei = 0. (68)

میشود نتیجه میدهم. اثر آن بر را T

∑
i

ai fi = 0. (69)
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،v ∈ V با متناظر میΎیرم. span(e) را V1 باشند. صفر باید ضریبها یِ همه است، خطͳ-مستقل f چون

T v =: w,

=
∑
i

wi fi,

= T

(
v′ :=

∑
i

wi ei

)
. (70)

اینجا، از

v′ ∈ V1,

(v − v′) ∈ [ker(T )]. (71)

پس،

V = V1 + [ker(T )]. (72)

همچنین

V1 ∩ [ker(T )] = {0}. (73)

دهم: اثر e از ͳخط ِ ترکیب Έی بر را T ست ͳکاف این ِ اثبات یِ برا

T

(
u :=

∑
i

ui ei

)
=
∑
i

ui fi. (74)

یِ همه است خطͳ-مستقل f چون و میشود، صفر بالا یِ رابطه ِ راست ِ طرف باشد، ker(T ) در u اگر

به است. صفر ∩V1باشد، [ker(T )] در اگر uپس است. صفر u میدهد نتیجه که باشند، صفر باید ها ui

dim[edom(T )] که است رˇشن است. V1 ان هم edom(T ) میΎوید که میشود، نتیجه (62) ترتیب این

پس است. n ان هم

dim[edom(T )] = dim[img(T )]. (75)

از است. باپایان dim[edom(T )] و برقرار، (62) گیرم برع΋س،

img(T ) = span[T (e)], (76)

باز پس .(11 ِ (قضیه است باپایان dim[img(T )] میشود معلوم است، edom(T ) یِ پایه Έی e که

داد. نشان را (75) و کرد استفاده اول ِ قسمت ِ اثبات از میشود

�
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یا dim[edom(T )] اگر میΎوید بالا یِ قضیه اما نمیئاید. دست به T از ی΋تا ِ طُر به edom(T )

ست. ی΋تا dim[edom(T )] آنΎاه باشد، باپایان dim[img(T )]

یِ رابطه آن از ͳخط ِ تاب΄ هر یِ هسته و تصویر ِ بˇعد و آن ِ بˇعد ِ بین باشد، باپایان-بˇعدی V اگر

است: برقرار ای ساده

dim[ker(T )] صورت این در است. باپایان dim(V) و است LF(W;V) در T گیرم :31 یِ قضیه

و است، باپایان هم dim[img(T )] و

dim[dom(T )] = dim[ker(T )] + dim[img(T )]. (77)

V یِ زیرفضا ker(T ) چون است، V ِ بˇعد از نابیش�تر آن ِ بˇعد و باپایان-بˇعدی، ker(T ) اثبات:

آنΎاه باشد، V یِ پایه Έی e = {(1, e1), . . . , (n, en)} اگر است.

img(T ) = span(T ◦ e). (78)

ِ ح΋م ترتیب، این به است. (V ِ بˇعد ͳیعن) n از نابیشتر آن ِ بˇعد و باپایان-بˇعدی، هم img(T ) پس

میشود. نتیجه 17 و 30 یِ قضیه�ها از قضیه

�

rank(T ) با را T یِ رتبه میΎویم. T یِ ͳپوچ T یِ هسته ِ بˇعد به و ،T یِ رتبه T ِ تصویر ِ بˇعد به

میدهم. نشان null(T ) با را T یِ ͳپوچ و

rank(T ) = dim[img(T )], (79)

null(T ) = dim[ker(T )]. (80)

میئاید. در ش΋ل این به بالا یِ قضیه اینها، حسبِ بر

dim[dom(T )] = [null(T )] + [rank(T )]. (81)
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وارون-پذیر یِ ͳخط ِ تاب΄ 11

ِ نΎاشت باشد. Έبه-ی-Έی اگر تنها و اگر است، وارون-پذیر T یِ) ͳخط خاص ِ حالت (در ِ تاب΄

Wپوشا در و Έبه-ی-Έی T اگر تنها و اگر است، وارون-پذیر (T,W) یِ) ͳخاصخط ِ حالت (در

ͳکاف و لازم ِ شرط ،27 یِ قضیه بر بنا باشد. W ِ خُد img(T ) ͳیعن W در T ِ پوشا-بودن باشد.

این در باشد. ͳبدیه تاب΄ این یِ هسته که است آن باشد Έبه-ی-Έی ͳخط ِ تاب΄ Έی که این یِ برا

Έی یِ برا َند). باپایان بˇعدها این ی (وقت است برابر آن یِ دامنه ِ بˇعد با تاب΄ ِ تصویر ِ بˇعد صورت

ͳکاف و لازم ِ شرط Wاست، یِ باپایان-بˇعدی ͳخط یِ فضا Έی یِ زیرفضا َش تصویر که ͳخط ِ تاب΄

نتیجه زیر یِ قضیه اینجا از باشد. Wبرابر ِ بˇعد با تاب΄ یِ رتبه که است Wآن در تاب΄ ِ پوشا-بودن یِ برا

میشود.

صورت این در است. باپایان dim(W) یا dim(V) و است LF(W;V) در T گیرم :32 یِ قضیه

َند. همى˘رز سه-گزاره این

.null(T ) = 0 و dim(V) = dim(W) a

است. وارون-پذیر (T,W) b



ͳریخت΋ی ،ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ وارون ۴٨

یِ برداری ِ تاب΄ ،V بر e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ هر با متناظر و dim(V) = dim(W) c

Wاست.) یِ پایه Έی T ◦ e باشد، V یِ پایه Έی e اگر جمله، (از است. خطͳ-مستقل T ◦ e

و میدهد، نتیجه را c یِ گزاره b یِ گزاره میدهد، نتیجه را b یِ گزاره a یِ گزاره میدهم نشان اثبات:

میدهد. نتیجه را a یِ گزاره c یِ گزاره

در T میدهد نتیجه هم a یِ گزاره اولین و این است، Έبه-ی-Έی T میدهد نتیجه null(T ) = 0

است. b ان هم که است، وارون-پذیر (T,W) میدهد نتیجه a پس ست. پوشا W

نتیجه T ِ یΈ-به-یΈ-بودن باشد، باپایان dim(W) اگر است. وارون-پذیر (T,W) گیرم

W در T ِ پوشا-بودن باشد، باپایان dim(V) اگر .(28 یِ (قضیه است باپایان هم dim(V) میدهد

میدهد نتیجه (T,W) یِ وارون-پذیری حالت، هر در پس است. باپایان هم dim(W) میدهد نتیجه

َند. برابر هم با دˇ-بˇعد این میدهد نتیجه 31 یِ قضیه حالت این در است. باپایان dim(W) و dim(V)

T ِ پوشا-بودن است. img(T اَش( پهنه که ست برداری ِ تاب΄ Έی T ◦ e باشد. V یِ پایه Έی e گیرم

،dim(V) با است برابر هم T ◦ e یِ اعضا ِ تعداد است. W ِ خُد T ◦ e یِ پهنه میدهد نتیجه W در

را e′ Wاست. یِ پایه Έی نتیجه در و هست، هم خطͳ-مستقل T ◦ eپس است. برابر dim(W) با که

e است. خطͳ-مستقل هم T ◦ e′ دهم نشان میخواهم میΎیرم. V بر خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی

T ◦ e′ پس است. T ◦ e′ ِ شامل و خطͳ-مستقل T ◦ e باشد. e′ ِ شامل که میΎیرم V یِ پایه Έی را

میدهد. نتیجه را c یِ گزاره b یِ گزاره ͳیعن است. خطͳ-مستقل هم

میشود. نتیجه 31 یِ قضیه از ͳسادِگ به a باشد، برقرار c اگر سرانجام،

�

هست T (V) = img(T ) یِ دامنه با U ِ تاب΄ Έی ،V یِ دامنه با T ِ Έبه-ی-Έی ِ تاب΄ با متناظر

که

U ◦ T = 1V, (82)

میشود دیده ͳسادِگ به است. V یِ ͳهمان ِ تاب΄ 1V که

هم�چنین، براورˆد. را (82) که باشد U ِ تاب΄ Έی اگر تنها و اگر است، Έبه-ی-Έی T :33 یِ قضیه

و ست ی΋تا (82) یِ رابطه و img(T ) یِ دامنه با U باشد، Έبه-ی-Έی T اگر

T ◦ U = 1img(T ). (83)
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⋆

ِ وارون میآورد بر را (83) و (82) که img(T ) یِ دامنه با U ِ تاب΄ به ،T ِ Έبه-ی-Έی ِ تاب΄ با متناظر

میدهند: نمایش T−1 با را آن و میΎویند T ِ تاب΄

T ◦ T−1 = 1img(T ). (84)

T−1 ◦ T = 1dom(T ). (85)

میشود دیده ͳسادِگ به

[dom(T ′)] یِ زیرمجموعه [img(T )] و َند Έبه-ی-Έی T ′ و T یِ تابعها گیرم :34 یِ قضیه

و است Έبه-ی-Έی هم (T ′ T ) صورت این در است.

(T ′ T )−1 = T−1
(
res{T ′−1;T ′[img(T )]}

)
. (86)

⋆

ست. ͳخط T ِ وارون صورت این در است. Έبه-ی-Έی T یِ ͳخط ِ تاب΄ گیرم :35 یِ قضیه

میΎیرم. را α2 و α1 ِ اس΋الر دˇ و ،img(T ) در w2 و w1 ِ بردار دˇ اثبات:

T [α1 T−1(w1) + α2 T−1(w2)] = α1 T [T−1(w1)] + α2 T [T−1(w2)],

= α1 w1 + α2 w2. (87)

پس

T−1(α1 w1 + α2 w2) = α1 T−1(w1) + α2 T−1(w2). (88)

�

پوشا W در T اگر میΎویند. هم V از ͳریخت΋ی Έی V یِ دامنه با T ِ Έبه-ی-Έی یِ ͳخط ِ تاب΄ به

میدهم. نشان چنین را این است. ی΋ریخت W با V میΎویند باشد،

W iso
= V. (89)

یˆند: ͳ΋ی کاملَن ͳخط ِ ساختار ِ نظر از دˇ-فضا این که این ͳیعن ͳخط یِ فضا دˇ ِ ی΋ریخت-بودن

یِ فضا در متناظر یِ ͳخط ِ عمل Έی یِ نتیجه با میشود را فضا Έی در ͳی ͳخط ِ عمل هر یِ نتیجه
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میΎویند َند، ی΋ریخت دˇ-فضا فلان بΎویند که این یِ جا به ی گاه که است این آورˉد. دست به دیΎر

یِ نتیجه باشد، V از ͳهمریخت Έی T اگر نیستند. ی΋سان ͳهمریخت و ͳریخت΋ی یˆند. ͳ΋ی دˇ-فضا آن

درست مطلب این ِ ع΋س اما آورˉد، دست به V در ͳخط یِ عملها از میشود را T (V) در ͳخط یِ عملها

یِ همه T (V) است مم΋ن اما دارد، بر در را T (V) به مربوط ِ اطلاعات یِ همه V ͳیعن نیست.

W در که W به V از یِ ͳخط یِ تابعها یِ مجموعه باشد. نداشته بر در را V به مربوط ِ اطلاعات

که ست ͳناته ی وقت فقط مجموعه این که است رˇشن میدهم. نشان ILF(W;V) با را َند وارون-پذیر

باشد. ی΋ریخت V با W

کرد. بیان ش΋ل این به میشود را 29 یِ قضیه ،ͳریخت΋ی ِ مفهوم از استفاده با

صورت، این در ست. هسته-جدا یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی T گیرم :36 یِ قضیه

[edom(T )]
iso
= [img(T )]. (90)

⋆

ست. همى˘رزی یِ رابطه Έی فضاها یِ ͳریخت΋ی :37 یِ قضیه

W آنΎاه باشد، ی΋ریخت W با V اگر ،(ͳهمان ِ تاب΄ (با است ی΋ریخت َش خُد با فضا هر اثبات:

ی΋ریخت W با V و V با U اگر و ست)، ͳریخت΋ی هم ͳریخت΋ی هر ِ (وارون است ی΋ریخت V با هم

ست). ͳریخت΋ی هم ͳریخت΋ی دˇ ِ (ترکیب است ی΋ریخت W با U آنΎاه باشد،

�

بنابراین نباشد. وارون-پذیر ͳهمریخت ِ تاب΄ است مم΋ن چون ندارد، را دوم یِ ͳویژِگ فضا دˇ یِ ͳهمریخت

نیست. همى˘رزی یِ رابطه

اند: آمده قبلَن ͳریخت΋ی از دیΎر ِ مثال دˇ

Ṽ یِ زیرفضا با V یِ فضا آنΎاه باشند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ V′ و V اگر :38 یِ قضیه

که است، ی΋ریخت V× V′ از

Ṽ = {(v, 0) | v ∈ V}. (91)

Ṽ در و ،Έبه-ی-Έی و ͳخط t(v) = (v, 0) با F(Ṽ;V) در t شود داده نشان ست ͳکاف اثبات:

ست. پوشا

�
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میدهم: نشان تساوی ِ ش΋ل به را دˇ-فضا این ِ بین یِ ͳریخت΋ی پس این از

Ṽ = V. (92)

(v, 0) = v. (93)

همچنین،

(باپایان) n ِ برابر dim(V) و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :39 یِ قضیه

صورت، این در است.

[LF(W;V)] iso= W×n. (94)

را F[W×n; LF(W;V)] در t ِ تاب΄ ،V یِ برا {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ پایه با متناظر اثبات:

می΋نم. تعریف چنین

t(T ) = (T e1, . . . , T en) (95)

است. W×n َش تصویر و ،Έبه-ی-Έی و ͳخط تاب΄ این داد نشان میشود ͳسادِگ به میسازم. را

�

ی΋سان ِ هیئت با ِ همبˇعد خطͳیِ یِ فضاها ِ ی΋ریخت-بودن 12

َند. ی΋ریخت ی΋سان، ِ هیئت با n (ِ (باپایان ِ بˇعد با یِ ͳخط یِ فضاها یِ همه :40 یِ قضیه

e = {(1, e1), . . . , (n, en)} اند. F ِ هیثت با یِ n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Wدˇ و V گیرم اثبات:

میشود دیده ͳسادِگ به میΎیرم. W یِ پایه Έی را f = {(1, f1), . . . , (n, fn)} و ،V یِ پایه Έی را

با LF(W;V) در t

t ◦ e = f (96)

پس ست. پوشا W در و Έبه-ی-Έی

V iso
= W. (97)

�

ای ساده ِ نمایش فضا این یِ برا هست. F ِ هیئت با n-بˇعدی یِ فضا Έی فقط میΎویند سادِتر ِ زبان به
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را F ِ خُد جمله از میدهم. نشان Fn با را F ِ عضو یِ مئلف̃ها با ͳمئلف̃ئ n یِ ستونها یِ مجموعه هست.

می΋نم. تعریف چنین را ͳخط ِ ترکیب Fn یِ برا میدهم. نشان F0 با را {0} و F1 با

a


u1

...

un

+ b


v1

...

vn

 :=


a u1 + b v1

...

a un + b vn

 . (98)

یِ پایه Έی است. (F ِ هیئت (با n-بˇعدی یِ ͳخط یِ یΈفضا عملها این با Fn میشود دیده ͳسادِگ به

یِ بقیه و است Έی آن ِ i یِ مئلفه که ست ی ستون ei که است، {(1, e1), . . . , (n, en)} ِ تاب΄ Fn

با یΈ-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی َش خُد ِ ضرب و جم΄ با F ِ خُد جمله، از َند. صفر یˆش مئلف̃ها

قضیه این ،39 یِ قضیه با همراه است، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی Fn که این از است. F ِ هیئت

میشود. نتیجه ͳسادِگ به

آنΎاه باشد، F ِ هیثت با ͳخط یِ فضا Έی V اگر :41 یِ قضیه

[LF(V;Fn)]
iso
= V×n, (99)

جمله، از و

[LF(V;F)] iso= V. (100)

[LF(V; {0})] iso= {0} (101)

⋆

میدهم: نشان تساوی ِ ش΋ل به هم را (99) یِ ͳریخت΋ی

LF(V;Fn) = V×n. (102)

از و َند، Έبه-ی-Έی U و T است، LF(V;W) در U و LF(W;V) در T گیرم :42 یِ قضیه

در T و َند، ی΋ریخت هم با و همبˇعد W و V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی ی Έی W و V

است. ILF(V;W) در U و ILF(W;V)

باپایان- W میشود نتیجه است Έبه-ی-Έی U که این از ست. باپایان-بˇعدی V گیرم اثبات:

میشود نتیجه است Έبه-ی-Έی T که این از است. dim(V) از نابزرگتر dim(W) و ست بˇعدی

از است. ی΋ریخت V با W نتیجه در َند، همبˇعد W و V پس است. dim(W) از نابزرگتر dim(V)
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(T,W) میشود نتیجه است، Έبه-ی-Έی T که این و َند، همبˇعد و باپایان-بˇعدی W و V که این

است. وارون-پذیر (U,V) میشود نتیجه ترتیب ین هم به است. وارون-پذیر

�

ِ-قسمت خارج- یِ فضا 13

می΋نم. تعریف را رابطه این V در میΎیرم. را آن از W یِ زیرفضا Έی و V یِ ͳخط یِ فضا

v1
W∼= v2 ⇔ (v1 − v2) ∈W. (103)

میشود دیده کرد. حذف بالا یِ رابطه از هم را W ِ نماد ͳسادِگ برای است مم΋ن

است. همى˘رزی یِ رابطه Έی
W∼= یِ رابطه :43 یِ قضیه

⋆

تنها و ی Έی ِ عضو v ِ مثل V ِ عضو هر می΋ند. افراز همى˘رزی یِ ردِها به را V رابطه این بنابراین

میدهم: نشان eqW(v) سادِتر یا eqW∼=
(v) با را عضو این با متناظر یِ رده ست. ردِها این از ی Έی

eqW(v1) = eqW(v2)⇔ (v1 − v2) ∈W. (104)

که است رˇشن همچنین

eqW(0) = W. (105)

(با مجموعه این یِ برا میدهند. نمایش V/W با یا ،V ⊖W با را همى˘رزی یِ ردِها این یِ مجموعه

ͳخط یِ فضا به را آن که می΋نم تعریف ضرب و جم΄ ِ عمل دˇ (V یِ فضا ِ هیئت ،F ِ هیئت ِ همان

کند: تبدیل

eqW(v1) + eqW(v2) = eqW(v1 + v2). (106)

a eqW(v) = eqW(a v). (107)

َند، خُش-تعریف بالا یِ عملها داد نشان باید بنابراین نمی΋ند. مشخص ی΋تا ِ طُر به را v ِ خُد eqW(v)

بΎیرم: را همى˘رزی یِ ردِها ِ عضو کدام که ندارد ͳΎ̃بست این به بالا یِ رابط̃ها ِ راست ِ طرف ͳیعن
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اگر :44 یِ قضیه

eqW(v′1) = eqW(v1), (108)

eqW(v′2) = eqW(v2), (109)

آنΎاه

eqW(a1 v
′
1 + a2 v

′
2) = eqW(a1 v1 + a2 v2). (110)

اثبات:

(a1 v
′
1 + a2 v

′
2)− (a1 v1 + a2 v2) = a1 (v

′
1 − v1) + a2 (v

′
2 − v2), (111)

است. W ِ عضو چپ ِ طرف میدهد نشان که

�

(107) و (106) ِ راست یِ طرفها یِ نتیجه بΎیرم، را همى˘رزی یِ رده ِ عضو کدام نمی΋ند ی فرق پس

eqW ترتیب، این به است. ساده بسیار هم عملها این با ͳخط یِ فضا یِ ویژِگیها ِ تحقیق است. ی΋سان

میشود. LF(V⊖W;V) در ͳخط ِ تاب΄ Έی

V ⊖W و W ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به میشود را V می΋ند پیشنهاد V ⊖W ِ نماد

ِ عضو نَ است V یِ زیرمجموعه V⊖W یِ اعضا از Έی هر نیست. V یِ زیرفضا V⊖W اما نوشت.

به باشد. V⊖W ِ شبیه ِ دیΎر یِ زیرفضا Έی Wو ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V است مم΋ن اما .V

ی΋ریخت. ͳیعن شبیه دقیق، ِ زبان

یِ زیرفضا هر صورت این در است. آن یِ WیΈزیرفضا و ،ͳخط یِ VیΈفضا گیرم :45 یِ قضیه

که V از V′

V = W⊕ V′ (112)

را (112) که هست ی V′ آنΎاه باشد، ͳجداشدن V در W اگر است. ی΋ریخت V ⊖W با براورˆد، را

و است برقرار قبل ِ ح΋م آنΎاه باشد، باپایان V ِ بˇعد اگر جمله، از براورˆد.

dim(V) = dim(W) + dim(V⊖W). (113)

میدهم نشان است. W ِ جداشدنͳ-بودن ِ تعریف یِ نتیجه (112) یِ ͳویژِگ با V′ ِ وجود اثبات:

تعریف چنین را LF(V⊖W;V′) در T این�کار یِ برا است. ی΋ریخت ِ-قسمت خارج- یِ فضا با V′
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می΋نم.

T (v′) = eqW(v′). (114)

W در v′ ͳیعن این و میشود، صفر eqW(v′) باشد صفر T (v′) اگر چون است، Έبه-ی-Έی تاب΄ این

Έی V در v هر یِ برا چون ست. پوشا V⊖W در تاب΄ این است. صفر v′ میشود نتیجه این�جا از است.

که هست (V′ ×W) در (v′, w) ِ زُج

v = v′ + w. (115)

ترتیب، این به

eqW(v) = eqW(v′ + w),

= eqW(v′),

= T (v′). (116)

است. ی΋ریخت V′ با V⊖W پس

�

بΎذارم، کنار Wرا به مربوط راستاهای V از اگر می΋ند: رˇشنتر هم را V⊖W یِ ͳمعن ضمنَن قضیه این

و است) V⊖W ِ شبیه که V یِ زیرفضا (آن V′ ِ بین البته است. V⊖W ِ شبیه میمانَد ͳباق چه آن

است، معین کاملَن ِ-قسمت خارج- یِ فضا ،W و V ِ معلوم-بودن با هست: ی مهم ِ فرق V ⊖W

Έی را V مثلَن نیست. ی΋تا شود V ان هم W با َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که ͳی زیرفضا اما

یِ زیرفضا میΎیرم. span{e2, e3} را W و ،{(1, e1), (2, e2), (3, e3)} یِ پایه با سه-بˇعدی یِ فضا

میشود دیده اما است. V ِ خُد W با َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که دارد را ͳویژِگ این span{e1}

دارد. را ͳویژِگ این هم span{e1 + e2} یِ زیرفضا مثلَن

ͳریخت΋ی به ͳهمریخت ِ تبدیل 14

Έبه-ی-Έی تاب΄ این اگر َند، ی΋ریخت img(T ) و dom(T ) یِ فضاها ،T یِ ͳخط ِ تاب΄ با متناظر

ی΋ریخت img(T ) با دیΎر یِ فضا Έی نیست)، Έبه-ی-Έی لزومˆن T (که ͳکل ِ حالت در باشد.
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است:

img(T ) با [dom(T )]⊖ [ker(T )] آنΎاه باشد، V یِ دامنه با ͳخط ِ تاب΄ Έی T اگر :46 یِ قضیه

است. ی΋ریخت

[rank(T ) + null(T )] با dim[dom(T )] که است این از استفاده اثبات یِ ساده ِ راه Έی اثبات:

برابر dim[img(T )] با dim{[dom(T )]⊖ [ker(T )]} میشود نتیجه آن از .(31 یِ (قضیه است برابر

یِ برا ست. باپایان-بˇعدی V که است این 31 یِ قضیه ِ فرض اما َند. ی΋ریخت فضا دˇ این پس است.

را T̃ میسازم. img(T ) و [dom(T )]⊖ [ker(T )] ِ بین ͳریخت΋ی Έی ،ͳکل ِ حالت در قضیه ِ اثبات

که چنان میΎیرم، F{img(T ); [dom(T )]⊖ [ker(T )]} در

T̃ [eqW(v)] = T (v). (117)

داد نشان باید کار این یِ برا است. خُش-تعریف بالا یِ رابطه دهم نشان باید ابتدا

{(v − v′) ∈ [ker(T )]} ⇒ [T (v) = T (v′)]. (118)

بسیار هم T̃ ِ خطͳ-بودن ِ اثبات است. ker(T ) ِ تعریف و T ِ خطͳ-�بودن ِ مستقیم یِ نتیجه این اما

میشود دیده ͳسادِگ به (117) ِ تعریف از ضمنَن است. ساده

img(T̃ ) = img(T ). (119)

ker(T ) در v آنΎاه باشد، صفر T̃ [eqW(v)] اگر است. T̃ ِ یΈ-به-یΈ-بودن ِ اثبات میمانَد چه آن

ست، ͳریخت΋ی Έی T̃ پس است. Έبه-ی-Έی T̃ میدهد نشان این است. صفر eqW(v) پس است،

است. img(T ) َش تصویر که

�

ست. ͳریخت΋ی T̃ نباشد، ͳریخت΋ی هم T ِ خُد اگر ترتیب این به

ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ راست ِ وارون 15

نشان زیر یِ قضیه کرد. تعریف وارون ِ تاب΄ یˆش برا نمیشود نباشد، Έبه-ی-Έی T یِ ͳخط ِ تاب΄ اگر

به ͳهمان ِ تاب΄ شود، ضرب T در راست از اگر که هست ͳی ͳخط ِ تاب΄ ،ͳاضاف ِ شرط Έی با میدهد

میئاید. دست
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Έی اگر تنها و اگر ست، هسته-جدا T صورت این در ست. ͳخط ِ تاب΄ Έی T گیرم :47 یِ قضیه

که باشد {LF[dom(T ); img(T )]} در S

T S = 1img(T ). (120)

img(S) همچنین، باشد. ͳبدیه ker(T ) اگر تنها و اگر ست، ی΋تا S ِ تاب΄ یΈ-به-یΈاست. S ِ تاب΄

و ست ͳجداشدن dom(T ) در

dom(T ) = {[img(S)]⊕ [ker(T )]}. (121)

است. ker(T ) یِ زیرمجموعه img(S′ − S) بالا، یِ ͳویژِگ با S′ و S ِ تاب΄ دˇ یِ برا

یِ قضیه ِ مثل را LF{img(T ); [dom(T )] ⊖ [ker(T )]} در T̃ ست. هسته-جدا T گیرم اثبات:

می΋نم: تعریف 46

T̃ [eqW(v)] = T (v). (117)

LF{[dom(T )]⊖[ker(T )]; img(T )} در ی تاب΄ T̃−1 ست. پوشا img(T ) در ستکه ͳی ͳریخت΋ی T̃

و است ی΋ریخت [dom(T )] ⊖ [ker(T )] با که هست dom(T ) از V′ یِ زیرفضا Έی اما است.

در Q ِ تاب΄ واق΄ در .(45 یِ (قضیه است dom(T ) ِ خُد ker(T ) با َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل-

با LF{[dom(T )]⊖ [ker(T )];V′}

Q(v) = eqker(T )(v) (122)

می΋نم. تعریف چنین را LF[V′; img(T )] در S است. [dom(T )]⊖ [ker(T )] و V′ بین̥ ͳریخت΋یΈی

S = Q−1 T̃−1. (123)

را [img(T )] در w ِ دلبخاه ِ بردار این، ِ دیدن یِ برا است. برقرار (120) میشود ثابت ͳسادِگ به

که هست [dom(T )] در v ِ بردار Έی میΎیرم.

T (v) = w. (124)

از

T̃ [eqker(T )(v)] = T (v),

= w, (125)
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میشود نتیجه

T̃−1(w) = eqker(T )(v). (126)

می΋نم تعریف

v′ = Q−1[eqker(T )(v)]. (127)

و است V′ در v′

eqker(T )(v
′) = eqker(T )(v). (128)

که است آن رابطه این یِ نتیجه اما

T (v′) = T (v). (129)

است. img(T ) یِ ͳهمان (T S) پس

نوشت: چنین میشود را dom(T ) در v ِ دلبخاه ِ بردار است. برقرار (120) گیرم حالا

v = S T v + (v − S T v). (130)

ِ اشتراک است. ker(T ) در راست ِ طرف ِ دوم ِ بردار و ،img(S) در راست ِ طرف ِ اول ِ بردار

w که نوشت، (S w) ِ ش΋ل به میشود را img(S) در بردار هر چون است، {0} هم img(S) با ker(T )

از است. صفر باشد ker(T ) در اگر ،(S w)پس میشود. w ِ خُد (S w) بر T ِ اثر است. img(T ) در

میشود، نتیجه هم (121) ِ خُد ضمن در ست. هسته-جدا T میشود نتیجه گزاره، این با (130) ِ ترکیب

ست. ͳجداشدن T یِ دامنه در S ِ تصویر میدهد نشان که

از T ِ ضرب با باشد، برابر S(w1) با S(w2) اگر واق΄ در است. Έبه-ی-Έی بالا یِ ͳویژِگ با S

است. برابر w1 با w2 میشود نتیجه برابری این در چپ

یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی اگر م�ͳشود دیده ͳسادِگ به نَ. است؟ ی΋تا ͳویژِگ این با S یِ ͳخط ِ تاب΄ آیا

که باشد LF[dom(T ); img(T )] در S′ ِ دیΎر

[img(S′ − S)] ⊆ [ker(T )], (131)

آنΎاه

T S = T S′. (132)
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َش تصویر که بیفزایم، img(T ) یِ دامنه با دیΎر یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی S یِ ͳخط ِ تاب΄ به ست ͳکاف پس

واق΄ در است. ͳهمان هم آن با T ِ ترکیب که میئاید دست به ی جدید ِ تاب΄ باشد: ker(T ) یِ زیرمجموعه

با T ِ ترکیب که باشند داشته را ͳویژِگ این هردˇ ،S′ و S یِ ͳخط یِ تابعها اگر میشود ثابت ͳسادِگ به

است. ker(T ) یِ زیرمجموعه دˇ-نΎاشت این ِ تفاضل ِ تصویر ِ آنΎاه باشد، ͳهمان آنها

�

هر که است آن بالا یِ قضیه یِ نتیجه میΎویند. T ِ راست ِ وارون بالا، یِ ͳویژِگ با S یِ ͳخط ِ تاب΄ به

برع΋س. و دارد راست ِ وارون هسته-جدا یِ ͳخط ِ تاب΄

میشد رفت. کار به ِ-قسمت خارج- یِ فضا T ِ راست ِ وارون ِ ساختن یِ برا بالا ِ روش در

با واق΄ در برد. کار به را V′ مستقیمˆن

T ′ = res(T ;V′), (133)

که می΋نم توجه یΈ-به-ی�Έبودن ِ اثبات یِ برا است. Έبه-ی-Έی و ͳخط T ′ میشود دیده ͳسادِگ به

v پس است، {0} یِ مجموعه ker(T ) با V′ ِ اشتراک اما است. ker(T ) در v باشد، صفر T ′(v) اگر

است: img(T ) ان هم هم img(T ′) است. صفر

∀ w ∈ [img(T )] : {∃ v ∈ [dom(T )] | T (v) = w}. (134)

v′ ∈ V′ که نوشت، (v′ + u) ِ ش΋ل به میشود را v است، برابر V′ ⊕ [ker(T )] با dom(T ) چون اما

میشود نتیجه اینجا از .u ∈ [ker(T )] و

T ′(v′) = w. (135)

در است. img(T ) یِ ͳهمان (T S) میشود دیده ͳسادِگ به بΎیرم. T ′ ِ وارون را S ست ͳکاف حالا

نیست. ی΋تا (T ′ نتیجه در (و V′ که است این نیست، ی΋تا S که این ِ علت واق΄

میشود دیده ͳسادِگ به

:48 یِ قضیه

T ِ وارون ان هم (و ست ی΋تا T ِ راست ِ وارون ِ آنΎاه باشد، Έبه-ی-Έی T ِ تاب΄ اگر a

است).

Έبه-ی-Έی T ِ آنΎاه باشد، ی΋تا باپایان-بˇعدی یِ دامنه با T یِ ͳخط ِ تاب΄ ِ راست ِ وارون اگر b

است.
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dom(T ′) ِ برابر img(T ) و باشند، داشته راست ِ وارون هردˇ ،T ′ و T یِ ͳخط یِ تابعها اگر c

ِ وارون Έی S′ و T ِ راست ِ وارون Έی S اگر دارد. راست ِ وارون هم (T ′ T ) آنΎاه باشد،

است. (T ′ T ) ِ راست ِ وارون Έی (S S′) آنΎاه باشد، T ′ ِ راست

⋆
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ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ ویژه-بردار و ویژه-مقدار

ͳخط ِ یΈتاب΄ یِ ͳچندجمل̃ئ ِ تاب΄ 16

F ِ هیئت از an تا a0 ِ عضو (n + 1) با P ِ مثل (F ِ هیئت (بر n یِ درجه یِ ͳچندجمل̃ئ Έی

میدهد: نسبت را P (z) ِ عضو F ِ هیئت از z ِ عضو به ͳچندجمل̃ئ این میشود. مشخص

P (z) =
n∑

i=0

ai z
i. (136)

که میشود تعریف F ِ هیئت از ai یِ اعضا با P ′ ِ مثل تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ Έی

m ≤ i ≤ n. (137)

z ̸= 0 ِ عضو هر به تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ این یند. ͳنَ-لزومˆن-نامنف ِ ΀صحی یِ عددها n و m

میدهد: نسبت را P ′(z) ِ عضو F ِ هیئت از

P ′(z) =

n∑
i=m

ai z
i. (138)

P یِ ͳچندجمل̃ئ و است) F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V (که LF(V;V) در T ِ تاب΄ با متناظر

ِ عبارت به ،(136) یِ رابطه با

P (T ) =

n∑
i=0

ai T
i (139)
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اینجا در میΎویند. T از n یِ درجه یِ ͳجمل̃ئ چند Έی

T 0 := 1V. (140)

خُش-تعریف T از ͳی ͳطبیع ِ توان هر است، dom(T ) یِ زیرمجموعه img(T ) چون که است رˇشن

باشد، وارون-پذیر [T, dom(T )] اگر .a0 مینویسند هم a0 1V یِ جا به معمولَن ،ͳسادِگ یِ برا است.

،(138) در P ′ با متناظر کرد. تعریف هم T از تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ Έی میشود آنΎاه

P ′(T ) =

n∑
i=m

ai T
i. (141)

میشوند. تعریف چنین اینها شود. ظاهر T یِ ͳمنف یِ توانها بالا یِ رابطه در است مم΋ن

T k = (T−1)−k, k < 0. (142)

را آن و میدهند نشان [T1, T2] با را تاب΄ دˇ این ِ جابِجاگر ،LF(V;V) در T2 و T1 ِ تاب΄ دˇ با متناظر

می΋نند. تعریف چنین

[T1, T2] = T1 T2 − T2 T1. (143)

آنΎاه باشد، LF(V;V) در T اگر میشود دیده ͳسادِگ به

[T, T ] = 0. (144)

میشود ثابت ͳسادِگ به علاوه، به

ِ جابِجاگر آنΎاه باشد، صفر T2 با T1 ِ جابِجاگر و باشند LF(V;V) در T2 و T1 اگر :49 یِ قضیه

وارون-پذیر V در تابعها این از Έی هر اگر است. صفر T2 از ͳچندجمل̃ئ هر با T1 از ͳچندجمل̃ئ هر

است. درست هم آن از تعمیم-یافته یِ چندجمل̃ئ�ͳها یِ برا ح΋م این باشد،

وارون-پذیر (T2,V) اگر (و T2 از ͳی ͳنامنف ِ ΀صحی ِ توان هر با T1 دهم نشان ست ͳکاف اثبات:

تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ (هر T2 از ͳچندجمل̃ئ هر با نتیجه در و ،(T2 از ی ΀صحی ِ توان هر با باشد

T2 یِ نما یِ رو ساده یِ استقرا Έی با کار این میشود. جابِجا باشد) وارون-پذیر (T2,V) اگر ،T2 از

T2 مثلَن یِ ͳمنف یِ توانها یِ برا میبریم. کار به T1 یِ نما یِ برا را ی مشابه یِ استقرا بعد است. مم΋ن

از [T1, T2] ِ ضرب-کردن با ح΋م این میشود. جابِجا T1 با هم T2 ِ وارون دهم نشان ست ͳکاف هم،

میشود. نتیجه T2 ِ وارون در طرف دˇ

�
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،T ِ تاب΄ از وجود) ِ صورت در تعمیم-یافته یِ ) ͳچندجمل̃ئ دˇ هر که است آن ح΋م این یِ نتیجه Έی

میشوند. جابِجا هم با است، LF(V;V) در T که

ِ اثر که می΋نم تعریف ͳی بردارها یِ همه یِ مجموعه را T ∈ [LF(V;V)] یِ تعمیم-یافته یِ هسته

میدهم. نشان eker(T ) با را T یِ تعمیم-یافته یِ هسته شود. صفر آنها بر T یِ ͳطبیع ِ توان Έی

ترتیب، این به

eker(T ) =
∪
k

[ker(T k)]. (145)

صورت این در است. LF(V;V) در T گیرم :50 یِ قضیه

[ker(T k)] ⊑ [ker(T k′
)], k ≤ k′. (146)

و است V یِ زیرفضا Έی eker(T ) همچنین،

∀ k : [ker(T k)] ⊑ [eker(T )]. (147)

که باشند چنان k′ و k یِ ͳطبیع یِ عددها اگر که شود توجه ست ͳکاف (146) ِ اثبات یِ برا اثبات:

آنΎاه ،k ≤ k′

T k′
= T k′−k T k. (148)

میشود نتیجه ضمنَن این از

[ker(T k1)] ∪ [ker(T k2)] = ker[Tmax(k1,k2)]. (149)

ker(T ki) در vi ِ بردار i هر یِ ازا به که چنان باشند، eker(T ) در ͳی بردارها v2 و v1 اگر ترتیب، این به

در و ker[Tmax(k1,k2)] در هم یِشان ͳخط ِ ترکیب هر پس اند، ker[Tmax(k1,k2)] در v2 و v1 باشد،

نتیجه این از هم (147) است. V یِ زیرفضا Έی eker(T ) میدهد نتیجه این است. eker(T ) در نتیجه

eker(T ) یِ زیرمجموعه و ͳخط یِ فضا Έی ker(T k) و ست ͳخط یِ فضا Έی eker(T ) که میشود

است.

�

که باشد n یِ ͳطبیع ِ عدد Έی اگر است، پوچ-توان است LF(V;V) در که N ِ تاب΄ میΎویند

Nn = 0. (150)

رˇشن میدهم. نشان np(N) با را آن و میΎویم N یِ ͳپوچ-توان ͳویژِگ این با n ِ مقدار کوچ΋ترین به

که است
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است. صفر Nn آنΎاه ،n ≥ np(N) و باشد پوچ-توان یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی N اگر :51 یِ قضیه

همچنین،

eker(N) = dom(N). (151)

⋆

همچنین،

a2 و a1 و میشوند، جابِجا هم با و َند، پوچ�-توان اند، LF(V;V) در N2 و N1 گیرم :52 یِ قضیه

و است پوچ-توان (a1 N1 + a2 N2) صورت این در َند. دلبخاه ͳی اس΋الرها

np(a1 N1 + a2 N2) ≤ np(N1) + np(N1)− 1. (152)

از ناکوچ΋تر N1 یِ نما یا جمله هر در ،(a1 N1 + a2 N2)
np(N1)+np(N2)−1 ِ بسط در اثبات:

و َند صفر بسط این یِ جمله�ها یِ همه پس است. np(N2) از ناکوچ΋تر N2 یِ نما یا است np(N1)

نتیجه در

(a1 N1 + a2 N2)
np(N1)+np(N2)−1 = 0. (153)

�

صورت این در است. V ِ برابر eker(N) و باپایان، V ِ بˇعد ،LF(V;V) در N گیرم :53 یِ قضیه

است. V ِ بˇعد از نابزرگتر آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان N

است: درست T یِ جا به N یِ برا (146) اثبات:

[ker(N l)] ⊑ [ker(N l′)], l ≤ l′. (154)

ker(Nk+n) با ker(Nk) باشد، مثبت و ΀صحیn و باشد، برابر ker(Nk+1) با ker(Nk) اگر میدهم نشان

n = m یِ برا ح΋م گیرم است. فرض ِ خُد n = 1 میشود. انجام n بر استقرا با اثبات است. برابر

،ker(Nk+m+1) در v یِ برا است. درست

Nk+m+1 v = 0. (155)

پس

(N v) ∈ [ker(Nk+m)], (156)

استقرا ِ فرض به توجه با و

(N v) ∈ [ker(Nk)]. (157)
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پس

v ∈ [ker(Nk+1)], (158)

است، برابر ker(Nk+1) با ker(Nk) چون و

v ∈ [ker(Nk)]. (159)

ترتیب این به

[ker(Nk+m+1)] ⊑ [ker(Nk)]. (160)

میشود نتیجه (154) یِ رابطه و این از

ker(Nk+m+1) = ker(Nk). (161)

داد نشان میشود ساده یِ استقرا Έی با ست. ͳنانزول l به نسبت null(N l) میشود دیده ضمنَن (154) از

نمیشود که است رˇشن ترتیب، این به .null(N l+1) ≥ l + 1 آنΎاه ،[ker(N l)] ⊂ [ker(N l+1)] اگر

V ِ بˇعد از هست̃ها ِ بˇعد نم�ͳشود (چون باشد برقرار ها l یِ همه یِ برا [ker(N l)] ⊂ [ker(N l+1)]

باشد. k میشود برابر ker(N l+1) با ker(N l) آن یِ ازا به که l ِ مقدار کوچ΋ترین گیرم شود). بیشتر

میشود معلوم ͳسادِگ به

[ker(N l)] ⊏ [ker(N l+1)], l < k,

[ker(N l)] = ker(N l+1), l ≥ k. (162)

پس،

[ker(N l)] ⊑ [ker(Nk)], ∀ l. (163)

بالا یِ رابطه ِ طبق که است، N از ی توان یِ هسته در V از ی بردار هر قضیه، ِ فرض ِ طبق اما

پس است. Nk یِ هسته یِ زیرمجموعه

V = ker(Nk), (164)

است) V ِ بˇعد (که Nk یِ ͳپوچ علاوه، به است. k آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان N میΎوید که

پس است. k از ناکوچ΋تر

np(N) ≤ dim(V). (165)
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�

صورت این در است. LF(V;V) در N گیرم :54 یِ قضیه

∀ n ∈ N : null(Nn) ≤ n, (166)

اگر تنها و اگر

null(N) ≤ 1. (167)

Έی آن، ِ ع΋س ِ اثبات یِ برا ست. ͳبدیه میدهد نتیجه را (167) یِ رابطه (166) که این اثبات:

میΎیرم: ker(Nn+1) در v ِ بردار

N(Nn v) = 0, (168)

میدهد نتیجه که

(Nn v) ∈ [ker(N)]. (169)

ی ثابت ِ بردار ِ حسب بر میشود را آن در ی بردار هر پس ست. یΈ-بˇعدی ِ-بالا Nدست�- یِ هسته اما

ͳیعن داد. بسط u ِ مثل

Nn v = αu, (170)

مم΋ن میئاید. پیش حالت دˇ است.) صفر u باشد، ͳبدیه N یِ هسته (اگر است. اس΋الر Έی α که

یِ معادله است

Nn w = u, (171)

میشود دیده و است w1 آن ِ خاص ِ جواب Έی صورت این در باشد. داشته جواب w یِ برا

v = v′ + αw1, (172)

یِ فضا Έی و ker(Nn) ِ ِ-جم΄ حاصل- ker(Nn+1) ͳیعن این است. ker(Nn) ِ عضو v′ که

(171) است مم΋ن است. ker(Nn) ِ بˇعد از بیش یΈی ِ-بالا دست�- َش بˇعد پس ست، یΈ-بˇعدی

صورت این در باشد. نداشته جواب w یِ برا

Nn v = 0, (173)
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ِ طُر به پس است. ker(Nn) ِ بˇعد از نابیشتر ker(Nn+1) ِ بˇعد پس است، ker(Nn) ِ عضو v ͳیعن

،ͳکل

null(Nn+1) ≤ null(Nn) + 1. (174)

کرد. کامل را اثبات ساده یِ استقرا Έی با میشود حالا

�

که است این 54 و 53 یِ قضیِها یِ ساده یِ نتیجه Έی

صورت این در است. باپایان V ِ بˇعد و است، پوچ-توان و است LF(V;V) Nدر گیرم :55 یِ قضیه

باشد. Έی N یِ ͳپوچ اگر تنها و اگر است، V ِ بˇعد با برابر N یِ ͳپوچ-توان

⋆

اگر است، (مˇصˆوِر) اَف΋َن̃ش LF(V;V) در Π ِ تاب΄ میΎویند

Π2 = Π. (175)

آنΎاه باشد، ِ اف΋نش Π اگر :56 یِ قضیه

است. اف΋نش هم (1−Π) a

Π(1−Π) = (1−Π)Π = 0. b

است. صفر res[Π; ker(Π)] و ،ͳهمان res[Π; img(Π)] c

img(Π) = ker(1−Π). d

img(1−Π) = ker(Π). e

از اثبات:

(1−Π)2 = 1− 2Π + Π2,

= 1− 2Π + Π,

= 1−Π, (176)

میشوند. نتیجه اف΋نش ِ تعریف از ͳسادِگ به هم e تا b میشود. نتیجه a

�
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یِ فضا Πi ِ تصویر ،i هر یِ ازا به و اند، LF(V;V) در ͳی اف΋نشها Πn تا Π1 گیرم :57 یِ قضیه

َند. همى˘رز b و a یِ گزاره�ها صورت این در است. Vi

است صفر ِشان متمایز یِ دˇتا هر ِ ِ-ضرب حاصل- و ،(a1) ست ͳهمان اف΋نشها این ِ مجموع a

.(a2)

ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- Πi یِ هسته و ،(b1) ست ها Vi ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V b

.(b2) است (Vi (جز دیΎر یِ ها Vj

،v ∈ V یِ برا است. قرار بر a گیرم اثبات:

v =
n∑

i=1

(Πi v). (177)

گیرم است. Vi در ُم i ِ بردار که نوشت، بردار n ِ مجموع ِ ش΋ل به میشود را v پس
n∑

i=1

vi = 0, (178)

است، صفر متمایز ِ اف΋نش دˇ هر ِ ِ-ضرب حاصل- که این از است. Vi در vi ِ بردار i هر یِ برا که

میشود نتیجه

Πj vi = δi j vj . (179)

میشود نتیجه میدهم. اثر (178) بر را Πj

vj = 0. (180)

(177) ِ ش΋ل به را v ِ بردار هم b2 ِ نشان-دادن یِ برا است. مستقیم ها Vi ِ ِ-جم΄ حاصل- پس

(با دیΎر یِ ها (Πj v) ِ مجموع با برابر v اگر تنها و اگر است، صفر (Πi v) میشود دیده مینویسم.

نتیجه هم قبل ِ قسمت از است. j ̸= i با یِ ها Vj ِ ِ-جم΄ حاصل- Πi یِ هسته ͳیعن باشد. (j ̸= i

است. مستقیم ِ-جم΄ حاصل- این شد

ِ ش΋ل به را v ∈ V ِ بردار است. برقرار b گیرم ع΋س، بر

v =
n∑

i=1

vi (181)

میشود نتیجه میدهم. اثر رابطه این ِ دˇطرف بر را Πj است. Vi در vi ِ بردار i هر یِ ازا به که مینویسم،

Πj v = vj . (182)
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با (179) ِ ترکیب از و میشود، نتیجه (179) یِ رابطه b2 از است. ͳهمان اف΋نشها این ِ مجموع پس

است. صفر اف΋نشها این ِ متمایز یِ دˇتا هر ِ ِ-ضرب حاصل- میشود معلوم هم (182)

�

و Π یِ اف΋نشها یِ برا را 57 یِ قضیه می΋نند: رˇشن هم را اف΋نش یِ ͳمعن ضمنَن ،57 و 56 یِ قضیِها

(تصویر میئف΋ند معین یِ زیرفضا Έی یِ رو را بردار هر اف΋نش میشود نتیجه میبرم. کار به (1 − Π)

ست، فضا ِ کل ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که هست زیرفضا دˇ اف΋نش هر با متناطر ͳیعن می΋ند).

و V1 َش تصویر که ی اف΋نش می΋ند. صفر را زیرفضاها این از ی Έی در بردار یِ مئلفه اف΋نش و

با را است V0 اَش هسته

PJ V1,V0

میدهم. نشان

یِ دˇتا هر ِ ِ-ضرب حاصل- و باشند LF(V;V) در ͳی اف΋نشها Πn تا Π1 اگر :58 یِ قضیه

Έی هم اف΋نشها این ِ مجموع آنΎاه باشد، صفر ِ-ضرب) حاصل- این ِ ترتیب از (مستقل ِشان متمایز

است. اف΋نش

حاصل- ِ صفر-بودن و اف΋نش ِ تعریف از و کرد ضرب َش خُد در را مجموع این است ͳکاف اثبات:

برابر مجموع این ِ خُد با مجموع، این ِ مجذور میشود نتیجه کرد. استفاده متمایز یِ اف΋نشها ِ ِ-ضرب

است.

�

میئاید: دست به 57 یِ قضیه ِ کلیتر ِ ش΋ل این ،57 و 56 قضیِهایِ از استفاده با

میشوند. جابِجا هم با اف΋نشها این و اند، LF(V;V) در ͳی اف΋نشها Πn تا Π1 گیرم :59 یِ قضیه

ِ تصویر Έی هر که نوشت، فضا 2n ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به میشود را V صورت این در

که است، Πα1···αn یِ اف΋نشها از ی Έی

Πα1···αn := Πα1
1 (1−Π1)

1−α1 · · ·Παn
n (1−Πn)

1−αn , (183)

َند. Έی یا صفر ها αi از Έی هر و

اثبات:

1 = [Π1 + (1−Π1)] · · · [Πn + (1−Πn)]. (184)
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میشود نتیجه میدهم. بسط را راست ِ طرف

1 =
∑

α1,...,αn

Πα1···αn . (185)

و است) برابر َش خُد با َش (مجذور است اف΋نش ها Πα1···αn از Έی هر میشود دیده ͳسادِگ به

نتیجه ح΋م 57 یِ قضیه از استفاده با پس است. صفر اف΋نشها این ِ متمایز یِ دˇتا هر ِ ِ-ضرب حاصل-

میشود.

�
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است: LF(V;V) در T ِ تاب΄

اگر است، T ِ تحت V یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی U ⊑ V میΎویند

[T (U)] ⊑ U. (186)

ست، ͳنابدیه U یِ ناوردا یِ زیرفضا میΎویند اند. T یِ ناوردا یِ زیرفضاها {0} و V ِ خُد که است رˇشن

ͳیعن ،{0} نَ باشد V ِ خُد نَ زیرفضا این اگر

{0} ⊏U. (187)

U ⊏ V. (188)

است: V ِ هیئت F و است LF(V;V) در T ِ تاب΄

T ِ ویژه-مقدار Έی λ اگر باشد. ت΋ین (T − λ) اگر است، T ِ ویژه-مقدار Έی λ ∈ F میΎویند

که هست v ∈ V ِ مثل ی ناصفر ِ بردار آنΎاه باشد،

T v = λ v. (189)

این با یِ بردارها که است رˇشن میΎویند. λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T ِ ویژه-بردار Έی بردار این به

پس میΎویند. λ با متناظر T یِ ویژه-فضا ker(T − λ) به اند. ker(T − λ) ِ ناصفر یِ اعضا ͳویژِگ

باشد داشته هم ناصفر ِ عضو آن با متناظر یِ ویژه-فضا اگر تنها و اگر است، T ِ ویژه-مقدار Έی λ

میدهم. نشان spec(T ) با را T یِ ویژه-مقدارها یِ مجموعه باشد. (ͳنابدیه)
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میشود دیده ͳسادِگ به (189) یِ رابطه از

Έی P (T ) و ،λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T یِ ͳخط ِ تاب΄ ِ ویژه-بردار Έی v اگر :60 یِ قضیه

ِ ویژه-بردار Έی v آنΎاه باشد، T از وجود) ِ صورت در تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ (یا ͳچندجمل̃ئ

است. P (λ) ِ ویژه-مقدار با متناظر P (T )

⋆

باشد، LF(V;V) در T اگر مثلَن نباشد. T ِ ویژه-بردار و باشد P (T ) ِ ویژه-بردار w است مم΋ن اما

و باشد، V یِ پایه Έی e = {(1, e1), (2, e2)}

T e1 = e1,

T e2 = −e2. (190)

که است رˇشن

T 2 (e1 + e2) = (e1 + e2). (191)

(e1 + e2) میشود نتیجه ͳسادِگ به e یِ ͳخط ِ استقلال از اما است. T 2 ِ ویژه-بردار (e1 + e2) ͳیعن

باشد. T ِ ویژه-بردار نمیتواند

باشد، صفر آن بر (T −λ) یِ ͳطبیع ِ توان Έی ِ اثر که ی ناصفر ِ بردار هر به ،LF(V;V) در T با

پس است.) V با متناظر ِ هیئت ِ عضو λ) میΎویند. λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی

در v که باشد مثبت) ِ ) ΀صحی ِ n Έی اگر است، λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی v

که ست، ͳچندجمل̃ئ Έی monnλ باشد. monnλ(T ) یِ هسته

monnλ(z) = (z − λ)n. (192)

صفر آنها بر (T −λ) از مثبت ِ ΀صحی ِ توان Έی ِ-کم دست- ِ اثر که ͳی بردارها یِ همه یِ مجموعه به

T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا ͳیعن این میΎویند. λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا میشود،

یِ اعضا λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-بردارها البته و است. eker(T − λ) ان هم λ با متناظر

اند. eker(T − λ) ِ ناصفر

میشود دیده ͳسادِگ به

که نیست ی ناصفر ِ بردار نباشد، T ِ ویژه-مقدار λ اگر است. LF(V;V) در T گیرم :61 یِ قضیه

،λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا همچنین، شود. صفر آن بر (T −λ) از ͳی ͳطبیع ِ توان ِ اثر
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یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا یِ زیرفضا ،λ با متناظر T یِ ویژه-فضا است. V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی

است. λ با متناظر T

⋆

شود. نوشته تعریفها ست ͳکاف است. ساده بسیار هم زیر یِ قضیه ِ اثبات

در تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ (یا ͳچندجمل̃ئ Έی P (T ) و ،LF(V;V) در T اگر :62 یِ قضیه

(T ′ v) آنΎاه شود، جابِجا T با T ′ یِ ͳخط ِ تاب΄ و باشد، ker[P (T )] در v و ،T از وجود) ِ صورت

ِ صورت در تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ (یا ͳچندجمل̃ئ Έی P ′(T ) اگر جمله، از است. ker[P (T )] در

است. ker[P (T )] در [P ′(T ) v] آنΎاه باشد، T از وجود)

جابِجا T با T ′ یِ ͳخط ِ تاب΄ و باشد، eker(T − λ) در v و ،LF(V;V) در T اگر هم�چنین،

یِ ͳچندجمل̃ئ (یا ͳچندجمل̃ئ Έی P ′(T ) اگر جمله، از است. eker(T − λ) در (T ′ v) آنΎاه شود،

است. eker(T − λ) در [P ′(T ) v] آنΎاه باشد، T از وجود) ِ صورت در تعمیم-یافته

⋆

آنΎاه باشند، اول هم به نسبت P2 و P1 یِ چندجمل̃ئیها و باشد LF(V;V) در T اگر :63 یِ قضیه

{ker[P1(T )]} ∩ {ker[P2(T )]} = {0}. (193)

است. {0} متمایز ِ عدد دˇ با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا دˇ ِ اشتراک همچنین،

ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین میΎیرم. {ker[P1(T )]} ∩ {ker[P2(T )]} در را v ِ بردار اثبات:

که هستند R2 و R1 یِ ͳچندجمل̃ئ دˇ پس است. Έی P2 و P1 ِ ͳچندجمل̃ئ دˇ

R1 P1 +R2 P2 = 1. (194)

اینجا از

R1(T )P1(T ) +R2(T )P2(T ) = 1. (195)

میشود. v راست ِ طرف و صفر چپ ِ طرف می΋نم. ضرب v در چپ از را رابطه این

eker(T −λ1) ِ اشتراک در v و َند متمایز ِ عدد دˇ λ2 و λ1 گیرم ح΋م، آخر ِ قسمت ِ اثبات یِ برا

که هستند n2 و n1 ِ مثل ͳی عددها صورت این در است. eker(T − λ2) و

[monni

λi
(T )] v = 0. (196)
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است. قبل ِ قسمت ِ اثبات ِ مثل اثبات یِ بقیه َند. اول هم به نسبت monn2

λ2
و monn1

λ1
یِ چندجمل̃ئیها

�

کرد. ثابت هم ی قویتر یِ قضیه میشود بالا یِ قضیه از استفاده با

V بر v = {(1, v1), . . . , (k, vk)} یِ برداری ِ تاب΄ و است، LF(V;V) در T گیرم :64 یِ قضیه

که است چنان

∀ i : vi ∈ {ker[Pi(T )]}, (197)

نیستند. صفر هم ها vi از Έی Ϳهی و َند، اول هم به نسبت دˇ-به-دˇ که یند ͳی چندجمل̃ئیها ها Pi که

است. خطͳ-مستقل v صورت این در

ها i یِ همه یِ ازا به باشد، V بر برداری ِ تاب΄ Έی w = {(1, w1), . . . , (k,wk)} اگر همچنین،

خطͳ-مستقل w آنΎاه باشند، متمایز ها λi و باشد، λi با متناظر T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی wi

است.

است: صفر {(1, v1), . . . , (k, vk)} از ͳخط ِ ترکیب Έی گیرم اثبات:
k∑

i=1

ai vi = 0. (198)

می΋نم: ضرب برابری این در چپ از را Pk(T )
k−1∑
i=1

ai Pk(T ) vi = 0. (199)

پس نیستند. Pk(T ) یِ هسته در بالا یِ رابطه در باقͳ-مانده های vi از Έی Ϳهی ،63 یِ قضیه ِ اساس بر

یِ (قضیه است ker[Pi(T )] در ی بردار vi بر Pk(T ) ِ اثر علاوه، به است. ناصفر آنها بر Pk(T ) ِ اثر

ِ تعریف با پس .(62

v′i = [Pk(T )] vi, 1 ≤ i ≤ k − 1 (200)

است، V بر عضوی (k−1) یِ برداری ِ تاب΄ Έی v′ = {(1, v′1), . . . , (k−1, v′k−1)} میشود معلوم

صفر v′ از ͳخط ِ ترکیب Έی و است، Pi(T ) یِ هسته در و ناصفر v′i ِ بردار i هر یِ ازا به که چنان

عضوی (k − 1) یِ برداری ِ تاب΄ Έی اگر کرد: کامل k یِ رو استقرا با را اثبات میشود حالا است.

خطͳ-مستقل هم نُ΄ این از عضوی k یِ برداری ِ تاب΄ Έی میشود نتیجه باشد، خطͳ-مستقل نُ΄ این از

یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه است) لازم استقرا ِ ت΋میل یِ برا (که هم k = 2 یِ برا ح΋م یِ ͳدرست است.

است. 63
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تعمیم- ِ ویژه-بردار Έی wi اگر که شود توجه ست ͳکاف هم ح΋م ِ دوم ِ قسمت ِ اثبات یِ برا

ker[monni

λi
(T )] wiدر که هست ni ِ مثل ی عدد و است wiناصفر آن�گاه باشد، λi با متناظر T یِ یافته

است.

�

این شد، دیده بخش این در که ͳی چیزها با شدند. تعریف خاص یِ ͳخط ِ تاب΄ نُ΄ دˇ قبل ِ بخش در

میئاید. دست به ͳسادِگ به نتای;

:65 یِ قضیه

باشد، پوچ-توان N اگر است: صفر پوچ-توان ِ تاب΄ Έی ِ تنها-ویژه-مقدار a

spec(N) = {0}. (201)

ِ ویژه-مقدار با متناظر آن یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا پوچ-توان ِ تاب΄ Έی یِ دامنه یِ همه b

باشد، پوچ-توان N اگر است: صفر

eker(N) = dom(N). (202)

N اگر دارد. صفر ِ ویژه-مقدار با متناظر ویژه-بردار Έی ِ-کم دست- پوچ-توان ِ تاب΄ هر c

باشد، پوچ-توان

[ker(N)] ⊐ {0}. (203)

باشد، اف΋نش Π اگر َند. Έی و صفر ِ اف΋نش Έی یِ تنها-ویژه-مقدارها d

[spec(Π)] ⊆ {0, 1}. (204)

یِ دامنه ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که می΋ند تجزیه زیرفضا دˇ به را خُد یِ دامنه ِ اف΋نش هر e

اف΋نش، آن ِ صفر ِ ویژه-مقدار با متناظر یِ ویژه-فضا زیرفضاها این از یΈی است. اف΋نش آن

باشد، اف΋نش Π اگر است: آن ِ Έی ِ ویژه-مقدار با متناظر یِ ویژه-فضا دیΎری و

dom(Π) = [ker(Π)]⊕ [ker(Π− 1)]. (205)

⋆
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V ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که هستند Vi ِ مثل ͳی زیرفضاها آیا است. LF(V;V) در T ِ تاب΄

T میΎویند باشد، چنین اگر باشد؟ ͳهمان از ی مضرب زیرفضاها این از Έی هر به T ِ تحدید و شود

Έی V در v ِ بردار هر یِ ازا به آنΎاه باشد، ِ-ساده شبه- T اگر است. (ͳقطری-شدن (یا ِ-ساده شبه-

و است، Vi در vi ِ بردار i هر یِ ازا به که هست، {(i, vi) | i} یِ برداری ِ تاب΄

v =
∑
i

vi, (206)

میشود نتیجه آن از که

T v =
∑
i

λi vi. (207)

ͳیعن است، Vi با متناظر ِ ویژه-مقدار λi

res(T ;Vi) = λi 1. (208)

ِ ویژه-بردار یˆش بردارها یِ همه که دارد ای Vپایه ͳیعن T ِ ِ-ساده-بودن شبه- باشد، Vباپایان ِ بˇعد اگر

گیرم میشود. ساده بسیار پایه این با T ِ ش΋ل ست. قطری پایه آن در T میΎویند صورت این در اند. T

T ِ ویژه-بردار Έی ei ِ بردار i هر یِ ازا به که چنان باشد، V یِ پایه Έی {(1, e1), . . . , (n, en)}

باشد: λi ِ ویژه-مقدار با متناظر

T ei = λi ei. (209)

داد: بسط پایه این ِ حسب بر میشود را v ِ بردار هر نیستند.) متمایز لزومˆن ها λi)

v =
∑
i

vi ei. (210)

میشود نتیجه این�جا از

T v =
∑
i

λi v
i ei. (211)

ِ مثال Έی باشد). باپایان V ِ بˇعد اگر (حتا نیستند ِ-ساده شبه- LF(V;V) یِ اعضا یِ همه اما

که است LF(V;V) در N ِ پوچ-توان ِ تاب΄ ِ-ساده، ناشبه- یِ تابعها یِ برا ساده

N e1 = 0,

N e2 = e1. (212)
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ای پایه میشود دیده ͳسادِگ به است. آن یِ پایه Έی {(1, e1), (2, e2)} و دˇ-بˇعدی، یِ فضا Έی V

ست ͳکاف این ِ دیدن یِ (برا است. صفر N ِ تنها-ویژه-مقدار واق΄ در باشد. قطری آن در N که نیست

در میبود، صفر N میشد، پیدا ای چنین-پایه اگر پس داد.) اثر N ِ ویژه-بردار Έی بر را N2 = 0

و اگر است، ِ-ساده شبه- پوچ-توان ِ تاب΄ Έی داد نشان میشود ͳسادِگ به نیست. صفر N که ی حال

باشد. صفر اگر تنها

ست. ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ ِ-ساده-بودن شبه- یِ برا لازم ِ شرط Έی زیر، یِ قضیه

یِ ویژه-بردارها یِ همه صورت این در است. ِ-ساده شبه- و LF(V;V) در S گیرم :66 یِ قضیه

اند). S یِ ویژه�فضا S یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها یِ همه (یا اند S ِ ویژه�بردار S یِ تعمیم-یافته

ِ-ساده شبه- S چون میΎیرم. λi ِ ویژه-مقدار با متناظر S یِ تعمیم-یافته ِ یΈویژه-بردار را v اثبات:

که هستند vj ِ مثل ͳی بردارها است،

v =
∑
j

vj ,

S vj = λj vj , (213)

تعمیم- یِ ویژه-فضاها در ،j ̸= i با یِ ها vj و (vi − v) اند. S ِ متمایز یِ ویژه-مقدارها ها λj که

َند. صفر یِشان همه 64 یِ قضیه بر بنا پس است. صفر ِشان ِ-جم΄ حاصل- و اند S ِ متمایز یِ یافته

ͳیعن

v = vi, (214)

است. λi ِ ویژه-مقدار با متناظر S ِ ویژه-بردار v میΎوید که

�

-ِ شبه- یِ برا باشند، ویژه-بردار ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-بردارها یِ همه که این البته

با LF(V;V) در T مثال Έی باپایان-بˇعدی. یِ فضاها در حتا نیست، ͳکاف تاب΄ آن ِ ساده-بودن

T e1 = e2,

T e2 = −e1,

T e3 = e3 (215)
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است. V یِ پایه Έی {(1, e1), (2, e2), (3, e3)} و ،R ِ هیئت با سه-بˇعدی یِ فضا Έی V که است،

یِ تعمیم-یافته یِ یΈویژه-فضا هم ویژه-مقدار این با متناظر و (1) دارد یΈویژه-مقدار فقط تاب΄ این

نیست. ِ-ساده شبه- تاب΄ این اما .(span(e3)) هست هم آن یِ ویژه-فضا ضمنَن که دارد، یΈ-بˇعدی

میبود. ِ-ساده شبه- T وقت آن میبردم، کار به را (215) ِ تعریف ان هم و میΎرفتم C را V ِ هیئت اگر

یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ صورت این در است. نات΋ین و ِ-ساده شبه- LF(V;V) در S گیرم :67 یِ قضیه

که هست LF(V;V) در S−1

S S−1 = 1V,

S−1 S = 1V. (216)

هر با متناظر S−1 ِ ویژه-مقدار و ،S یِ ویژه-فضاها همان را S−1 یِ ویژه-فضاها ست ͳکاف اثبات:

بΎیرم. ویژه-فضا آن با متناظر S ِ ویژه-مقدار ِ وارون را ویژه-فضا

�

Έی میخاهم است. ͳخط یِ تابعها یِ برا ای ساده ِ ش΋ل ِ یافتن هدف بخش، این یِ باقͳ-مانده در

بنویسم. ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έی و پوچ-توان ِ تاب΄ Έی ِ حسب بر ام΋ان) ِ صورت (در را ͳخط ِ تاب΄

و است LF(V;V) در T گیرم :68 یِ قضیه

P (T ) = 0, (217)

ِ ش΋ل به ͳچندجمل̃ئ Έی P که

P (z) =
∏
i

Pi(z) (218)

T ِ ویژه-مقدار هر صورت این در َند. اول هم به نسبت دˇ-به-دˇ و متمایز، ͳی چندجمل̃ئیها ها Pi که است،

یِ اف΋نشها و است، Vi = ker[Pi(T )] یِ فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V است، P یِ ریشه Έی

ویژِگیها. این با هستند ی Πi

است. T از چندجمله�ای Έی اف΋نشها این از Έی هر a

است. صفر اف΋نشها این از متمایز یِ دˇ-تا هر ِ ِ-ضرب حاصل- b

است. V یِ ͳهمان اف΋نشها این ِ ِ-جم΄ حاصل- c
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ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- اف΋نشها این از Έی هر یِ هسته و است، Vi با برابر Πi ِ تصویر d

است. دیΎر یِ اف΋نشها ِ تصویر

eker(T − λ) با برابر ker[monmλ (T )] آنΎاه باشد، P یِ گانه m یِ ریشه Έی λ اگر همچنین،

است.

صورت این در است. λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T ِ ویژه-بردار Έی v گیرم اثبات:

[P (T )] v = [P (λ)] v, (219)

باشد. P یِ ریشه Έی باید λ باشد، صفر عبارت این که این یِ برا و

با را Qj یِ چندجمل̃ئیها

Qj(z) =

\j∏
i

Pi(z) (220)

ی Rj یِ چندجمل̃ئیها پس است. 1 چندجمل̃ئییها این ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین می΋نم. تعریف

که ∑هستند
j

Rj Qj = 1, (221)

نتیجه در ∑و
j

[Rj(T )] [Qj(T )] = 1, (222)

با را Πj یِ ͳخط یِ تابعها

Πj = [Rj(T )] [Qj(T )] (223)

ها [Rk(T )] و ها، [Qj(T )] ها، Πi پس است. T از ͳچندجمل̃ئΈی ها Πj از Έی هر می΋نم. تعریف

ی مضرب (Qi Qj) آنΎاه ،i ̸= j اگر دیΎر یِ سو از میشوند. جابِجا آن از ͳچندجمل̃ئ هر یا T با و هم با

پس است. P از

[Qi(T )] [Qj(T )] = 0, i ̸= j, (224)

میدهد نتیجه که

Πi Πj = 0, i ̸= j. (225)
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میشود ها Πi ِ حسب بر ،(222) یِ ∑رابطه
i

Πi = 1. (226)

میشود نتیجه میبرم. کار به را (225) و می΋نم ضرب Πj در را این

(Πj)
2 = Πj . (227)

ِشان متمایز یِ دˇ-تا هر ِ ِ-ضرب حاصل- میشوند، جابِجا هم با که َند اف΋نش دسته Έی ها Πi پس

تا a یِ قسمتها اینها است. T از ͳچندجمل̃ئ Έی آنها از Έی هر و ست، ͳهمان ِشان مجموع است، صفر

َند. ح΋م یِ c

ع΋س، بر است. Vi در (Πi v)پس است. صفر (Πi v) بر Pi(T ) ِ اثر ،v ِ دلبخاه ِ بردار با متناظر

میشود نتیجه (226) از پس، است. صفر آن بر j ̸= i با ها Πj یِ همه ِ اثر آنΎاه باشد، Vi در vi اگر

میشود. نتیجه 57 یِ قضیه و c تا a یِ قسمتها از d ِ قسمت حالا است. vi ِ خُد vi بر Πi ِ اثر

صورت، این در است. P یِ گانه m یِ ریشه Έی λ گیرم

P = monmλ P ′, (228)

v′ = [monmλ (T )] v میΎیرم. eker(T−λ) در را v است. Pناصفر ′(λ) ستکه ͳچندجمل̃ئΈیP ′ که

که هست n ِ عدد Έی پس است. eker(T − λ) در هم

[monnλ(T )] v
′ = 0. (229)

میشود نتیجه [P (T )] ِ صفر-بودن از

[P ′(T )] v′ = 0. (230)

یِ زیرمجموعه eker(T −λ) میشود دیده اینجا از است. صفر v′ پس َند. اول هم به monnλنسبت و P ′

است. eker(T − λ) یِ زیرمجموعه تعریف ِ اساس بر هم ker[monmλ (T )] است. ker[monmλ (T )]

َند. برابر هم با دˇ-فضا این پس

�

Έی λ اگر ضمنَن باشند. ویژه-مقدار (218) در P یِ ریش̃ها یِ همه ندارد ی لزوم بالا، یِ قضیه در البته

با متناظر یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا بر monkλ(T ) ِ تحدید است مم΋ن باشد، P یِ mگانه یِ ریشه

باشد. m از کوچ΋تر k و شود صفر هم λ
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کرد. بیان چنین میشود هم را بالا یِ قضیه ِ ع΋س

(که است Vi یِ زیرفضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V است، LF(V;V) در T گیرم :69 یِ قضیه

Έی ها Pi از Έی هر که است، صفر res[Pi(T );Vi] ِ تاب΄ i هر یِ ازا به و است)، باپایان ِشان تعداد

صورت، این در ست. ͳچندجمل̃ئ∏
i

Pi(T ) = 0. (231)

ِ چپ ِ طرف و بسط ها Vi در ͳی بردارها ِ حسب بر V در دلبخاه ِ بردار Έی ست ͳکاف اثبات:

شود. داده اثر آن بر (231)

�

ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έاست،ی صفر P (T ) که T یِ ͳخط ِ تاب΄ از میشود ،68 یِ قضیه از استفاده با

تجزیه Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها ِ ِ-ضرب حاصل- به (218) در P یِ ͳچندجمل̃ئ که ی شرط به ساخت،

شود:

که است، صفر P (T ) و است LF(V;V) در T گیرم :70 یِ قضیه

P =
∏
i

monmi

λi
, (232)

که هست ای ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ صورت این در َند. متمایز ها λi و

میشود.) جابِجا T با نتیجه در (و است T از ͳچندجمل̃ئ Έی a

اند. T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ان هم یˆش ویژه-فضاها b

ِ متناظر یِ ویژه-مقدارها ان هم میشود جمله از گرفت، میشود ی چیز هر را یˆش ویژه-مقدارها c

گرفت. T

ِ ش΋ل به LF(V;V) در S ِ تاب΄ میشود دیده ͳسادِگ به اثبات:

S :=
∑
i

µi Πi (233)

ها µi رفتند. کار به 68 یِ قضیه در که یˆند ͳی اف΋نشها ان هم ها Πi میئاورˆد. بر را c تا a یِ ویژِگیها

گرفت. ͳ΋ی T ِ متناظر یِ ویژه-مقدارها با را آنها میشود که اند، S یِ ویژه-مقدارها

�
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ست ͳچندجمل̃ئ Έی P که است، صفر P (T ) که است چنان LF(V;V) در T گیرم :71 یِ قضیه

میشوند جابِجا هم با که هستند LF(V;V) در N و S ِ تاب΄ دˇ صورت این در میئاورˆد. بر را (232) که

دارند. هم را ویژِگیها این تابعها این است. پوچ-توان N و ِ-ساده شبه- S و است، T ِشان مجموع و

است. T از یِ ͳچندجمل̃ئ دˇ-تاب΄ این از Έی هر a

ی ویژه-فضاها ان هم S یِ ویژه-فضاها و ،T یِ ویژه-مقدارها ان هم S یِ ویژه-مقدارها b

اند. T ِ متناظر یِ تعمیم-یافته

ویژه- λi که است، res[T − λi; eker(T − λi)] یِ پوچ-توانیها یِ بیشینه N یِ ͳپوچ-توان c

است. T ِ مقدار

(233) ِ ش΋ل به را S و ،68 یِ قضیه ِ اثبات در (223) ِ ش΋ل ان هم به را Πi یِ اف΋نشها اثبات:

:(T ِ تاب΄ ِ (ویژه-مقدار λi م�ͳگذارم µi یِ جا به اما میΎیرم، 70 یِ قضیه ِ اثبات در

S =
∑
i

λi Πi. (234)

یˆش ویژه-فضاها و ،T یِ ویژه-مقدارها ان هم یˆش ویژه-مقدارها که است ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έی S

ِ تاب΄ است. T از ͳجمل̃ئ چند Έی S ضمنَن اند. T ِ متناظر یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ان هم

می΋نم. تعریف چنین را N یِ ͳخط

N = T − S (235)

میشود دیده

res[N ; eker(T − λi)] = res[T − λi; eker(T − λi)]. (236)

img{res[N ; eker(T − λi)]} ∈ img[eker(T − λi)]. (237)

است. پوچ-توان res[N ; eker(T − λi)] پس است. پوچ-توان res[T − λi; eker(T − λi)] اما

یِ همه که است رˇشن مینامم. k را ها ki ِ بزرگترین و ،ki را res[N ; eker(T − λi)] یِ ͳپوچ-توان

پس َند. صفر ها res[Nk; eker(T − λi)]

Nk = 0. (238)
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چون ضمنَن Nاست. یِ ͳپوچ-توان واق΄ در k داد نشان میشود ͳسادِگ به است. Nپوچ-توان ِ خُد ͳیعن

میشوند. جابِجا هم با N و S پس است. T از ͳچندجمل̃ئ Έی هم N است، T از ͳچندجمل̃ئ Έی S

�

میΎویند. ژُردان یِ تجزیه پوچ-توان، و ِ-ساده شبه- یِ تابعها به ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ تجزیه این به

حاصل- اَش هسته و eker(T −λ)َش تصویر که ی اف΋نش است، ژُردان-تجزیه-پذیر T ی وقت

حاصل- فضا که این میدهم. نشان δ̃T−λ با را است T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها یِ بقیه ِ ِ-جم΄

میشود است، T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄

1 =
∑
λ

δ̃T−λ. (239)

N و ِ-ساده شبه- S که است، (S + N) ِ برابر و است LF(V;V) در T گیرم :72 یِ قضیه

هست، (232) ِ ش΋ل به P یِ ͳچندجمل̃ئ Έی صورت این در است. صفر [S,N ] و است، پوچ-توان

است. صفر P (T ) که

را mi ِ مقدار i هر یِ ازا به میΎیرم. S (ِ (متمایز یِ ویژه-مقدارها را (232) در ها λi اثبات:

Έی هر بر P (S + N) ِ اثر میشود دیده ͳبه�سادِگ میΎیرم. res[N ; ker(S − λi)] یِ ͳپوچ-توان

یِ فضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V که این به توجه (با اینجا از و است، صفر ker(S − λi) یِ فضاها از

است. صفر P (T ) میشود نتیجه است) ker(S − λi)

�

ِ صورت در ،ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ ژُردان یِ تجزیه داد نشان میشود ،71 یِ قضیه و قضیه این از استفاده با

ست: ی΋تا وجود

S′′ و S′ که است، برابر (S′′ +N ′′) و (S′ +N ′) با و است LF(V;V) در T گیرم :73 یِ قضیه

S′ با S′′ صورت این در َند. صفر [S′′, N ′′] و [S′, N ′] و َند، پوچ-توان N ′′ و N ′ و ِ-ساده شبه-

است. برابر N ′ با N ′′ و است برابر

تجزیه Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها به که هست P یِ ͳچندجمل̃ئ Έی ،72 یِ قضیه ِ اساس بر اثبات:

میشود، Nجابِجا ′ با S′ که این از میسازم. 71 یِ قضیه ِ ش΋ل به Nرا و S است. صفر P (T ) و میشود،

(N−N پس(′ میشوند. جابِجا (S Nو جمله (از آن از ͳچندجمل̃ئ هر و T با دˇ-نΎاشت این میشود نتیجه

ِ تصویر میشود، جابِجا S با S′ چون است. پوچ-توان هم (S′ − S) نتیجه در و است، پوچ-توان
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res[S′−S; ker(S−λi)] .62 یِ قضیه است، ker(S−λi) یِ زیرمجموعه res[S′; ker(S−λi)]

است. پوچ-توان res[S′ − λi; ker(S − λi)] پس است. res[S′ − λi; ker(S − λi)] با برابر

S′ چون و است، S′ یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا Έی یِ زیرمجموعه ker(S − λi) ͳیعن این اما

پس .66 یِ قضیه باشد، S′ یِ ویژه-فضا Έی یِ زیرمجموعه باید ker(S − λi) است، ِ-ساده شبه-

این چون است. صفر res[S′ − S; ker(S − λi)] آنجا از و است، صفر res[S′ − λi; ker(S − λi)]

S′′ پس است. درست هم S′′ یِ برا ح΋م ین هم است. صفر (S′ − S) است، درست i هر یِ برا ح΋م

است. برابر S′ با

�

T ِ ژُردان یِ تجزیه در و َند پوچ-توان و ِ-ساده شبه- ترتیب به که، را N و S یِ ی΋تا یِ تابعها

نمادها این با را آنها و مینامم T ِ پوچ-توان ِ بخش و T یِ ِ-ساده شبه- ِ بخش ترتیب به میشوند، ظاهر

میدهم. نشان

S = sem(T ). (240)

N = nil(T ). (241)

میشود دیده ͳسادِگ به

با T2 صورت این در میشود. جابِجا آن با T2 و است، ژُردان-تجزیه-پذیر T1 گیرم :74 یِ قضیه

میشود. جابِجا nil(T1) و sem(T1)

⋆
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eker(T − λ) صورت این در است. باپایان V ِ بˇعد و LF(V;V)است در T گیرم :75 یِ قضیه

(T −λ) ِ تحدید یِ ͳپوچ-توان علاوه، به است. پوچ-توان آن به (T −λ) ِ تحدید که ست ͳی زیرفضا

ست. زیرفضا این ِ بˇعد با مساوی یا از کوچ΋تر eker(T − λ) به

یِ زیرمجموعه زیرفضا آن باشد، پوچ-توان زیرفضا Έی به (T −λ) ِ تحدید اگر که است رˇشن اثبات:
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یِ زیرمجموعه eker(T − λ) به (T − λ) ِ تحدید ِ تصویر ،61 یِ قضیه ِ طبق است. eker(T − λ)

،eker(T −λ) به (T −λ) ِ تحدید یِ برا 53 یِ قضیه ِ کاربرد با ترتیب، این به است. eker(T −λ)

از نابزرگتر هم آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان eker(T − λ) به (T − λ) ِ تحدید میشود معلوم

است. تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا این ِ بˇعد

�

ویژه- ِ ِ-جم΄ حاصل- با برابر و باپایان-بˇعدی V و است، LF(V;V) در T گیرم :76 یِ قضیه

صورت این در است. T یِ تعمیم-یافته یِ ∏فضاها
λ∈[spec(T )]

(T − λ)dim[eker(T−λ)] = 0. (242)

T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-بردارها از ی مجموع ِ ش΋ل به V در v ِ دلبخاه ِ بردار ست ͳکاف اثبات:

رود. کار به 75 یِ قضیه و شود نوشته

�

است. این (242) ِ سادِتر ِ ش΋ل Έی∏
λ

(T − λ)dim[eker(T−λ)] = 0. (243)

صفر هم صفر ِ توان به صفر جمله (از میشود Έی صفر ِ توان به چیز هر که رفته کار به این ش΋ل این در

البته و است، ویژه-مقدار λ که یˆند ͳی آنها ِ-ضرب حاصل- ِ Έی-ِ غیر- یِ جمل̃ها پس شده)، تعریف

است. باپایان جمل̃ها این ِ تعداد

ِ ش΋ل به میشود را (242) یِ رابطه

CT (T ) = 0 (244)

با ͳی ͳچندجمل̃ئ CT که نوشت،

CT (z) =
∏
λ

(z − λ)dim[eker(T−λ)] (245)

CT (z) = 0 یِ معادله به و ،T یِ ͳخط ِ تاب΄ یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ ͳچندجمل̃ئ این به است.

و اند T یِ ویژه-مقدارها T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ یِ ریش̃ها میΎویند. T ِ تاب΄ یِ مشخصه یِ معادله
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(ویژه-مقدار). ریشه آن با متناظر یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا ِ بˇعد با است برابر ریشه هر یِ ͳΎ̃چندگان

است. T یِ دامنه ِ بˇعد با برابر T ِ تاب΄ یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ یِ درجه

F در ،F ِ عضو ِ ضرایب با ناثابت یِ ͳچندجمل̃ئ هر اگر است؛ جبری-بسته F ِ هیئت میΎویم

به را آن میشود و دارد ریشه n درست n یِ درجه یِ ͳچندجمل̃ئ هر میشود نتیجه این� از باشد. داشته ریشه

کرد: تجزیه Έدرجه-یِ-ی یِ چندجمل̃ئیها ِ ِ-ضرب حاصل-
n∑

i=0

ai z
i = an

∏
k

(z − zk)
nk , (246)

و نیست صفر an ∑که
k

nk = n. (247)

ͳویژِگ این با مهم ِ هیئت Έی است. zk یِ ریشه یِ ͳΎ̃چندگان nk و یˆند، ͳچندجمل̃ئ یِ ریش̃ها ها zk

ͳحقیق یِ عددها ِ هیئت ندارد را ͳویژِگ این که مهم ِ هیئت Έی است. (C) مختلط یِ عددها ِ هیئت

است. (R)

جبری-بسته (V ِ (هیئت F و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :77 یِ قضیه

دارد. ویژه-مقدار Έی ِ-کم دست- T صورت این در است.

یِ برداری ِ تاب΄ میΎیرم. را V در v ِ ناصفر ِ بردار میدهم. نشان n با را V ِ بˇعد اثبات:

تاب΄ این است، n ِ برابر V ِ بˇعد چون است. عضو (n + 1) ِ شامل {(i, T i v) | 0 ≤ i ≤ n}

است ناصفر آنها از یΈی ِ-کم دست- که هستند ی ai یِ ضریبها ͳیعن .8 یِ قضیه است، خطͳ-وابسته

و
n∑

i=0

ai T
i v = 0. (248)

ها ai از ی Έی ِ-کم دست- پس است. صفر v میشود نتیجه آن از چون باشد. ناصفر a0 فقط نمیشود

باشد: k است ناصفر ai که i ِ مقدار بزرگترین گیرم است. ناصفر i > 0 )با
k∑

i=0

ai T
i

)
v = 0, ak ̸= 0, k > 0. (249)

را ͳچندجمل̃ئ این است، جبری-بسته F چون است. T از ͳچندجمل̃ئ Έی بالا ِ عبارت در v ِ ضریب

ِ تعداد پس است، صفر از بیش ͳچندجمل̃ئ این یِ (درجه کرد تجزیه Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها به میشود
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نیست): صفر آن ِ Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها
k∑

i=0

ai z
i = ak

∏
l

(z − zl)
nl , (250)

میشود نتیجه اند). F ِ عضو البته (و َند چپ ِ طرف یِ ͳچندجمل̃ئ یِ ریش̃ها ها zl ∏که
l

(T − zl)
nl v = 0. (251)

فرض ِ خلاف که است، صفر v میشود نتیجه باشد چنین اگر باشند. نات΋ین ها (T − zl) یِ همه نمیشود

است. ت΋ین Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها این از ی Έی ِ-کم دست- پس است.

�

جبری-بسته (V ِ (هیئت F و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :78 یِ قضیه

میئاورˆد. بر (242) یِ معادله T صورت این در است.

Έی ِ اثر پس است. خطͳ-وابسته {(i, T i v) | 0 ≤ i ≤ n} یِ برداری ِ تاب΄ ،V در v با اثبات:

میشود نتیجه می΋نم. تجزیه اول یِ عاملها به را ͳچندجمل̃ئ این میشود. صفر v بر T از ͳچندجمل̃ئ∏
j

(T − zj)
sj

 [∏
λ

(T − λ)mλ

]
v = 0. (252)

(که ها λ و نیستند) T ِ ویژه-مقدار (که ها zj ام: کرده دسته دˇ را ͳچندجمل̃ئ این (ِ (متمایز یِ ریش̃ها

این در نباشد. ͳچندجمل̃ئ این یِ ریشه ویژه-مقدارها از ی Έی است (مم΋ن اند). T ِ ویژه-مقدار

T ِ ویژه-مقدار zj که این از میشود.) ظاهر صفر ِ توان با ویژه-مقدار، آن به مربوط یِ جمله صورت

حذف بالا یِ معادله از میشود را (T − zj) یِ عاملها پس است. نات΋ین (T − zj) میشود نتیجه نیست،

∏]کرد:
λ

(T − λ)mλ

]
v = 0. (253)

صفر بردار آن بر (T −λ)dim[eker(T−λ)] ِ اثر آنΎاه شود، صفر ی بردار بر (T −λ) از ی توان ِ اثر اگر

است. صفر v بر
∏

λ(T − λ)dim[eker(T−λ)] ِ اثر پس .75 یِ قضیه است،

�

جبری-بسته (V ِ (هیئت F و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :79 یِ قضیه

T و است، T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V صورت این در است.

است. ژُردان-تجزیه-پذیر
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برقرار 68 یِ قضیه ِ فرض پس میئاورˆد. بر را (242) یِ معادله T ،78 یِ قضیه ِ اساس بر اثبات:

71 یِ قضیه است. T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V نتیجه در و است،

است. ژُردان-تجزیه-پذیر T میΎوید هم

�

نباشد. جبری-بسته F اما براورˆد، را (242) یِ معادله T است مم΋ن البته
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تجزیه ِ قابل فضا آن (و باشد فضا آن ِ خُد به n-بˇعدی یِ فضا Έی از ͳخط ِ تاب΄ Έی T اگر شد معلوم

را مشخصه) یِ (معادله n یِ درجه یِ معادله Έی T آنΎاه باشد) T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها به

یِ ویژه-مقدارها فقط به که است، n یِ درجه از ͳچندجمل̃ئΈی T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ میئاورˆد. بر

ی دیΎر ِ ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئ است مم΋ن اما دارد. ͳΎبست T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ بˇعد و T

یِ دامنه است مم΋ن حتا باشد. صفر P (T ) و باشد T یِ دامنه ِ بˇعد از کمتر اَش درجه که باشد P ِ مثل

ِ تعیین هدف باشد. صفر P (T ) که باشد P ِ مثل ی ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئ اما باشد، بیپایان-بˇعدی T

باشد. صفر P (T ) که است وجود) ِ صورت (در P ِ ناصفر یِ چندجمل̃ئیها

صفر P (T ) که هست P ِ ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئی Έی و است، LF(V;V) در T گیرم :80 یِ قضیه

با MT یِ چندجمله�ای صورت این در است.

MT (z) =

n∑
i=0

ai z
i (254)

از ی مضرب باشد، صفر P ′(T ) که P ′ یِ ͳچندجمل̃ئ هر و است، Έی an و نیست صفر n که هست

ست. ی΋تا ویژِگیها این با ͳی ͳچندجمل̃ئ است. MT

یِ مجموعه است. صفر P ′(T ) که م�ͳگیرم را P ′ ِ ناصفر یِ چندجمل̃ئ�ͳها یِ همه یِ مجموعه اثبات:

دارد. کمینه ِ عضو پس است، ͳطبیع یِ عددها از ͳناته یِ زیرمجموعه Έی چندجمل̃ئها این یِ درجِها

T َش متغیر یِ جا به اگر که هست، n یِ درجه از ͳچندجمل̃ئ Έی ͳیعن مینامم. n را کمینه ِ عضو این

MT را حاصل و می΋نم تقسیم َش متغیر ِ ُم n ِ توان ِ ضریب به را ͳجمل̃ئ چند این میشود. صفر بΎذارم

باقͳ-مانده می΋نیم. MTتقسیم بر را P ′ است. صفر P ′(T ) که است ͳچندجمل̃ئΈی P ′ گیرم مینامم.

باید P ′′ پس است. صفر P ′′(T ) و است، n از کوچ΋تر یِ درجه با ͳچندجمل̃ئΈی P ′′ مینامم. P ′′ را
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ِ ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئی M ′ اگر علاوه، به میشمارد. را P ′ یِ ͳچندجمل̃ئ MT میشود نتیجه باشد. صفر

یِ ͳچندجمل̃ئ M ′ آنΎاه بشمارد، را است صفر P ′(T ) که P ′ یِ چندجمل̃ئیها یِ همه که باشد ی دیΎر

یِ ͳچندجمل̃ئ هم MT اما است. n از نابزرگتر M ′ یِ درجه میدهد نتیجه این که میشمارد هم را MT

است. n با Mبرابر ′ یِ درجه پس است. n از Mناکوچ΋تر ′ یِ درجه میΎوید این که میشمارد، Mرا ′

یِ درجه و است، صفر (M ′−bn MT )(T ) که است رˇشن میدهم. نشان bn با Mرا ′(z) در zn ِ ضریب

یا است، صفر (M ′ − bn MT ) صورت این در است. n از کوچ΋تر هم (M ′ − bn MT )

1

bn
M ′ = MT . (255)

می΋ند. ثابت را MT یِ ͳتای΋ی هم این

�

قضیه دˇ این ،18 ِ بخش یِ قضیِها و قضیه این از استفاده با میΎویند. T ِ کمین یِ ͳچندجمل̃ئ MT به

میشود. نتیجه ͳسادِگ به

یِ یΈریشه λصورت این در دارد. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ و است LF(V;V) در T گیرم :81 یِ قضیه

آنΎاه باشند، درست گزارِها این اگر باشد. T ِ ویژه-مقدار Έی اگر تنها و اگر ست، ͳچندجمل̃ئ این

یِ ریشه یِ ͳΎ̃چندگان با است برابر آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان res[T − λ; eker(T − λ)]

کمین. یِ ͳچندجمل̃ئ یِ λ

⋆

َند. همى˘رز گزارِها این صورت این در است. LF(V;V) در T گیرم :82 یِ قضیه

است. Έیِ-ی درجه یِ عاملها به تجزیه ِ قابل ͳچندجمل̃ئ این و دارد کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T a

است. ژُردان-تجزیه-پذیر T b

λ یِ مقدارها یِ همه یِ ازا به و است، T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V c

است. پوچ-توان res[T − λ; eker(T − λ)] ِ تاب΄

یِ ͳΎ̃چندگان و اند، (z−λ) ِ ش΋ل MTبه (z) ِ Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها باشند، درست گزارِها این اگر

است. res[T − λ; eker(T − λ)] یِ ͳپوچ-توان با برابر ͳچندجمل̃ئ این یِ λ یِ ریشه

⋆
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میشود معلوم جمله از

است، جبری-بسته F است، F ِ هیئت با باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :83 یِ قضیه

کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T صورت این در است. kλ با برابر res[T − λ; eker(T − λ)] یِ ͳپوچ-توان و

و (MT ) دارد

MT (z) =
∏
λ

(z − λ)kλ . (256)

⋆

پوچ- و T یِ ویژه-مقدارها فقط به MT باشد، باپایان-بˇعدی V و جبری-بسته F اگر میشود دیده

میشود دیده ضمنَن دارد. ͳΎ̃بست res[T − λ; eker(T − λ)] یِ تابعها از Έی هر ِ تحدید یِ ͳتوان

آنΎاه باشد، برابر T یِ دامنه ِ بˇعد با MT یِ درجه اگر است. T یِ دامنه ِ بˇعد از نابیشتر MT یِ درجه

یِ ͳپوچ-توان ها λ یِ همه یِ ازا به باید دهد، رخ ی چیز چنین که این یِ برا است. CT ان هم MT

است. این 55 یِ قضیه یِ نتیجه Έی باشد. eker(T − λ) ِ بˇعد با برابر res[T − λ; eker(T − λ)]

ویژه- ِ ِ-جم΄ حاصل- با برابر و باپایان-بˇعدی V و است، LF(V;V) در T گیرم :84 یِ قضیه

با T ِ کمین یِ ͳچندجمل̃ئ که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط است. T یِ تعمیم-یافته یِ فضاها

باشد. Έی T یِ ویژه-فضاها یِ همه ِ بˇعد که است آن باشد، ی΋سان T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ

⋆

ست ی زمان خاص ِ حالت Έی شود.) Έی از بیش است مم΋ن تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا ِ بˇعد (البته

تاب΄، یِ مشخصه یِ معادله یِ ریش̃ها ͳیعن این باشند. یΈ-بˇعدی تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها یِ همه که

باشند. ساده همه

،n یِ ͳپوچ-توان با N ِ پوچ-توان ِ تاب΄ یِ برا کمین: یِ ͳچندجمل̃ئ یِ برا مثال دˇ

MN (z) = zn. (257)

هم، Π ِ اف΋نش یِ برا

MΠ(z) =



z, Π = 0

z − 1, Π = 1

z (z − 1), (Π ̸= 0,Π ̸= 1)

. (258)

میشود دیده ͳسادِگ به سرانجام،
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باشد، داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ اگر تنها و اگر است؛ ِ-ساده شبه- S یِ ͳخط ِ تاب΄ :85 یِ قضیه

باشند. ساده عاملها این یِ همه و باشد، Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها به تجزیه ِ قابل َش کمین یِ ͳچندجمل̃ئ

⋆
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ِ ِ-جم΄ حاصل- Vرا تعریفمیشود بر بنا صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم

نوشت: T ِ مئثر یِ دامنه و T یِ هسته ِ مستقیم

V = [edom(T )]⊕ [ker(T )]. (259)

میسازم: LF(V;V) در Π ِ اف΋نش Έی دˇ-فضا، این از استفاده با

Π = PJ edom(T ),ker(T ). (260)

می΋نم: تعریف را LF(V;V) در cor(T ) یِ ͳخط ِ تاب΄ اینجا از

cor(T ) = ΠT. (261)

به T از ی΋تا ِ طُر به لزومˆن cor(T ) که است رˇشن میΎویم. T یِ مغزی بالا یِ رابطه در cor(T ) به

میشود دیده ͳسادِگ به نمیئاید. دست به T از ی΋تا ِ طُر به لزومˆن edom(T ) چون نمیئاید، دست

نشان Π با را PJ edom(T ),ker(T ) ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :86 یِ قضیه

صورت، این در .(260) ِ مثل میدهم،

T Π = T. (262)

cor(T ) = Π [cor(T )],

= [cor(T )] Π. (263)

[T − cor(T )] Π = T − cor(T ). (264)

Π [T − cor(T )] = 0. (265)

0 = T (1−Π),

= [T − cor(T )] (1−Π). (266)
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0 = [cor(T )] (1−Π),

= (1−Π) [cor(T )]. (267)

0 = [T − cor(T )] [T − cor(T )],

= [cor(T )] [T − cor(T )],

= T [T − cor(T )]. (268)

Tn = [cor(T )]n + [T − cor(T )] [cor(T )]n−1, n ∈ N. (269)

Q(T ) = Q[cor(T )] + [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]}. (270)

(1−Π) {Q[cor(T )]} = (1−Π) [Q(0)]. (271)

و یˆند ͳچندجمل̃ئ Q̃ و Q

Q̃(z) =
Q(z)−Q(0)

z
. (272)

⋆

نشان ess(T ) با را آن و میΎویم T ِ اساس res[cor(T ); edom(T )] ِ تاب΄ به ،LF(V;V) در T با

میدهم:

ess(T ) = res[cor(T ); edom(T )]. (273)

edom(T ) چون ͳکل ِ حالت در همچنین، است. LF[edom(T ); edom(T )] در ess(T ) که است رˇشن

نمیئاید. دست به T از ی΋تا ِ طُر به هم ess(T ) نمیئاید، دست به T از ی΋تا ِ طُر به

Q(0) که ست ͳچندجمل̃ئ Έی Q و ست، هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :87 یِ قضیه

صورت، این در میدهم. نشان Π با را PJ edom(T ),ker(T ) نیست. صفر

است. صفر {Q[cor(T )]}Π v آنΎاه است) V در v (که باشد صفر [Q(T )] v اگر a

و Έی و است edom(T ) در v′ آنΎاه است)، V در v′ (که باشد صفر {Q[cor(T )]} v′ اگر b

است. صفر [Q(T )] v و است برابر v′ با Π v که هست V در v ِ بردار Έی فقط

َند. ی΋ریخت Q(T ) یِ هسته و Q[cor(T )] یِ هسته c
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میشود نتیجه می΋نم. ضرب (270) در راست و چپ ترتیب به از را v و Π اثبات:

Π [Q(T )] v = {Q[cor(T )]}Π v. (274)

میدهد. را a این

صفر {Q[cor(T )]} v′ اگر میشود نتیجه Q(0) ِ ناصفر-بودن از می΋نم. ضرب v′ در را (271)

که ام V در v ِ بردار ِ دنبال است. edom(T ) در v′ ͳیعن که است، صفر (1 − Π) v′ آنΎاه باشد،

باشد. برابر v′ با Π v و باشد صفر [Q(T )] v

v = v′ + v′′,

(1−Π) v′′ = v′′. (275)

میدهم: اثر بالا یِ رابطه بر را (270)

[Q(T )] v = {Q[cor(T )]} v′ + {Q[cor(T )]} v′′ + [T − cor(t)] {Q̃[cor(T )]} v′

+ [T − cor(t)] {Q̃[cor(T )]} v′′,

= {Q[cor(T )]} (1−Π) v′′ + [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} v′

+ [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} (1−Π) v′′,

= [Q(0)] (1−Π) v′′ + [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} v′,

= [Q(0)] v′′ + (1−Π) [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} v′. (276)

تنها و اگر است، صفر چپ ِ طرف میشود دیده است. شده تعریف (272) با که ست ͳی ͳچندجمل̃ئ Q̃

اگر

v′′ = − 1

Q(0)
(1−Π) [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} v′. (277)

با v پس است. برابر v′′ با (1−Π) v′′ که است رˇشن

v = v′ − 1

Q(0)
(1−Π) [T − cor(T )] {Q̃[cor(T )]} v′, (278)

دارد. را ویژِگیها این که ست ی تنها-بردار و دارد را b یِ ویژِگیها

ِ اساس بر و ست، ͳخط تاب΄ این میبرم. کار به را res{Π; ker[Q(T )]} ِ تاب΄ ،c ِ نشان�دادن یِ برا
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است. وارون-پذیر ker{Q[cor(T )]} در پس ست. پوشا ker{Q[cor(T )]} در و Έبه-ی-Έی b

�

ِ عدد Έی n و است، V در v ست، هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :88 یِ قضیه

صورت، این در ست. ͳطبیع

است. صفر [cor(T )]n v آنΎاه باشد، صفر Tn v اگر a

ست. همى˘رز [cor(T )]n v ِ صفر-بودن با Tn+1 v ِ صفر-بودن b

میشود نتیجه می΋نم. ضرب (269) در چپ از را Π = PJ edom(T ),ker(T ) اثبات:

ΠTn = [cor(T )]n. (279)

ضمنَن ،(269) از استفاده با میدهد. نشان را a این

Tn+1 = T [cor(T )]n. (280)

Tn+1 v اگر دهم نشان مانده است. صفر Tn+1 v آنΎاه باشد، صفر [cor(T )]n v اگر میدهد نشان این

در [cor(T )]n v صورت این در است. صفر Tn+1 v گیرم است. صفر [cor(T )]n v آنΎاه باشد، صفر

است. صفر [cor(T )]n v پس است. edom(T ) در [cor(T )]n v ضمنَن اما است. ker(T )

�

صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :89 یِ قضیه

باشد. cor(T ) ِ ویژه-مقدار Έی λ اگر تنها و اگر است، T ِ ویژه-مقدار Έی λ a

است. برابر eker[cor(T )] با eker(T ) b

است. edom(T ) یِ زیرفضا Έی eker[cor(T )− λ] نباشد، صفر λ اگر c

است. ی΋ریخت eker(T − λ) با eker[cor(T )− λ] d

اگر تنها و اگر است، پوچ-توان res[T − λ; eker(T − λ)] e

باشد. پوچ-توان res{cor(T )− λ; eker[cor(T )− λ]}
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یِ ͳپوچ-توان آنΎاه باشد، پوچ-توان res[T − λ; eker(T − λ)] و نباشد صفر λ اگر f

برابر res{cor(T ) − λ; eker[cor(T ) − λ]} یِ ͳپوچ-توان با res[T − λ; eker(T − λ)]

است.

باشد، پوچ-توان res{T ; eker(T ) = eker[cor(T )]} و نباشد برابر eker(T ) با ker(T ) اگر g

به res[cor(T ); eker(T )] یِ ͳپوچ-توان با است برابر res[T ; eker(T )] یِ ͳپوچ-توان آنΎاه

.Έی یِ اضافه

َند. صفر res[cor(T ); eker(T )] و res[T ; eker(T )] آنΎاه باشد، برابر eker(T ) با ker(T ) اگر

برابر res[cor(T ); eker(T )] یِ ͳپوچ-توان با res[T ; eker(T )] یِ ͳپوچ-توان حالت این در

است. Έی عدد این و است،

اثبات:

میشود. نتیجه Q(z) = z − λ با و 87 یِ قضیه از ،λ ̸= 0 یِ برا a

میشود. نتیجه 88 یِ قضیه از ،b و ،λ = 0 یِ برا a

Q(z) = (z−λ)n با 87 یِ قضیه ست ͳکاف است. صفر [cor(T )−λ]n v گیرم ،c ِ اثبات یِ برا

رود. کار به

nΈی میΎیرم. را eker(T − λ) در v ِ بردار ،λ ̸= 0 یِ برا میشود. نتیجه b از ،λ = 0 یِ برا d

که هست

(T − λ)n v = 0. (281)

،Π = PJ edom(T ),ker(T ) با میشود نتیجه 87 یِ قضیه از

[cor(T )− λ]n (Π v) = 0. (282)

است. eker[cor(T )− λ] یِ زیرفضا res[Π; eker(T − λ)] ِ تصویر پس

که هست n Έی پس است. ker[cor(T )− λ] در v′ گیرم حالا

[cor(T )− λ]n v′ = 0. (283)

پس است. صفر (T − λ)n v و است v′ ِ برابر Π v که هست v ِ بردار Έی ،87 یِ قضیه ِ اساس بر

ست. پوشا eker[cor(T )− λ] در res[Π; eker(T − λ)]
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و است eker(T − λ) در v گیرم سرانجام،

Π v = 0. (284)

که هست n Έی

(T − λ)n v = 0. (285)

ترتیب این به است. صفر v میشود نتیجه میبریم. کار به Q(z) = (z − λ)n با را 87 یِ قضیه

{res[Π; eker(T − λ)], eker[cor(T ) − λ]} پس است. Έبه-ی-Έی res[Π; eker(T − λ)]

است. وارون-پذیر

،λ ̸= 0 ِ حالت در e ِ اثبات یِ برا میشود. نتیجه 88 یِ قضیه از ͳسادِگ به ،λ = 0 ِ حالت در e

،eker[cor(T )−λ] در v′ یِ برا است. n آن یِ ͳپوچ-توان و پوچ-توان res[T−λ; eker(T−λ)] گیرم

(T − λ)n {res[Π; eker(T − λ)]}−1 v′ = 0, (286)

آنجا، از و

[cor(T )− λ]n v′ = 0. (287)

به است. n از نابزرگتر آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان res{cor(T )−λ; eker[cor(T )−λ]}پس

یِ ͳپوچ-توان با پوچ-توان res{cor(T )− λ; eker[cor(T )− λ]} اگر داد نشان میشود ترتیب ین هم

است. n از نابزرگتر آن یِ ͳپوچ-توان و است پوچ-توان هم res[T − λ; eker(T − λ)] آنΎاه باشد، n

می΋ند. ثابت را f و ،λ ̸= 0 ِ حالت در e این

یِ ͳپوچ-توان حالت این در نباشد. برابر eker(T ) با ker(T ) که ست ی زمان g یِ ͳنابدیه ِ حالت

ست. ͳطبیع ِ یΈعدد n که میدهم، نشان (n+1) با را عدد این یΈاست. از بزرگتر res[T ; eker(T )]

میشود. نتیجه 88 یِ قضیه از g حالت این در

�

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :90 یِ قضیه

یِ هسته با Q[cor(T )] یِ هسته آنΎاه نباشد، صفر Q(0) و باشد ͳچندجمل̃ئ Έی Q اگر a

است. برابر Q[ess(T )]
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است. برابر eker[ess(T )− λ] با eker[cor(T )− λ] آنΎاه نباشد، صفر λ اگر b

.ker(T ) و ker[ess(T )] ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- با است برابر ker[cor(T )] c

⋆

َند. همى˘رز گزارِها این صورت این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :91 یِ قضیه

است. T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V a

است. cor(T ) یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V b

است. ess(T ) یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ ِجم΄ حاصل- edom(T ) c

که هستند ی ker(T ) در v′′ و edom(T ) در v′ یِ بردارها ،V در v با است. برقرار c گیرم اثبات:

v = v′ + v′′. (288)

مینویسم: ess(T ) یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها در ͳی بردارها ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به را v′

v′ = v′0 +

\0∑
λ

v′λ, (289)

میشود دیده ͳسادِگ به است. eker[ess(T )− λ] در v′λ که

v = (v′0 + v′′) +

\0∑
λ

v′λ, (290)

است. b در ِ-نظر مˇرد- یِ تجزیه

ِ ش΋ل به میشود را V در v ِ بردار هر است. برقرار b گیرم

v = v′0 +

\0∑
λ

v′λ (291)

eker(T − λ) در ی بردار را vλ ناصفر، یِ λ هر یِ ازا به است. eker[cor(T )− λ] در v′λ که نوشت،

که میΎیرم

Π vλ = v′λ. (292)

صورت، این در است. PJ edom(T ),ker(T ) ان هم Π

v =

v′0 − \0∑
λ

(1−Π) vλ

+

\0∑
λ

vλ. (293)
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میدهد. نتیجه را a این است. eker(T ) در 89 یِ قضیه ِ اساس بر هم v′0 است. ker(T ) در (1−Π) vλ

می΋نم: تجزیه را edom(T ) در v′ است. برقرار a گیرم سرانجام،

v′ = v0 +

\0∑
λ

vλ, (294)

ترتیب، این به است. eker(T − λ) در vλ که

v′ =

v0 + \0∑
λ

(1−Π) vλ

+

\0∑
λ

Π vλ. (295)

تعمیم- یِ ویژه-فضا Έی در و edom(T ) در راست، ِ طرف در کروشه ِ بیرون یِ جمل̃ها از Έی هر

یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا Έی در و edom(T ) در جمل̃ها این از Έی هر پس است. cor(T ) یِ یافته

ضمنَن است. edom(T ) در هم کروشه پس است، edom(T ) در هم چپ ِ طرف چون است. ess(T )

در کروشه میشود نتیجه اینجا از است. ker(T ) در کروشه ِ درون ِ ِ-جم΄ حاصل- یِ جمل̃ها از Έی هر

eker[ess(T )] در پس هست، هم edom(T ) در کروشه است. eker[cor(T )] در نتیجه در و ،eker(T )

است. c در ِ-نظر مˇرد- یِ تجزیه همان راست ِ طرف پس است.

�

کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :92 یِ قضیه

چندجمل̃ئیها، این ِ وجود ِ صورت در باشد. داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) اگر تنها و اگر دارد،

میئاید: پیش حالت سه eker(T ) و ker(T ) ِ وضعیت به بسته

ست. ͳبدیه ker(T ) a

.MT (0) ̸= 0 و MT (z) = Mcor(T )(z) حالت این در

است. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) b

صفر Q(0) و ست ͳچندجمل̃ئ Έی Q که ،MT (z) = Mcor(T )(z) = z Q(z) حالت این در

نیست.

نیست. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) c

Q و ست ͳطبیع ِ عدد Έی n که ،MT (z) = zMcor(T )(z) = zn+1 Q(z) حالت این در

نیست. صفر Q(0) که ست ͳچندجمل̃ئ Έی
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یِ ͳچندجمل̃ئ T که است رˇشن پس است. برابر T با cor(T ) که است رˇشن a ِ حالت در اثبات:

ِ صورت (در چندجمل̃ئیها این و باشد؛ داشته کمین یِ ͳچندجملیئ cor(T ) اگر تنها و اگر دارد کمین

نیست. هم MT یِ ریشه پس نیست، T ِ ویژه-مقدار صفر حالت این در ضمنَن َند. برابر هم با وجود)

داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T گیرم ،c و b یِ حالتها در میدهم. نشان Π با را PJ edom(T ),ker(T )

است. ش΋ل این به MT و است T ِ ویژه-مقدار صفر ست، ͳنابدیه ker(T ) چون باشد.

MT (z) = z R(z) (296)

میشود دیده است. دیΎر یِ ͳچندجمل̃ئ Έی R که است،

0 = ΠMT (T ),

= ΠMT [cor(T )],

= MT [cor(T )]. (297)

یِ ͳچندجمل̃ئ T اگر میدهد نشان این رفته. کار به (271) سوم یِ تساوی در و ،(270) دوم یِ تساوی در

MT یِ درجه از Mcor(Tنابزرگتر ) یِ درجه و دارد، کمین یِ ͳچندجمل̃ئ هم cor(T ) باشد، داشته کمین

میشود دیده باشد. داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) گیرم ع΋س، بر است.

T Mcor(T )(T ) = T Mcor(T )[cor(T )],

= 0, (298)

یِ ͳچندجمل̃ئ هم T باشد، داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) پساگر است. رفته کار به (270) آن در که

است. Έی یِ اضافه به Mcor(T ) یِ درجه از نابزرگتر MT یِ درجه و دارد کمین

و T ِ کمین یِ چندجمل̃ئیها ِ ش΋ل مانده که ی چیز دارند. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) و T گیرم

است. c و b یِ حالتها در cor(T )

res[T, eker(T )] یِ ͳپوچ-توان میشود نتیجه 89 یِ قضیه از و است T ِ ویژه-مقدار صفر ، b ِ حالت در

res{cor(T ), eker[cor(T )]} یِ ͳپوچ-توان و است cor(T ) ِ ویژه-مقدار صفر طُر ین هم است. Έی
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پس است. Έی

MT (z) = z Q(z), Q(0) ̸= 0,

Mcor(T )(z) = z Q′(z), Q′(0) ̸= 0. (299)

M ′(z) = zMcor(T )(z) Mبا ′ MTباید نتیجه در و است، صفر T Mcor(T )(T ) میشود نتیجه (298) از

از نابزرگتر Q′ یِ درجه اما بشمارد. را Q′ باید Q نتیجه در Mcor(Tرابشمارد. ) باید Qپس بشمارد. را

است، Έی ثابت ِ عدد این ثابت. ِ عدد Έی در ضرب Q با باشد برابر باید Q′ پس است. Q یِ درجه

b ِ حالت در ِ-نظر مˇرد- یِ رابطه این است. Έی کمین یِ ͳچندجمل̃ئ در توان بزرگترین ِ ضریب چون

میدهد. نشان را

n یِ ͳطبیع ِ یΈعدد 89 یِ قضیه ِ اساس بر و است cor(T ) و T ِ ویژه-مقدار صفر ،c ِ حالت در

res{cor(T ), eker[cor(T )]} یِ ͳپوچ-توان و ،(n+1) با برابر res[T, eker(T )] یِ ͳپوچ-توان هستکه

پس است. n با برابر

MT (z) = zn+1 Q(z), Q(0) ̸= 0,

Mcor(T )(z) = zn Q′(z), Q′(0) ̸= 0. (300)

M ′(z) = zMcor(T )(z) Mبا ′ MTباید نتیجه در و است، صفر T Mcor(T )(T ) میشود نتیجه (298) از

نتیجه در و است، صفر MT [cor(T )] میشود نتیجه (297) از بشمارد. را Q′ باید Q پس بشمارد. را

در ضرب Q با است برابر Q′ ترتیب این به بشمارد. را Q باید Q′ پس بشمارد. را MT باید Mcor(T )

Έی کمین یِ ͳچندجمل̃ئ در توان بزرگترین ِ ضریب چون باشد، Έی باید ثابت این ثابت. ِ عدد Έی

میدهد. نشان را c ِ حالت در ِ-نظر مˇرد- یِ رابطه این است.

�

یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :93 یِ قضیه

چندجمل̃ئیها، این ِ وجود ِ صورت در باشد. داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ ess(T ) اگر تنها و اگر دارد، کمین

میئاید: پیش حالت سه eker(T ) و ker(T ) ِ وضعیت به بسته

ست. ͳبدیه ker(T ) a

.Mess(T )(0) ̸= 0 و Mcor(T )(z) = Mess(T )(z) حالت این در
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است. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) b

.Mess(T ) ̸= 0 و Mcor(T )(z) = zMess(T )(z) حالت این در

نیست. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) c

Q و ست ͳطبیع ِ عدد Έی n که ،Mess(T )(z) = Mcor(T )(z) = zn Q(z) حالت این در

نیست. صفر Q(0) که ست ͳچندجمل̃ئ Έی

،edom(T ) در v′ ِ بردار هر یِ ازا به آنΎاه باشد، داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) اگر اثبات:

{Mcor(T )[cor(T )]} v′ = 0, (301)

میدهد نتیجه که

Mcor(T )[ess(T )] = 0. (302)

است. Mcor(T ) یِ درجه از نابزرگتر Mess(T ) یِ درجه و دارد کمین یِ ͳچندجمل̃ئ هم ess(T ) پس

ِ ش΋ل به را V در v ِ دلبخاه ِ بردار باشد. داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ ess(T ) گیرم ع΋س، بر

میشود دیده مینویسم. ker(T ) در v′′ و edom(T ) در v′ یِ بردارها ِ مجموع

[cor(t)] {Mess(T )[cor(T )]} v = [cor(T )] {Mess(T )[cor(T )]} v′

+ {Mess(T )[cor(T )]} [cor(T )] v′′,

= 0. (303)

یِ اضافه Mess(Tبه ) یِ درجه از Mcor(Tنابزرگتر ) یِ درجه و دارد کمین یِ ͳچندجمل̃ئ هم cor(T پس(

است. Έی

برابر cor(T ) با ess(T ) ،a ِ حالت در دارند. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ ess(T ) و cor(T ) گیرم حالا

است. ͳبدیه ح΋م و است

92 یِ قضیه ِ طبق ،b ِ حالت در

Mcor(T )(z) = z Q(z), Q(0) ̸= 0. (304)

ِ ویژه-مقدار ess(T پس( است. ناصفر [cor(T )] v′ آنΎاه باشد، edom(T ) در ناصفر ی بردار v′ اگر

نیست. صفر Mess(T )(0) ͳیعن نیست. Mess(T ) ِ کمین یِ ͳچندجمل̃ئ یِ ریشه صفر و ندارد صفر
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بشمارد. Qرا Mess(Tباید ) پس است، Mcor(Tصفر )[ess(T )] چون بشمارد، Mcor(Tرا ) Mess(Tباید )

ِ عدد Έی در ضرب Q با است برابر Mess(T ) پس است. Mess(T ) یِ درجه از نابزرگتر Q یِ درجه

این است. Έی کمین یِ ͳچندجمل̃ئ در توان بزرگترین ِ ضریب چون باشد، Έی باید ثابت این ثابت.

میدهد. نشان را b ِ حالت در ِ-نظر مˇرد- یِ رابطه

صفر آن بر cor(T ) از ی توان ِ اثر که هست edom(T ) در v′ ِ ناصفر ِ بردار Έی ،c ِ حالت در

است. ess(T ) ِ ویژه-مقدار صفر پس میشود. صفر آن بر ess(T ) از توان ان هم ِ اثر نتیجه در و میشود،

نتیجه، در

Mess(T )(z) = zn Q(z), Q(0) ̸= 0, (305)

V در v ِ دلبخاه ِ بردار است. Mess(T ) ِ صفر یِ ریشه یِ ͳΎ̃چندگان که ست، ͳطبیع ِ عدد Έی n که

میشود دیده مینویسم. ker(T ) در v′′ و edom(T ) در v′ یِ بردارها ِ مجموع ِ ش΋ل به را

{Mess(T )[cor(T )]} v = [cor(T )]n {Q[cor(T )]} v′ + {Q[cor(T )]} [cor(T )]n v′′,

= 0. (306)

Mcor(T ) میشود نتیجه بشمارد. را Mcor(T ) باید هم Mess(T ) بشمارد. را Mess(T ) باید Mcor(T ) پس

توان بزرگترین ِ ضریب چون باشد، Έی باید ثابت این ثابت. ِ عدد Έی در Mess(Tضرب ) با است برابر

میدهد. نشان را c ِ حالت در ِ-نظر مˇرد- یِ رابطه این است. Έی کمین یِ ͳچندجمل̃ئ در

�

کرد. خلاصه زیر ِ ش΋ل به میشود را بالا یِ دوقضیه

َند. همى˘رز گزارِها این صورت، این در ست. هسته-جدا و است LF(V;V) در T گیرم :94 یِ قضیه

دارد. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T a

دارد. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ cor(T ) b

دارد. کمین یِ ͳچندجمل̃ئ ess(T ) c

میئاید: پیش حالت سه چندجمل̃ئیها این ِ وجود ِ صورت در هم�چنین،

ست. ͳبدیه ker(T ) a′

.Mess(T )(0) ̸= 0 و MT (z) = Mcor(T )(z) = Mess(T )(z) حالت این در
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است. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) b′

.Mess(T ) ̸= 0 و MT (z) = Mcor(T )(z) = zMess(T )(z) حالت این در

نیست. برابر آن با eker(T ) و ست ͳنابدیه ker(T ) c′

ِ عدد Έی n که ،MT (z) = zMcor(T )(z) = zMess(T )(z) = zn+1 Q(z) حالت این در

نیست. صفر Q(0) که ست ͳچندجمل̃ئ Έی Q و ست ͳطبیع

⋆

یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی به مربوط ِ اطلاعات از ی مهم ِ بخش که است این بالا یِ قضیِها یِ ͳمعن

است. تاب΄ آن ِ اساس یا مغزی در ،LF(V;V) در هسته-جدا

پوچ-توان یِ ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ ژُردان ِ ش΋ل 22

ساده تاب΄ این ِ ش΋ل آن در که هست ای پایه باپایان-بˇعدی، یِ فضا Έی بر شبه-ساده ِ تاب΄ هر یِ برا

پیدا ای پایه هم پوچ-توان ِ تاب΄ Έی یِ برا میخاهم ست. قطری آن در تاب΄ این که ای پایه ان هم است؛

کند. ساده را آن ِ ش΋ل که کنم،

باپایان- V و است، k یِ ͳپوچ-توان با پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :95 یِ قضیه

که چنان یند، ها er,s,j یˆش مقدارها که دارد، ای پایه V صورت این در ست. بˇعدی

1 ≤ s ≤ r ≤ k a

باشد.) صفر j0 است مم΋ن ها، r بعضی یِ (برا است. r ِ تاب΄ j0 که ،1 ≤ j ≤ j0 b

er,r,j ∈ ker(Nr) c

er,s,j = Nr−s er,r,j d(
span{er,s,j | (r, s, j); s > s0}

)
⊕ [ker(Ns0)] = V e

ek,k,j یِ بردارها ،s0 = k − 1 یِ برا میشود. انجام ͳنزول ِ ترتیب به و s بر استقرا با اثبات اثبات:

که مییابم Wk ِ مثل ͳی زیرفضا که میسازم چنان را

V = [ker(Nk−1)]⊕Wk. (307)
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با را آن یِ اعضا و میΎیرم Wk یِ برا پایه Έی هست.) ͳی چنین-زیرفضا ،45 یِ قضیه ِ اساس (بر

دارند. را e تا a یِ ویژِگیها بردارها این که است رˇشن میدهم. نمایش [(k, k, j), ek,k,j ]

می΋نم تعریف دارند. را e تا a یِ ویژِگیها اینها و اند، شده ساخته s > l با ها er,s,j یِ همه گیرم

er,l,j = N er,l+1,j , r > l. (308)

اگر دیΎر، یِ ͳدˇ-ویژِگ یِ برا است. ساده جدید یِ بردارها این یِ برا d و b و a یِ ویژِگیها تحقیق̥

Nm

(
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l,j

)
= 0, m < l, (309)

آنΎاه

Nm+1

(
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l+1,j

)
= 0, m+ 1 ≤ l, (310)

اینجا از و

N l

(
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l+1,j

)
= 0. (311)

ͳیعن این )اما
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l+1,j

)
∈ [ker(N l)]. (312)

،s0 = l یِ برا e یِ ͳویژِگ بر بنا پس

k∑
r=l+1

∑
j
ar,j er,l+1,j = 0. (313)

اگر ͳیعن َند. صفر ها ar,j است، خطͳ-مستقل {[(r, l + 1, j), er,l+1,j ] | (r, j); r > l} چون و

َند. صفر ها ar,j آنΎاه باشد، برقرار (309)

از ͳخط ِ ترکیب Έی است. خطͳ-مستقل {[(r, l, j), er,l,j ; | (r, j); r > l} کنم ثابت میخاهم

میΎذارم: صفر را مجموعه این
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l,j = 0. (314)
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یِ برا َند. صفر ͳخط ِ ترکیب این یِ ضریبها پس است. برقرار m = 0 یِ ازا به (309) ͳیعن این

ِ ترکیب Έی ،N l−1 یِ هسته با span{[(r, l, j), er,l,j ]|(r, j); r > l} ِ اشتراک ِ به-دست-آوردن

باشد: هسته این در که میΎیرم را span{[(r, l, j), er,l,j ]|(r, j); r > l} از ͳخط

N l−1

(
k∑

r=l+1

∑
j
ar,j er,l,j

)
= 0. (315)

ͳیعن است. صفر ͳخط ِ ترکیب این پس است. برقرار m = l − 1 یِ ازا به (309) ͳیعن )این
span{[(r, l, j), er,l,j ] | (r, j); r > l}

)
∩ [ker(N l−1)] = {0}. (316)

میشود دیده ͳسادِگ به ،s > l یِ برا d و c یِ ویژِگیها ِ اساس بر علاوه، به

er,l,j ∈ (kerN l), r > l. (317)

که میسازم چنان را ker(N l) از Wl یِ زیرفضا حالا

ker(N l) = [ker(N l−1)]⊕
(
span{(r, l, j), er,l,j) | (r, j); r > l}

)
⊕Wl. (318)

ترتیب، این به میدهم. نشان [(l, l, j), el,l,j ] با را آن یِ اعضا و میΎیرم Wl یِ برا پایه Έی

ker(N l) = [ker(N l−1)]⊕
(
span{[(r, l, j), er,l,j ] | (r, j); r ≥ l}

)
. (319)

یِ برا e یِ ͳویژِگ با بالا یِ رابطه ِ ترکیب از ضمنَن است. برقرار c میشود دیده ها el,l,j ِ تعریف از

e یِ ͳویژِگ سرانجام، است. برقرار هم s0 = l − 1 برای e یِ ͳویژِگ میشود دیده ͳسادِگ به ،s0 = l

است. V یِ برا پایه Έی ساخته-شده یِ ها [(r, s, j), er,s,j ] میدهد نشان s0 = 0 یِ برا

�

زیرفضا Έی است: ساده اثبات این ِ مفهوم واق΄ در اما بنماید. پیچیده بالا یِ قضیه ِ اثبات شاید

این یِ پایه شود. (V ِ کل ͳیعن)Nk یِ Nk−1هسته یِ هسته با َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که میابم

آنها بر کمتر) (نَ بار k Nحتمˆن است لازم ِشان صفرکردن یِ برا که میشود تش΋یل ͳی بردارها از زیرفضا

َش اشتراک که میئاید، دست Nk−1به یِ هسته در یΈزیرفضا میدهم. اثر زیرفضا این بر Nرا کند. اثر

که مییابم ی دیΎر یِ زیرفضا و Nk−2میئفزایم یِ هسته به را زیرفضا این ست. ͳبدیهNk−2 یِ هسته با

Nk−1 یِ هسته یِ دˇ-زیرفضا این بر Nرا Nk−1شود. یِ هسته این-دˇ، با َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل-
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از ͳی زیرفضا میدهم. اثر میشد) Nk−1 یِ هسته Nk−2 یِ هسته با ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- (که

َش مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که مییابم Nk−2 یِ هسته از ͳی زیرفضا میئاید. دست به Nk−2 یِ هسته

V از ی بخش Ϳهی تا میدهم ادامه را کار این شود. Nk−2 یِ هسته ،Nk−3 یِ هسته و زیرفضا این با

نمانَد. ͳباق

می΋نم تعریف

Vr,l,j = span{er,s,j | s; 1 ≤ s ≤ l}. (320)

میشود دیده بالا یِ قضیه از

N(Vr,l,j) = Vr,l−1,j . (321)

ضمنَن،

V =
⊕
r,j

Vr,r,j . (322)

میشود: مشخص باپایان-بˇعدی یِ فضاها بر پوچ-توان یِ تابعها یِ ͳکل ِ ساختار این�جا از

این در ست. باپایان-بˇعدی V و است، پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :96 یِ قضیه

N یِ ͳپوچ-توان ِشان بˇعد یِ بیشینه که ست، زیرفضا ی تعداد ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V صورت

این از Έی هر در علاوه، به ست. زیرفضا آن ِ خود در زیرفضاها این از Έی هر بر N ِ اثر است.

هر که است چنین آن یِ بردارها بر N ِ اثرِ و میشود مرتب شاخص Έی با که هست ای پایه زیرفضاها

می΋ند. صفر را اول ِ بردار و می΋ند تبدیل ͳقبل ِ بردار به را بردار

⋆

داد. نمایش ش΋ل این با میشود را 96 و 95 یِ قضیِها یِ بردارها و فضاها ِ ساختار

r = 1 · · · r = k

s = 1 W1 · · · Nk−1(Wk)

...
. . .

...

s = k Wk

(323)
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s ِ سطر یِ فضاها یِ پایه است. j0(r) با برابر r ِ ستون یِ فضاها از Έی هر ِ بˇعد ش΋ل، این در

ِ اثردادن با نیست. صفر آنها بر Ns−1 ِ اثر اما است، صفر آنها بر Ns ِ اثر که ست ͳی بردارها ِ شامل

ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- میشود). کم ی Έی s) میروم بالا سطر Έی فضاها، این از Έی هر بر N

در است. j یِ رو ها Vr,l,j ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ،l ِ سطر تا Έی ِ سطر از r ِ ستون یِ فضاها

یِ فضاها ِ مستقیم ِ حاصل�ِجم΄ آن�گاه کنیم، تجزیه یˆش زیرستونها به را بالا ِ ش΋ل ِ ستون هر اگر واق΄

است. Vr,l,j ان هم ،l ِ سطر تا Έی ِ سطر از r ِ ستون ِ j ِ زیرستون
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که کرد، تجزیه ی پوچ-توان و ِ-ساده شبه- یِ تابعها به میشود را ͳخط یِ تابعها از ی بعض شد معلوم

پوچ-توان) و ِ-ساده شبه- ِ ) دˇ-تاب΄ این ِ اثر نتیجه، در اند. اولیه یِ ͳخط ِ تاب΄ از ͳی چندجمل̃ئیها

یِ برا ترتیب، این به میمانَد. ویژه-فضاها این ِ خُد در اولیه ِ تاب΄ یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها بر

تاب΄ این ِ تحدید ِ ساختار ست ͳکاف ژُردان-تجزیه-پذیر، یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ ͳکل ِ ساختار ِ تعیین

شود. ͳبررس اَش تعمیم-یافته یˆ ویژه-فضاها به

N و ِ-ساده شبه- S که است، N و S یِ ͳخط یِ تابعها ِ ِ-جم΄ حاصل- T یِ ͳخط ِ تاب΄ گیرم

یِ همه است: ساده بسیار T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا Έی به S ِ تحدید ِ ش΋ل است. پوچ-توان

میشوند. ضرب ویژه-فضا آن با متناظر ِ ویژه-مقدار در S ِ اثر در تعمیم-یافته، یِ ویژه-فضا آن یِ بردارها

95 یِ قضیه از ͳسادِگ به که مینجامد، زیر یِ قضیه به این شد. ͳبررس پیش ِ بخش در هم N ِ ش΋ل

میشود. نتیجه

ِ تاب΄ Έی به تجزیه ِ قابل T و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :97 یِ قضیه

ای پایه Vصورت این در است. صفر [N,S] که است، (N) پوچ-توان ِ تاب΄ Έی و (S) ِ-ساده شبه-

که چنان یند، ها eλ,r,s,j یˆش مقدارها که دارد

eλ,r,s,j ∈ [ker(S − λ)] a
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1 ≤ s ≤ r ≤
(
np{res[N ; ker(S − λ)]}

)
b

است. r و λ ِ تاب΄ j0 که ،1 ≤ j ≤ j0 c

s > 1 اگر ،T eλ,r,s,j = λ eλ,r,s,j + eλ,r,s−1,j d

T eλ,r,1,j = λ eλ,r,1,j e

⋆

Vλ,r,r,j میشود دیده ͳسادِگ به ضمنَن است. eker(T − λ) ان هم واق΄ در ker(S − λ) که است رˇشن

با

Vλ,r,r,j = span{eλ,r,s,j | s; 1 ≤ s ≤ r} (324)

آنها از Έی هر که کرد تجزیه ͳی زیرفضاها به را V میشود بنابراین است. T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی

و میشوند مرتب s ِ شاخص Έی با یˆش مقدارها که دارد ای پایه و است T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی

در ضرب ُم s ِ بردار یِ اضافه به ُم، (s − 1) ِ بردار با برابر (s > 1 (با َش ُم s ِ بردار بر T ِ اثر

است. T ِ ویژه-بردار هم (s = 1) اول ِ بردار ست. زیرفضا آن با متناظر ِ ویژه-مقدار

یِ پایه Έی هم پایه این به میΎویند. T ِ ژُردان ِ ش΋ل پایه) این ِ حسب (بر T ِ ش΋ل این به

میΎویم. T ِ ژُردانیΎر

است آن این، یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط باشد. ژُردان-تجزیه-پذیر T که بود این بالا یِ قضیه ِ شرط

است آن هم ͳکاف ِ شرط Έی باشد. T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V یِ دامنه که

باشد. جبری-بسته T یِ دامنه ِ هیئت که
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به که ͳویژِگ این با v یِ بردارها یِ مجموعه به َند. اس΋الر ها λi و اند LF(V;V) در Ti یِ تابعها گیرم

یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا شود، صفر v بر (Ti−λi) از مثبت ِ توان Έی ِ-کم دست- ِ اثر i هر یِ ازا

یِ هسته در که ی ناصفر ِ بردار هر به همچنین، میΎویند. (λ1, · · · ) با متناظر (T1, · · · ) ِ مشترک

به میΎویند. (λ1, · · · ) با متناظر (T1, · · · ) ِ مشترک ِ ویژه-بردار Έی باشد ها (Ti − λi) یِ همه

میΎویند. (λ1, · · · ) با متناظر (T1, · · · ) ِ مشترک یِ ویژه-فضا ها ker(Ti − λi) یِ همه اشتراک
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میشوند. جابِجا هم با و َند، ژُردان-تجزیه-پذیر اند، LF(V;V) در Tk تا T1 گیرم :98 یِ قضیه

ͳویژِگ این با نوشت، ͳی زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به میشود را V صورت این در

آن ِ خُد در زیرفضا آن به Ti ِ تحدید ِ تصویر ،i هر یِ ازا به زیرفضاها این از Έی هر با متناظر که

است. پوچ-توان زیرفضا آن به (Ti − λi) ِ تحدید که هست λi Έی و ست زیرفضا

،i هر یِ ازا به اثبات:

V =
⊕
j

Πi j V, (325)

حاصل- و است، λi j با متناظر Ti یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا آن ِ تصویر که ست ی اف΋نش Πi j که

می΋نم تعریف است. صفر متمایز یِ ها j با یِ ها Πi j ِ ِ-ضرب

Vj1···jk :=

(∏
i

Πi ji

)
V. (326)

ترتیب ِشان ِ-ضرب حاصل- در و میشوند جابِجا هم با ها Πi j پس است. Ti از ͳچندجمل̃ئ Έی Πi j

دارند. را ِ-نظر مˇرد- یِ ویژِگیها λi ji یِ اس΋الرها و زیرفضاها این میشود دیده ͳسادِگ به نیست. مهم

�

است. این قضیه این یِ نتیجه Έی

در میشوند. جابِجا هم با و َند، ژُردان-تجزیه-پذیر اند، LF(V;V) در Tk تا T1 گیرم :99 یِ قضیه

با T ِ تاب΄ ak تا a1 ِ دلبخاه یِ اس΋الرها با متناظر صورت این

T =
k∑

l=1

al Tl (327)

است. ژُردان-تجزیه-پذیر

i هر یِ ازا به میΎیرم. 98 یِ قضیه ِ ش΋ل به را λi ji یِ اس΋الرها و Vj1···jk یِ زیرفضاها اثبات:

می΋نیم تعریف است. پوچ-توان Vj1···jk به (Ti − λi ji) ِ تحدید

λj1···jk =
k∑

l=1

al λl jl . (328)

میشود دیده

T − λj1···jk =

k∑
l=1

al (Tl − λl jl). (329)

که ست ی پوچ-توان یِ تابعها ِ مجموع (چون است پوچ-توان Vj1···jk به راست ِ طرف ِ تحدید

ِ تحدید که است Vj1···jk یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V پس میشوند). جابِجا هم با
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است. پوچ-توان Vj1···jk به (T − Vj1···jk)

�

است. این دˇ-قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

این در میشوند. جابِجا هم با و اند، ِ-ساده شبه- اند، LF(V;V) در Tk تا T1 گیرم :100 یِ قضیه

متناظر که ͳویژِگ این با نوشت، ͳی زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به میشود را V صورت

و ست زیرفضا آن ِ خُد در زیرفضا آن به Ti ِ تحدید ِ تصویر ،i هر یِ ازا به زیرفضاها این از Έی هر با

ِ دلبخاه یِ اس΋الرها با متناظر علاوه، به است. صفر زیرفضا آن به (Ti−λi) ِ تحدید که هست λi Έی

است. ِ-ساده شبه- (327) ِ ش΋ل به T ِ تاب΄ ak تا a1

i هر یِ ازا به میΎیرم. 98 یِ قضیه ِ ش΋ل به را λi ji یِ اس΋الرها و Vj1···jk یِ زیرفضاها اثبات:

است صفر نتیجه در و پوچ-توان (99 یِ قضیه ِ ش΋ل به λj1···jk (با Vj1···jk به (Ti−λi ji) ِ تحدید

نشان این است. صفر هم res[(T −λj1···jk);Vj1···jk ] خاطر ین هم به است). ِ-ساده شبه- Ti (چون

است. ِ-ساده شبه- T م�ͳدهد

�

میشوند. جابِجا هم با و َند، ژُردان-تجزیه-پذیر اند، LF(V;V) در Tk تا T1 گیرم :101 یِ قضیه

صورت این در

sem

(
k∑

l=1

al Tl

)
=

k∑
l=1

al sem(Tl), (330)

nil

(
k∑

l=1

al Tl

)
=

k∑
l=1

al nil(Tl). (331)

میشود دیده می΋نم. تعریف (327) ِ ش΋ل به را T اثبات:

T =

[
k∑

l=1

al sem(Tl)

]
+

[
k∑

l=1

al nil(Tl)

]
. (332)

پس َند. پوچ-توان و ِ-ساده شبه- ترتیب به و میشوند جابِجا هم با راست ِ طرف ِ دوم و اول یِ جمل̃ها

است. T ِ ژُردان یِ تجزیه راست ِ طرف

�

با و اند، ِ-ساده شبه- اند، LF(V;V) در Tk تا T1 و ست؛ باپایان-بˇعدی V گیرم :102 یِ قضیه

اند. قطری ها Ti یِ همه آن در که دارد ای پایه V صورت این در میشوند. جابِجا هم
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ِ اجتماع را ِ-نظر مˇرد- یِ پایه و ببرم کار به را 100 یِ قضیه ِ ح΋م یِ زیرفضاها ست ͳکاف اثبات:

بΎیرم. زیرفضاها این یِ پایِها

�

میشود دیده ͳسادِگ به

Vn تا V1 یِ زیرفضاها ِ ِ-جم΄ حاصل- V و اند LF(V;V) در Tk تا T1 گیرم :103 یِ قضیه

تا T1 صورت این در ست. ͳهمان از ی مضرب Vj به Ti ِ تحدید j هر و i هر یِ ازا به که چنان است،

میشوند. جابِجا هم با Tk

⋆

سرانجام،

T1 میشوند، جابِجا هم با و اند LF(V;V) در Tk تا T1 ست، باپایان-بˇعدی V گیرم :104 یِ قضیه

یِ همه صورت این در نیست. Έی از بزرگتر T1 یِ ویژه-فضاها از Έی Ϳهی ِ بˇعد و است، ِ-ساده شبه-

اند. ِ-ساده شبه- ها Ti

این بر ها Ti یِ همه ِ اثر میشود نتیجه 62 یِ قضیه از است. T1 ِ ویژه-بردار Έی v گیرم اثبات:

می΋ند. قطری را ها Ti یِ همه می΋ند قطری را T1 که ای پایه پس است. v ِ خُد با متناسب بردار

�

ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ تاب΄ 25

بر تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ Έی ِ اثر یا ،LF(V;V) یِ اعضا بر ͳچندجمل̃ئ Έی ِ اثر این از پیش

یا ͳچندجمل̃ئ یِ جا به که چنان دهم، گسترش را تعریف این میخاهم شد. تعریف ILF(V;V) یِ اعضا

رود. کار به ی کلیتر یِ تابعها تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ

است: V یِ ͳخط یِ فضا ِ هیئت F که است، F(F;F) در f ِ تاب΄

می΋نم، تعریف V یِِ دامنه با ͳخط ی تاب΄ را f(T ) است. ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در T گیرم

اگر که ͳویژِگ این با

T v = λ v, (333)
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آنΎاه باشد) λ ِ ویژه-مقدار با T ِ ویژه-بردار v اگر ͳیعن)

[f(T )] v = [f(λ)] v. (334)

که نوشت ͳی بردارها ِ مجموع ِ ش΋ل به ی΋تا) ِ طُر (به میشود را بردار هر است، ِ-ساده شبه- T چون

بر f(T ) ِ اثر ،T یِ ویژه-بردارها بر f(T ) ِ اثر ِ تعیین با پس است. T ِ ویژه-بردار آنها از Έی هر

شده تعریف F ِ کل بر f ندارد ی لزوم تعریف، این یِ برا که میشود دیده است. معلوم بردارها یِ همه

باشد. T یِ ویژه-مقدارها ِ شامل F از ای زیرمجموعه f یِ دامنه است ͳکاف باشد.

برابر ͳیعن است، ژُردان-تجزیه-پذیر اما نیست، ِ-ساده شبه- لزومˆن و است LF(V;V) در T گیرم

از مشتقΎیری اگر است. صفر [S,N ] و است پوچ-توان N و ِ-ساده شبه- S که است، (S +N) با

برابر f ِ خُد با f ِ ت̃یل̃ر ِ بسط اگر و داد، ت̃یل̃ر ِ بسط را f میشد اگر و میداشت، ͳمعن F یِ رو یِ تابعها

میبود: این f(T ) ِ تعریف ِ راه Έی میبود،

f(T ) = f(S +N)

=
n−1∑
k=0

Nk

k!
f (k)(S), (335)

ِ تاب΄ Έی ِ تاب΄ اساس، این بر اند. شده تعریف (334) با S یِ تابعها و است، N یِ ͳپوچ-توان n که

می΋نم. تعریف چنین را ژُردان-تجزیه-پذیر یِ ͳخط

یِ ویژه-مقدارها یِ مجموعه از f ِ تاب΄ است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم

از ی بعض یِ برا هم f (k) یِ تابعها و شده، تعریف (V یِ ͳخط یِ فضا با متناظر ِ (هیئت F به T

یِ ͳپوچ-توان اگر و است، ͳطبیع ِ عدد Έی k اند. شده تعریف F در مقدار با و T یِ ویژه-مقدارها

صورت این در باشد. شده تعریف λ در باید f (k) باشد، k از بزرگتر eker(T − λ) به nil(T ) ِ تحدید

می΋نم تعریف

[f̃(T )] vλ =

nλ−1∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[f (k)(λ)] vλ. (336)

eker(T −λ) به nil(T ) ِ تحدید یِ ͳپوچ-توان nλ و است، eker(T −λ) در vλ است، f ان هم f (0)

است.

میشود میدهد. نشان را ͳخط ِ تاب΄ Έی بر تابعها از خانواده Έی ِ اثر واق΄ در (336) یِ رابطه

آن مرتبه) ͳکاف ِ تعداد (به باشد مشتق-پذیر واقعˆن f اگر گرفت. f یِ صوری یِ مشتقها را ها f (k)
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نباشد ی ابهام جا هر پس این از هم، این جز برد. کار به را f(T ) ِ خُد f̃(T ) یِ جا به میشود وقت

وجود) ِ صورت (در ژُردان یِ تجزیه که آنجا از ضمنَن میبرم. کار به را f(T ) ِ خُد f̃(T ) یِ جا به

نوشت. هم چنین میشود را (336) است. بیئ̃بهام (336) ِ تعریف ست، ی΋تا

[f(T )] vλ =

∞∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[f (k)(λ)] vλ. (337)

یِ برا است. پوچ-توان nil(T ) چون است، باپایان بالا یِ جم΄-بندی ِ ناصفر یِ جمل̃ها ِ تعداد البته

دلبخاه، یِ v

[f(T )] v =
∑
λ

∞∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[f (k)(λ)] δ̃T−λ v. (338)

یِ اضافه به m از که ͳی ها n و یˆند T ِ ویژه-مقدار که ͳی ها λ یِ ازا به f (n)(λ) گیرم سرانجام،

صورت این در باشد. شده تعریف نیستند بزرگتر eker(T − λ) به nil(T ) ِ تحدید یِ ͳپوچ-توان

می΋نم. تعریف چنین را (T بر f ِ ُم m ِ نمادین ِ مشتق ِ (اثر (Dm f)(T )

[(Dm f)(T )] v =
∑
λ

∞∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[f (k+m)(λ)] δ̃T−λ v. (339)

T1 ِ تاب΄ Έی f(T1) است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T1 گیرم :105 یِ قضیه

اگر میشود. جابِجا f(T1) با T2 صورت این در میشود. جابِجا T1 با و است LF(V;V) در T2 و است،

جابِجا g(T2) با f(T1) آنΎاه باشد، T2 ِ تاب΄ Έی g(T2) و ژُردان-تجزیه-پذیر هم T2 این بر علاوه

میشود.

با T2 و است، T2 یِ ناوردا یِ ویژه-فضا Έی T1 یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها از Έی هر اثبات:

میΎیرم. λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T1 یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی را v میشود. جابِجا nil(T1)

میشود دیده

T2 [f(T1)] v = T2

∞∑
k=0

[nil(T1)]
k

k!
[f (k)(λ)] v,

=
∞∑
k=0

[nil(T1)]
k

k!
[f (k)(λ)]T2 v,

= [f(T1)]T2 v. (340)

ست ͳکاف هم ح΋م یِ باقͳ-مانده ِ اثبات یِ برا میشود. جابِجا T2 با f(T1) میشود معلوم اینجا از

شود. جایΎزین [T2, f(T1), g] با (T1, T2, f)
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�

ͳچندجمل̃ئ) (141) و (139) یِ تعریفها با (336) ِ تعریف یِ رابطه که است این میمانَد که ی سئال

میدهد. جواب سئال این به زیر یِ قضیه چیست. (ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ یا

F بر ͳچندجمل̃ئ Έی f است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :106 یِ قضیه

در zi که میئاید دست به ترتیب این به که است، f ِ ُم k یِ صوری ِ مشتق f (k) و است، (V ِ (هیئت

(336) و (139) یِ تعریفها صورت این در شود. جایΎزین i[(i− 1) · · · (i− k+1)] zi−k با f(z)

sem(T ) آنΎاه باشد، نات΋ین sem(T ) اگر میΎذارم.) را f ان هم f̃ یِ جا به ،(336) (در َند. ی΋سان

(141) یِ تعریفها باشد، F\{0} بر تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ Έی f اگر و َند وارون-پذیر V در T و

َند. ی΋سان (336) و

اگر میشود: انجام ͳدˇجمل̃ئ ِ بسط یِ قضیه از استفاده با ͳسادِگ به اثبات چندجمل̃ئیها، ِ مˇرِد در اثبات:

،(139) ِ تعریف با باشد، LF(V;V) در N و ͳنامنف ِ ΀صحی ِ عدد Έی j

(λ+N)j =

j∑
k=0

j · · · (j − k + 1)

k!
λj−k Nk. (341)

،(139) ِ تعریف با باشد، ͳنامنف و ΀صحی j و باشد eker(T − λ) در v اگر ترتیب، این به

T j v =

j∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[j · · · (j − k + 1)λj−k] v. (342)

ͳسادِگ به باشد، نات΋ین sem(T ) اگر است. (336) ِ ش΋ل به T j v ِ تعریف هم راست ِ طرف

ِ وارون یˆش ویژه-مقدارها و ،sem(T ) یِ ویژه-فضاها ان هم یˆش ویژه-فضاها که ی تاب΄ میشود دیده

یِ چندجمل̃ئیها و T ِ وارون ِ مˇرِد در است. sem(T ) ِ وارون اند، sem(T ) ِ متناظر یِ ویژه-مقدارها

باشد، پوچ-توان N و نباشد صفر λ اگر که شود توجه این به ست ͳکاف هم تعمیم-یافته

(λ+N)−1 =
∞∑
k=0

λ−1−k (−N)k. (343)

یِ سری است، پوچ-توان N چون داد. نشان (λ + N) در دˇ-طرف ِ ضرب-کردن با میشود را این

ِ دˇ-طرف نمیئاید. پیش ͳرایΎهم یِ مسئله و است ناصفر یِ جمله ی باپایان ِ تعداد ِ شامل راست ِ طرف

میشود نتیجه میرسانم. ست) ͳنامنف و ΀صحی (که j ِ توان به را بالا یِ رابطه

(λ+N)−j =
∞∑
k=0

(k + 1) · · · (k + j − 1)

(j − 1)!
λ−j−k (−N)k. (344)
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از استفاده با و j بر استقرا Έی با میشود را این

n∑
k=0

(k + 1) · · · (k + j − 1) =

n∑
k=0

(k + 1) · · · (k + j)− k · · · (k + j − 1)

j
,

=
(n+ 1) · · · (n+ j − 1)

j
(345)

میشود نتیجه داد. نشان

(λ+N)−j =
∞∑
k=0

j · · · (j + k − 1)

k!
λ−j−k (−N)k. (346)

ͳنامنف و ΀صحی j و ،λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا در v اگر ترتیب، این به

،(141) ِ تعریف با باشد،

T−j v =

∞∑
k=0

[nil(T )]k

k!
[(−j) · · · (−j − k + 1)λ−j−k] v. (347)

است. (336) ِ ش΋ل به T−j v ِ تعریف هم راست ِ طرف

�

میشود دیده ͳسادِگ به همچنین،

F بر ͳچندجمل̃ئی Έی f است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :107 یِ قضیه

در zi که میئاید دست به ترتیب این به که است، f ِ ُم k یِ صوری ِ مشتق f (k) و است، (V ِ (هیئت

ِ اثر با برابر (Dm f)(T ) صورت این در شود. جایΎزین i[(i− 1) · · · (i− k + 1)] zi−k با f(z)

باشد تعمیم-یافته یِ ͳچندجملئ Έی f و وارون-پذیر T اگر نتیجه این است. T بر f ِ ُم m ِ مشتق

است. درست هم

⋆

T ِ تاب΄ Έی f(T ) و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :108 یِ قضیه

ِ ویژه-بردار Έی v آنΎاه باشد، λ ِ ویژه-مقدار با T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی v اگر است.

λ ِ ویژه-مقدار با T ِ ویژه-بردار Έی v اگر بود. خاهد f(λ) ِ ویژه-مقدار با f(T ) یِ تعمیم-یافته

بود. خاهد f(λ) ِ ویژه-مقدار با f(T ) ِ ویژه-بردار Έی v آنΎاه باشد،

میشود دیده (336) از میΎیرم. λ ِ ویژه-مقدار با T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی را v اثبات:

[f(T )− f(λ)] v =
n−1∑
k=1

[nil(T )]k

k!
[f (k)(λ)] v, (348)
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است. λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا به nil(T ) ِ تحدید یِ ͳپوچ-توان n که

ترتیب، این به

[f(T )− f(λ)]n v = 0. (349)

است. صفر آن بر nil(T ) ِ اثر و است ی΋سان آن بر sem(T ) و T ِ اثر آنΎاه باشد، T ِ ویژه-بردار v اگر

میشود. صفر (348) ِ راست ِ طرف ترتیب این به

�

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

T ِ تاب΄ Έی f(T ) و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :109 یِ قضیه

و است ژُردان-تجزیه-پذیر f(T ) صورت این در است.

sem[f(T )] = f [sem(T )]. (350)

⋆
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ͳماتریس ِ نمایش

ماتریس و ͳستون ِ بردار 26

است: آن یِ پایه Έی e و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

مینویسم. زیر ِ ش΋ل به را بسط این داد. بسط پایه این ِ حسب بر میشود را V در v ِ بردار

v = vi ei. (351)

و Έی و بالانویس، ِ ش΋ل به بار Έی تنها و Έی شاخصی اگر رفته: کار به اَینشْتَین ِ ِ-جم΄ قرارداد-

است: شده انجام جم΄ شاخص آن یِ رو که است این منظور باشد، آمده زیرنویس ِ ش΋ل به بار Έی تنها

A···i···
···i··· :=

∑
i

A···i···
···i··· . (352)

میΎویم. v یِ (ͳماتریس یِ عنصرها (یا مئلف̃ها ها vi به

نوشت: میشود هم پایه یِ بردارها ِ خُد یِ برا را (351) یِ رابطه

ei = δji ej , (353)

یا

(ei)
j = δji , (354)
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است: کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا δij که

δij =


0, i ̸= j

1, i = j

. (355)

ِ ش΋ل به e یِ پایه در یˆش مئلفه�ها ِ حسب بر میشود را v ِ بردار

mat(v; e) =


v1

...

vn

 (356)

کار به mat(v; e) یِ جا به هم v ِ خُد یا mat(v) ͳسادِگ یِ برا گاه است. V ِ بˇعد n که داد، نمایش

ͳیعن آن یِ ͳماتریس ِ نمایش نتیجه در دارد، ͳΎ̃بست انتخاب-شده یِ پایه به v یِ مئلف̃ها البته میرود.

دارد. ͳبسته�گ پایه به هم mat(v; e)

یِ پایه Έی f و V یِ پایه Έی e و َند، ی΋سان ِ هیئت با باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Wدˇ و V

است: W

میشود: مشخص V یِ پایه Έی بر َش اثر با LF(W;V) در T ِ تاب΄

T ei =: T a
i fa. (357)

با mat(T ; f, e) به میΎویند. T یِ ͳماتریس یِ عنصرها ها T a
i به

mat(T ; f, e) =


T 1

1 · · · T 1
n

...
. . .

...

T p
1 · · · T p

n

 (358)

که است رˇشن است. W ِ بˇعد p و ،V ِ بˇعد n میΎویند. e و f یِ پایه در ،T با متناظر ِ ماتریس هم

هم T ِ خُد یا mat(T ) ͳسادِگ یِ برا اما دارند، ͳΎ̃بست انتخاب-شده یِ پایه به T ِ ماتریس یِ عنصرها

و لاتین، یِ ͳمیان یِ حرفها با را V با متناظر یِ شاخصها اینجا میرود. کار به mat(T ; f, e) یِ جا به

ام. داده نشان لاتین یِ ͳابتدای یِ حرفها با را W با متناظر یِ شاخصها

نوشت. میشود هم طُر این را (357) یِ رابطه

T a
i = (T ei)

a. (359)

شود. نشانده (T ei) یِ مئلف̃ها i ِ ستون در که میئاید دست به چنین T با متناظر ِ ماتریس ͳیعن
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است: LF(W;V) در T

است. چنین T یِ برا ͳماتریس ِ نمایش Έی باشد، آن یِ پایه Έی e و باپایان-بˇعدی V اگر

mat(T ; e) =

(
T1 · · ·Tn

)
, (360)

و است V ِ بˇعد n که

Ti = T ei. (361)

است. چنین T یِ برا ͳماتریس ِ نمایش Έی باشد، آن یِ پایه Έی f و باپایان-بˇعدی W اگر

mat(T ; f) =


T 1

...

T p

 , (362)

و است W ِ بˇعد p که

T = fa T
a. (363)

ماتریسها ِ ضرب 27

است. V در v و یˆند، باپایان-بˇعدی W و V است، LF(W;V) در T گیرم :110 یِ قضیه

T ِ ماتریس یِ عنصرها و ،f یِ پایه در (T v) یِ مئلف̃ها ،e یِ پایه در v یِ مئلف̃ها ِ بین صورت این در

است. برقرار رابطه این پایِها ین هم در

(T v)a = T a
i v

i. (364)

رود. کار به T ِ خطͳ-بودن و (357) و شود داده بسط e یِ پایه ِ حسب بر v است ͳکاف اثبات:

�
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ِ ش΋ل به را (364) یِ رابطه
(T v)1

...

(T v)p

 =


T 1

1 · · · T 1
n

...
. . .

...

T p
1 · · · T p

n




v1

...

vn

 (365)

به (ͳستون ِ (ماتریس بردار Έی در ماتریس Έی ِ ضرب ِ تعریف ِ تُجیه واق΄ در این مینویسند. هم

ِ بردار Έی در میشود را p × n ِ ماتریس Έی که ش΋ل این به ͳیعن است. (364) ِ خاص ِ ش΋ل

(p× 1 ِ ماتریس Έی ͳیعن) ͳمئلف̃ئ p ِ بردار Έی و کرد ضرب (n× 1 ِ ماتریس Έی ͳیعن) ͳمئلف̃ئ n

ماتریس ُم̮ a ِ سطر یِ مئلف̃ها که میشود حساب ش΋ل این به حاصل ِ بردار ِ ُم a یِ مئلفه آورد؛ دست به

شود. جم΄ هم با ِ-ضربها حاصل- یِ همه و شود ضرب اولیه ِ بردار یِ مئلف̃ها در نظیر به نظیر

با متناظر یِ ماتریسها ِ بین ای رابطه چه شده، تعریف (T S) و یˆند ͳخط ͳی تابعها S و T ی وقت

هست؟ (T S) و T و S

Wباپایان- و V و U یِ فضاها و است، LF(W;V) در T و LF(V;U) در S گیرم :111 یِ قضیه

صورت، این در یˆند. بˇعدی

(T S)aα = T a
i S

i
α. (366)

میشود دیده میΎیرم. U یِ پایه Έی را d اثبات:

(T S)aα = (T S dα)
a,

= T a
i (S dα)

i,

= T a
i S

i
α. (367)

�

:ͳماتریس ِ ضرب ِ تعریف جز نیست ی چیز هم رابطه این
(T S)11 · · · (T S)1m

...
. . .

...

(T S)p1 · · · (T S)pm

 =


T 1

1 · · · T 1
n

...
. . .

...

T p
1 · · · T p

n




S1

1 · · · S1
m

...
. . .

...

Sn
1 · · · Sn

m

 .

(368)
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یِ سطرها ِ تعداد با T یِ ستونها ِ تعداد که میشود تعریف ی زمان (T S) یِ ͳماتریس ِ ِ-ضرب حاصل-

T ِ ماتریس ِ a ِ سطر یِ عنصرها ،(T S)aα ِ به-دست-آوردن یِ برا صورت این در باشد. برابر S

میشود. جم΄ هم با ِ-ضربها حاصل- و ضرب، S ِ ماتریس یِ α ِ ستون یِ عنصرها در نظیر به نظیر

میشود دیده ͳسادِگ به

است. چنین 1V با متناظر ِ ماتریس آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی یِ فضا Έی V اگر :112 یِ قضیه

(1V)
i
j = δij . (369)

⋆

یِ همه و ،Έی یˆش قطری یِ عنصرها یِ همه که ی ماتریس میΎویند: (ی΋ه) واحد ِ ماتریس این، به

است. صفر یˆش ناقطری یِ عنصرها

که است این 112 و 111 یِ قضیِها ِ مستقیم یِ نتیجه

یِ برا ͳی پایِها با متناظر ست. باپایان-بˇعدی dom(T ) و ͳخط ِ تاب΄ Έی T گیرم :113 یِ قضیه

،img(T ) و dom(T )

آنΎاه باشد، T ِ راست ِ وارون Έی S اگر a

T a
i S

i
b = δab . (370)

آنΎاه باشد، آن ِ وارون T−1 و باشد وارون-پذیر T گر ا b

T a
i (T

−1)ib = δab ,

(T−1)ia T
a
j = δij . (371)

⋆

پایه ِ تغییر 28

اینها ِ بین یِ رابطه اینجا دارند. ͳΎ̃بست پایه به ͳخط یِ تابعها یِ ͳماتریس یِ عنصرها و بردارها یِ مئلف̃ها

میشود. ͳبررس مختلف یِ پایه دˇ ِ بین یِ رابطه ابتدا میئاید. دست به مختلف یِ پایِها در
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این در است. آن یِ پایه Έی e و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :114 یِ قضیه

که باشد ILF(V;V) در Λ Έی اگر تنها و اگر است، V یِ پایه Έی V بر e′ یِ برداری ِ تاب΄ صورت

Λ ◦ e = e′. (372)

و img(e) یِ اعضا ِ تعداد با برابر img(e′) یِ اعضا ِ تعداد هست. ی چنین-تاب΄ گیرم اثبات:

e′ دهم نشان ست ͳکاف است، پایه e′ دهم نشان که این یِ برا پس است. V ِ بˇعد با برابر نتیجه در

است: صفر e′ از ͳخط ِ ترکیب Έی گیرم است. خطͳ-مستقل

ci e′i = 0. (373)

میشود نتیجه

Λ(ci ei) = 0, (374)

است، وارون-پذیر Λ چون و

ci ei = 0. (375)

e′ پس َند. صفر ها ci میشود نتیجه بالا یِ رابطه از است، خطͳ-مستقل نتیجه در و پایه e چون

است. پایه بنابراین و خطͳ-مستقل

با را LF(V;V) در Λ یِ ͳخط ِ تاب΄ است. پایه e′ گیرم برع΋س،

Λ ei = e′i (376)

صفر v = vi ei ِ بردار بر تاب΄ این ِ اثر گیرم است. وارون-پذیر (Λ,V) میدهم نشان می΋نم. تعریف

صورت، این در است.

vi e′i = 0. (377)

ست ͳبدیه Λ یِ هسته بنابراین َند. صفر ها vi یِ همه پس است، خطͳ-مستقل نتیجه در و پایه e′ اما

است. وارون-پذیر (Λ,V) و

�

(372) یِ نتیجه Έی میΎویند. (e′ یِ پایه به e یِ پایه (از ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ (372) در Λ ِ تاب΄ به
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که است این

e′i = Λj
i ej , (378)

ei = (Λ−1)ji e
′
j , (379)

یِ پایه در هر-دˇ اند، Λ−1 یِ ͳماتریس یِ عنصرها ها (Λ−1)ij و ،Λ یِ ͳماتریس یِ عنصرها ها Λi
j که

:e

Λj
i = matji(Λ; e, e).

(Λ−1)ji = matji(Λ
−1; e, e). (380)

این به میشود را (372) اما میئاید. دست به (371) از استفاده با و (378) یِ رو از (379) یِ رابطه

نوشت. هم ش΋ل

e = Λ−1 ◦ e′, (381)

یا

ei = (Λ−1) e′i, (382)

میشود نتیجه آن از که

ei = (Λ−1)ȷ
′

ı′ e
′
j . (383)

اند: e′ یِ پایه در Λ−1 یِ ͳماتریس یِ عنصرها ها (Λ−1)ı
′
ȷ′

(Λ−1)ı
′

ȷ′ = matij(Λ
−1; e′, e′). (384)

میدهد نشان (383) و (379) یِ مقایسه

دˇ-پایه این در ،e′ یِ پایه به e یِ پایه از تغییرِپایه ِ تاب΄ یِ ͳماتریس یِ عنصرها :115 یِ قضیه

َند. ی΋سان

⋆

میΎوید 115 یِ قضیه میدهم. نشان CB(e′; e) با را e′ به e یِ پایه از ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄

mat[CB(e′; e); e′, e′] = mat[CB(e′; e); e, e]. (385)
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یند. فضا این یِ پایه دˇ e′ و e و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :116 یِ قضیه

است. برقرار این e′ و e یِ پایِها در V در v ِ بردار یِ مئلف̃ها ِ بین

vj = Λj
i v

ı′ ,

vı
′
= (Λ−1)ij v

j , (386)

ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ یِ مئلف̃ها Λiها
j و ،e′ یِ پایه در v یِ مئلف̃ها ها vı′ و e یِ پایه در v یِ مئلف̃ها ها vi که

اند. (e′ یا e یِ پایه (در e′ به e از

میشود دیده اثبات:

v = vı
′
e′i, (387)

= vı
′
Λj

i ej . (388)

ِ اول یِ رابطه اینجا از است. vj آخر ِ عبارت در ej ِ ضریب رفته. کار به (378) دوم یِ تساوی در

است. مشابه کاملَن هم دوم یِ رابطه ِ اثبات میشود. نتیجه قضیه ِ ح΋م

�

نوشت. چنین میشود را بالا یِ قضیه ِ ح΋م

mat(v, e) = {mat[CB(e′, e); e, e]} [mat(v, e′)],

= {mat[CB(e′, e); e′, e′]} [mat(v, e′)],

mat(v, e′) = {mat[CB(e′, e); e, e]}−1 [mat(v, e)],

= {mat[CB(e′, e); e′, e′]}−1 [mat(v, e)]. (389)

بردار این آنΎاه شود، ساخته ͳستون ِ بردار Έی e′ یِ پایه در v یِ مئلف̃ها از اگر ͳیعن ͳماتریس ِ ش΋ل به

یِ مئلف̃ها از حاصل یِ ͳستون ِ بردار در ِ-پایه، تغییر- ِ ماتریس ِ وارون ِ ِ-ضرب حاصل- با است برابر

:e یِ پایه در v

v′ = Λ−1 v. (390)
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(v′ و v) بردار دˇ که آید پیش تصور این است مم΋ن که این آن و دارد خطر Έی نوشتن ِ ش΋ل این البته

آن. از ͳماتریس ِ نمایش دˇ و هست بردار Έی واقعˆن که ی حال در است؛ کار در

عوض را دامنه یِ پایه هم میشود هست: ی بیشتر ِ اختیار ،ͳخط یِ تابعها یِ برا پایه ِ انتخاب در

ندارند. هم به ی ارتباط ِ-پایه دˇ-تغییر- این و را، تصویر یِ پایه هم و کرد

e′ و e و َند، ی΋سان یِ هیئتها با باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا دو W و V گیرم :117 یِ قضیه

صورت، این در اند. W یِ پایه دˇ f ′ و f و V یِ پایه دˇ

T a′

ı′ = (M−1)ab T
b
j Λ

j
i, (391)

ِ ِ-پریم بدون- یِ مئلف̃ها و ،e′ و f ′ یِ پایِها در T یِ ͳماتریس یِ عنصرها T ِ پریمدار یِ مئلف̃ها که

ِ تاب΄ یِ ͳماتریس یِ عنصرها ها Λi
j اند. e و f یِ پایِها در تاب΄ همین یِ ͳماتریس یِ عنصرها T

از ِ-پایه تبدیل- ِ تاب΄ یِ ͳماتریس یِ عنصرها Maها
b و ،(e′ یا e یِ پایه (در e′ به e از ِ-پایه تبدیل-

اند. (f ′ یا f یِ پایه (در f ′ به f

،(378) و ،116 یِ قضیه ،(359) ترتیب به از استفاده با اثبات:

T a′

ı′ = (T eı′)
a′
,

= (M−1)ab (T eı′)
b,

= (M−1)ab Λ
j
i (T ej)

b. (392)

�

نوشت. چنین میشود هم را قضیه این ِ ح΋م

mat(T ; f ′, e′) = {mat[CB(f ′; f); f, f ]}−1 [mat(T ; f, e)] {mat[CB(e′; e); e, e]},

= {mat[CB(f ′; f); f, f ]}−1 [mat(T ; f, e)] {mat[CB(e′; e); e′, e′]},

= {mat[CB(f ′; f); f ′, f ′]}−1 [mat(T ; f, e)] {mat[CB(e′; e); e, e]},

= {mat[CB(f ′; f); f ′, f ′]}−1 [mat(T ; f, e)] {mat[CB(e′; e); e′, e′]},

(393)

یِ بسته ِ ش΋ل به اشتباه، ِ خطر ِ قبول با یا،

T ′ = M−1 T Λ. (394)
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باشد. آن یِ دامنه یِ زیرفضا تاب΄ ِ تصویر که است ی زمان بالا یِ قضیه ِ خاص ِ حالت Έی

است مم΋ن مثلَن شود. انتخاب ی متفاوت یِ پایِها تصویر و دامنه یِ برا است مم΋ن این ِ وجود با

صورت این در است. برابر span(e) با span(e′) چند هر شود، گرفته e′ تصویر یِ پایه و e دامنه یِ پایه

بود: خاهند ِ-پریم بدون- تاب΄ این ِ پایین یِ شاخصها و پریمدار، T ِ تاب΄ یِ بالا یِ شاخصها

T ı′
j = (Λ−1)ik T

k
j . (395)

همچنین،

T i
ȷ′ = T i

k Λ
k
j . (396)

کار به ͳهمان ِ تاب΄ یِ برا و ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ ِ خُد یِ برا میشود را ِ-پایِها تغییر- این سرانجام،

میشود نتیجه برد.

Λi
j = Λı′

ȷ′ ,

= 1iȷ′ . (397)

(Λ−1)ij = (Λ−1)ı
′

ȷ′ ,

= 1ı
′

j .

Λı′
j = (Λ−1)iȷ′ ,

= 1ij ,

= 1ı
′

ȷ′ . (398)

Λi
ȷ′ = (Λ2)ij ,

= (Λ2)ı
′

ȷ′ . (399)

(Λ−1)ı
′

j = (Λ−2)ij ,

= (Λ−2)ı
′

ȷ′ . (400)

نوشت: ش΋ل این به میشود را 117 و 116 یِ قضیِها یِ ح΋مها رابط̃ها، این از استفاده با

vı
′
= (1V)

ı′
j v

j . (401)

T a′

ı′ = (1W)a
′

b T
b
j (1V)

j
ı′ . (402)
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.ͳهمان یِ تابعها ِ مناسب یِ ͳماتریس یِ عنصرها ِ وارد-کردن مΎر نیست ی چیز ِ-پایه تغییر- واق΄ در

تغییر ت΋راری یِ شاخصها یِ رو ِ جم΄ کار این با که است آن تغییرِپایه ِ مورد در مهم یِ ن΋ته Έی

ͳیعن نمی΋ند.

A···ı′···
···ı′··· = A···i···

···i··· . (403)

است. شده عوض i یِ ت΋راری ِ شاخص با متناظر یِ پایه فقط رابطه این در
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ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ Wحاصل- و ،Vl تا V1 ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V و است LF(W;V) در T گیرم

مینویسم. چنین را T یِ ͳماتریس ِ ش΋ل است. Wk تا W1

mat(T ) =


TW1V1 · · · TW1Vl

...
. . .

...

TWkV1 · · · TWkVl

 . (404)

ِ تاب΄ Έی mat(T ) یِ مئلف̃ها از Έی هر که است این ͳقبل یِ ماتریسها با ͳماتریس ِ نمایش این ِ تفاوت

و می΋ند اثر V در v بر بالا ِ ماتریس است. Wi به Vj از ͳخط ِ تاب΄ Έی TWiVj
عدد. نَ ست ͳخط

است. چنین اثر این یِ ͳماتریس ِ ش΋ل میدهد. را W در w
wW1

...

wWk

 =


TW1V1 · · · TW1Vl

...
. . .

...

TWkV1 · · · TWkVl




vV1

...

vVl

 . (405)

یِ مئلف̃ها که این جز ست؛ ͳمعمول ِ بردار Έی در ͳمعمول ِ ماتریس Έی ِ ضرب ِ شبیه کاملَن ضرب این

این ِ خاص ِ حالت Έی باشند. Έی l یا k است مم΋ن َند. بردار و ͳخط ِ تاب΄ بردار، و ماتریس

این صورت این در باشند. یΈ-بˇعدی ها Wi و ها Vj یِ همه که ست ی حالت ،ͳماتریس ِ نمایش

است. ͳمعمول یِ ͳماتریس ِ نمایش ان هم ͳماتریس ِ نمایش

است: LF(W;V) در هسته-جدا ِ تاب΄ Έی T

تاب΄ این یِ ͳماتریس ِ نمایش Έی

T =

(
res[T ; edom(T )] 0

)
(406)
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ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به V حالت این در است. LF[W; ker(T )] ِ صفر 0 که است،

شده. نوشته ker(T ) و edom(T )

حاصل- ِ ش΋ل به هم را تصویر ِ شامل یِ فضا میشود ،LF(V;V) در T یِ هسته-جدا ِ تاب΄ یِ برا

ش΋ل این به T یِ ͳماتریس ِ نمایش Έی ترتیب، این به نوشت. ker(T ) و edom(T ) ِ مستقیم ِ ِ-جم΄

است.

T =

ess(T ) 0

T̂ 0

 . (407)

همچنین،

PJ edom(T ),ker(T ) =

1 0

0 0

 . (408)

1− PJ edom(T ),ker(T ) =

0 0

0 1

 . (409)

cor(T ) = PJ edom(T ),ker(T ) T,

=

ess(T ) 0

0 0

 . (410)

T − cor(T ) = [1− PJ edom(T ),ker(T )]T,

=

0 0

T̂ 0

 . (411)

یِ زیرفضاها خاص: یِ پایِها خطͳدر ِ یΈتاب΄ ماتریسͳیِ ِ نمایش 30

ͳژُردان ِ ش΋ل و قطری، ِ ش΋ل ناوردا،

LF(V;V) در T گیرم یˆند. باپایان-بˇعدی میروند کار به بخش این در که ͳی ͳخط یِ فضاها یِ همه

V1 ⊕ · · · ⊕ Vi یِ زیرفضاها از Έی هر که است، Vk تا V1 ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V و است
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{1, . . . n1} به َش تحدید که میΎیرم V یِ برا پایه Έی است. T تحتِ V یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی

مثلَن است. . . . و ،V2 یِ برا پایه Έی {n1 + 1, . . . , n1 + n2} به َش تحدید ،V1 یِ برا پایه Έی

است. چنین پایه این در T یِ ͳماتریس ِ نمایش ،k = 3 ِ حالت در

mat(T ) =


TV1V1 TV1V2 TV1V3

0V2V1
TV2V2

TV2V3

0V3V1 0V3V2 TV3V3

 . (412)

یˆش مئلف̃ها یِ همه که است ni × nj ِ ماتریس Έی 0ViVj و است، ni × nj ِ ماتریس Έی TViVj

از Έی هر (اگر میΎویند. ͳبالا-مثلث-ͳ΋ُبل ِ ماتریس Έی ش΋ل، این با T ِ ماتریس به َند. صفر

ِ نمایش است، V ِ بˇعد n که میبود، T تحتِ V یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی Vi⊕· · ·⊕Vk یِ زیرفضاها

میشد.) ͳپایین-مثلث-ͳ΋ُبل T یِ ͳماتریس

هر یِ ازا به که باشد داشته e یِ پایه Έی V ͳیعن باشند، یΈ-بˇعدی بالا یِ زیرفضاها یِ همه گیرم

باشد: T ِ تحت V یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی span{e1, . . . , ei} یِ زیرفضا i

[T (span{e1, . . . , ei})] ⊑ (span{e1, . . . , ei}), (413)

آن با همى˘رز یا

(T ei) ∈ (span{e1, . . . , ei}). (414)

که دارد را ͳویژِگ این پایه این در T یِ ͳماتریس ِ نمایش

T i
j = 0, i > j. (415)

میبود، span{ei, . . . , en} در T ei ِ بردار i هر یِ ازا به (اگر میΎویند. ͳبالا-مثلث ی ماتریس چنین به

ِ نمایش ،dim(V) = 3 ِ حالت یِ برا مثلَن میشد.) ͳپایین-مثلث ماتریس است، V ِ بˇعد n که

میشود پایه این در T یِ ͳماتریس

mat(T ) =


T 1

1 T 1
2 T 1

3

0 T 2
2 T 2

3

0 0 T 3
3

 . (416)
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ها Vi یِ همه و است، Vk تا V1 ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V و است LF(V;V) در T گیرم

،V1 یِ برا پایه Έی {1, . . . n1} به َش تحدید که میΎیرم V یِ برا پایه Έی یˆند. ناوردا T ِ تحت

،k = 3 ِ حالت در مثلَن است. . . . و ،V2 یِ برا پایه Έی {n1 + 1, . . . , n1 + n2} به َش تحدید

است. چنین پایه این در T یِ ͳماتریس ِ نمایش

mat(T ) =


TV1V1 0V1V2 0V1V3

0V2V1 TV2V2 0V2V3

0V3V1 0V3V2 TV3V3

 . (417)

در و است LF(V;V) در T گیرم میΎویند. بلͳ΋ُ-قطری ِ ماتریس Έی ش΋ل، این با T ِ ماتریس به .

،i هر یِ ازا به ͳیعن ست، قطری e یِ پایه

T ei = λi ei. (418)

َند. ش΋ل این به پایه این در T یِ ͳماتریس یِ عنصرها میشود دیده

T i
j = λj δ

i
j , (419)

از هم ست قطری e یِ پایه در T که اصطلاح این َند. صفر ماتریس این یِ ناقطری یِ عنصرها ͳیعن

مینویسند. هم ش΋ل این به را بالا یِ رابطه است. آمده جا ین هم

mat(T ) = diag(λi, . . . , λn), (420)

متمایز لزومˆن ها λi) است. λi َش قطر ِ ُم i ِ عنصر که ͳی قطری ِ ماتریس ͳیعن diag(λ1, . . . , λn)

T یِ ͳماتریس ِ نمایش ،dim(V) = 3 اگر مثلَن میΎویم. λn تا λ1 یِ قطری ماتریس این به نیستند.)

میشود پایه این در

mat(T ) =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 , (421)

یا

mat(T ) =


T 1

1 0 0

0 T 2
2 0

0 0 T 3
3

 . (422)
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یِ فضاها ی چنین-حالت در شد معلوم است. ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم

{[(i, r, s, j), ei,r,s,j ] | s} یِ پایه بر T ِ اثر علاوه، به یˆند. T ِ Vتحت یِ ناوردا یِ Vi,r,r,jزیرفضاها

است. چنین Vi,r,r,j از

T ei,r,1,j = λi ei,r,1,j . (423)

T ei,r,s,j = λi ei,r,s,j + ei,r,s−1,j , 1 < s ≤ r. (424)

ِ Έُبل و است، بلͳ΋ُ-قطری T ِ ماتریس میئاید. دست به پایه این در T یِ ͳماتریس ِ نمایش اینها از

ِ قطر یِ بالا قطر Έی یِ عنصرها اند، λi یˆش قطری یِ عنصرها که است ش΋ل این به V1,r,r,j با متناظر

تجزیه Vi,r,r,j ِ نُ΄ از زیرفضا سه به V که ی حالت یِ برا مثلَن َند. صفر عنصرها یِ بقیه و اند، 1 ͳاصل

ی Έی و ،µ ِ ویژه-مقدار با متناظر دˇ-بˇعدی ی Έی ،λ ِ ویژه-مقدار با متناظر سه-بˇعدی ی Έی شود،

میشود T یِ ͳماتریس ِ نمایش ،ν ِ ویژه-مقدار با متناظر یΈ-بˇعدی

mat(T ) =



λ 1 0 0 0 0

0 λ 1 0 0 0

0 0 λ 0 0 0

0 0 0 µ 1 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 ν


. (425)

میΎویند. ͳژُردان ِ ش΋ل ،ͳماتریس ِ نمایش این به
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ͳچند-خط ِ تاب΄ ،ͳخط یِ یΈفضا ِ دˇگان

ͳخط یِ یΈفضا ِ دˇگان 31

است: F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V

اَش پایه را {(1, 1)} میشود مثلَن است. F ِ هیئت با یΈ-بˇعدی یِ ͳخط یِ یΈفضا َش خُد هیئت این

LF(F;V) ِ عضو هر به جمله از میΎویند. ͳتابع باشد، هیئت Έی در َش مقدار که ی تاب΄ هر به گرفت.

فقط می΋ند، متمایز دیΎر یِ ͳخط یِ تابعها از را ͳخط یِ ͳتابع چه آن میΎویند. ͳخط یِ ͳتابع Έی

،ͳکل ِ طُر به ͳخط یِ ِتابعها مثل هم این�جا است. عدد بردارها بر ͳخط یِ ͳتابع هر ِ اثر که است این

میΎویند. اولیه یِ ͳخط یِ فضا ِ دˇگان فضا این به ساخت. ͳخط یِ فضا Έی ͳخط یِ تابعیها از میشود

میدهم: نشان V∗ با را V ِ دˇگان

V∗ = LF(F;V). (426)

میΎویند. هم همبردار V∗ یِ (بردارها) اعضا به

است: V∗ یِ زیرمجموعه Έی S و ست ͳخط یِ فضا Έی V

صفر آنها بر S یِ اعضا یِ همه ِ اثر که می΋نم تعریف V در ͳی بردارها یِ همه یِ مجموعه را Sc یِ فضا
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است:

Sc = {v ∈ V | ∀ s ∈ S : s v = 0}. (427)

حالت، این در میشود. تعریف sc هم باشد دˇگان) یِ فضا بر برداری ِ (تاب΄ همبرداری ِ تاب΄ Έی s اگر

sc := [img(s)]c. (428)

کرد ثابت میشود ͳسادِگ به

صورت، این در است. V∗ یِ زیرمجموعه S و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :118 یِ قضیه

است. V یِ زیرفضا Έی Sc a

است. برابر [span(S)]c با Sc b

باشد. نداشته ی ناصفر ِ عضو Ϳهی S اگر تنها و اگر است، V ِ کل Sc c

⋆

ͳی بردارها باشد، خطͳ-مستقل و باپایان-عضوی که همبرداری ِ تاب΄ هر یِ برا میΎوید بعد یِ قضیه

میئاید) قضیه ِ صورت در که ͳی ͳمعن (به ساده آنها بر همبرداری ِ تاب΄ آن یِ مقدارها ِ اثر که هستند

است:

یِ برداری ِ یΈتاب΄ s = {(1, s1), . . . , (n, sn)} و ست ͳخط یِ VیΈفضا گیرم :119 یِ قضیه

V بر e = {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ برداری ِ تاب΄ Έی صورت این در است. V∗ بر خطͳ-مستقل

دارد. را ویژِگیها این و است خطͳ-مستقل که هست

V = [span(e)]⊕ sc a

si ej = δij b

نیست. صفر s1 ͳیعن {(1, s1)} یِ ͳخط ِ استقلال ،n = 1 یِ برا میبرم. کار به را n بر استقرا اثبات:

که هست v ِ بردار Έی پس

s1 v ̸= 0. (429)

می΋نم تعریف

e1 =
1

s1 v
v. (430)
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دیده e1 ِ تعریف از b یِ ͳویژِگ است. خطͳ-مستقل {(1, e1)} پس نیست. صفر e1 که است رˇشن

باشد، V در w اگر میشود دیده ،a یِ ͳویژِگ ِ اثبات یِ برا میشود.

w = (s1 w) e1 + [w − (s1 w) e1]. (431)

پس است. {(1, s1)}c ِ عضو کروشه ِ درون ِ عبارت

V = [span{(1, e1)}] + {(1, s1)}c. (432)

پس است. {0} هم {(1, s1)}c و {(1, e1)} ِ اشتراک میشود دیده ͳسادِگ به

V = [span{(1, e1)}]⊕ {(1, s1)}c. (433)

می΋وشم و میΎیرم درست n = m یِ برا را ح΋م است. درست n = 1 یِ برا قضیه ِ ح΋م ترتیب، این به

V بر ẽ = {(1, ẽ1), . . . , (m, ẽm)} یِ برداری ِ تاب΄ Έی پس کنم. ثابت n = m+ 1 یِ برا را آن

نوشت چنین میشود را V در v ِ بردار هر که ͳویژِگ این با هست،

v = w +
m∑
i=1

ai ẽi, (434)

که

si ẽj = δij , 1 ≤ i, j ≤ m, (435)

si w = 0, 1 ≤ i ≤ m. (436)

میشود دیده

sm+1 v = sm+1 w +

m∑
i=1

ai sm+1 ẽi,

= sm+1 w +

 m∑
j=1

(sm+1 ẽj) s
j

 ( n∑
i=1

ai ẽi

)
,

= sm+1 w +

 m∑
j=1

(sm+1 ẽj) s
j

 v, (437)

میشود نتیجه آن از sm+1که −
m∑
j=1

(sm+1 ẽj) s
j

 v = sm+1 w. (438)
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پس است. درست v هر یِ برا بالا یِ رابطه و است، خطͳ-مستقل {(1, s1), . . . , (m + 1, sm+1)}

میئاورد بر را (436) که هست w ِ بردار Έی ͳیعن باشد. صفر همیشه یِ رابطه ِ راست ِ طرف نمیشود

می΋نم تعریف نیست. صفر (sm+1 w) و

em+1 =
1

sm+1 w
w, (439)

ei = ẽi − (sm+1 ẽi) em+1, 1 ≤ i ≤ m. (440)

این یِ ͳخط ِ استقلال دارد. را b یِ ͳویژِگ {(1, e1), . . . , (m+ 1, em+1)} میشود دیده ͳسادِگ به

به v ِ بردار ِ نوشتن با سرانجام، میشود. دیده تاب΄ این از ͳخط ِ ترکیب Έی بر si ِ اثردادن با هم تاب΄

ِ ش΋ل

v =

[
v −

m+1∑
i=1

(si v) ei

]
+

m+1∑
i=1

(si v) ei, (441)

داد. نشان را a میشود

�

است. Vn تا V1 یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V یِ ͳخط یِ فضا گیرم :120 یِ قضیه

است. ی΋ریخت V∗
n تا V∗

1 یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- با V∗ صورت این در

می΋نم. تعریف ش΋ل این به را V∗
i در si یِ همبردارها ،V∗ در s ِ همبردار با متناظر اثبات:

si = res(s;Vi). (442)

با و V∗ یِ دامنه با t ِ تاب΄ میشود دیده ͳسادِگ به

t(s) = (s1, . . . , sn) (443)

میشود دیده ضمنَن ست. ͳخط

s v = si Πi v, (444)

(j ̸= i) دیΎر یِ Vjها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ اَشحاصل- هسته و Vi َش تصویر که ست Πiاف΋نشی که

است. وارون-پذیر (V∗
1 × · · · × V∗

n) در t پس است.

�

میدهم: نشان تساوی ِ ش΋ل به را ͳریخت΋ی این پس این از

(V1 ⊕ · · · ⊕ Vn)
∗ = V∗

1 × · · · × V∗
n. (445)
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مینویسم هم ش΋ل این به را بالا یِ رابطه

(V1 ⊕ · · · ⊕ Vn)
∗ = V∗

1 ⊕ · · · ⊕ V∗
n, (446)

است: ی΋ریخت V∗
i با که است V∗ از ͳی زیرفضا V∗

i از منظور اینجا که

V∗
i = {sΠi | s ∈ V∗}. (447)

Έی e = {(1, e1), . . . , (n, en)} و ست، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :121 یِ قضیه

با V∗ بر {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ برداری ِ تاب΄ صورت این در است. آن یِ پایه

ei ej = δij . (448)

است. V∗ یِ پایه Έی

میشود را ی همبردار هر و است خطͳ-مستقل برداری ِ تاب΄ این شود داده نشان است ͳکاف اثبات:

است: صفر تاب΄ این یِ ͳخط ِ ترکیب Έی گیرم داد. بسط آن ِ حسب بر

ci e
i = 0. (449)

cj میشود نتیجه است، صفر ej بر ترکیب این ِ اثر که این از است. صفر ی بردار هر بر ترکیب این اثرِ

می΋نم تعریف ،s ِ همبردار با متناظر است. خطͳ-مستقل {(1, e1), . . . , (n, en)}پس است. صفر

si = s ei. (450)

اما

(sj e
j) ei = sj δ

j
i ,

= si. (451)

میشود نتیجه است. ی΋سان V یِ پایه یِ بردارها بر (sj ej) و s ِ اثر پس

s = sj e
j . (452)

داد. بسط {(1, e1), . . . , (n, en)} ِ حسب بر میشود را ی همبردار هر ͳیعن

�

که است رˇشن میدهم. نشان e∗ با را آن و میΎویم e یِ پایه ِ دˇگان {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ پایه به

باشد، V در v اگر

ei v = vi. (453)
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است. این بالا یِ قضیه یِ نتیجه Έی

آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V اگر :122 یِ قضیه

dim(V∗) = dim(V). (454)

⋆

نوشت. میشود هم طُر این را نتیجه این

V∗ iso
= V. (455)

جمله، از

F∗ iso
= F, (456)

ی΋ریخت- است. شده رفتار F ِ هیئت با یΈ-بˇعدی یِ ͳخط ی فضا Έی ِ مثل F ِ هیئت با آن در که

میدهم. نشان هم (تساوی) سادِتر ِ ش΋ل این به را F با F∗ ِ بودن

F∗ = F. (457)

میشود دیده ͳسادِگ به 122 و 119 یِ قضیِها از استفاده با

است. V∗ یِ زیرمجموعه Έی S و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :123 یِ قضیه

صورت، این در

dim(Sc) = dim(V)− dim[span(S)]. (458)

⋆

ِ اثر ،V∗ یِ برا e∗ یِ پایه و V یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا یِ برا e یِ پایه از استفاده با

110 یِ قضیه از ی خاص ِ حالت که نوشت، زیر یِ ساده ِ ش΋ل به میشود را v ِ بردار بر s ِ همبردار

است.

s v = si v
i. (459)

حاصل- بردار Έی بر یΈهمبردار ِ اثر و داد، نمایش سطری یِ ماتریسها با میشود را همبردارها ͳیعن این

دˇگان یِ پایه از استفاده با است. بردار آن ̥ͳماتریس ِ نمایش در همبردار آن یِ ͳماتریس ِ نمایش ِ ِ-ضرب

یِ قضیه ِ اثبات آورد. دست به ͳخط یِ تابعها یِ ͳماتریس یِ عنصرها یِ برا هم ای ساده ِ ش΋ل میشود

دارد. نیاز نوشتن به فقط زیر
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f و V یِ پایه Έی e و یˆند، باپایان-بˇعدی W و V است، LF(W;V) در T گیرم :124 یِ قضیه

صورت، این در است. W یِ پایه Έی

T a
i = fa T ei, (460)

است. f ِ دˇگان f∗ = {(a, fa) | a} که

⋆

بر تاب΄ آن ِ اثر که ترتیب این به ساخت: دˇگان یِ فضا یِ برا ͳخط ِ تاب΄ Έی میشود بردار هر با

عدد به را همبردارها ی چنین-تاب΄ شود. تعریف اولیه ِ بردار بر همبردار آن ِ اثر ِ برابر همبردار Έی

بردار Έی با میشود را دˇگان یِ فضا از ͳخط یِ ͳتابع هر آیا ست. ͳخط یِ ͳتابع Έی پس م�ͳکند، تبدیل

ساخت؟

اگر که چنان ،F[(V∗)∗;V] در t صورت این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :125 یِ قضیه

باشد، V∗ در s و V در v

[t(v)] s = s v. (461)

است. وارون-پذیر [t, (V∗)∗] آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی V اگر ست. ͳخط

یِ پایه ست. باپایان-بˇعدی V گیرم دارد. نیاز نوشتن به فقط t ِ خطͳ-�بودن ِ اثبات اثبات:

هم e∗ ِ دˇگان است. e∗ = {(i, ei) | i} پایه این ِ دˇگان میبرم. کار به را V یِ برا e = {(i, ei) | i}

میشود دیده است. (V∗)∗ یِ پایه Έی (e∗)∗ پس است. (e∗)∗ = {(i, ẽi) | i}

ẽi e
j = δji ,

= ej ei,

= [t(ei)] e
j , (462)

میدهد نتیجه که

t(ei) = ẽi. (463)

می΋ند). تبدیل (V∗)∗ یِ پایه Έی به را V یِ پایه Έی t (چون است وارون�-پذیر [t, (V∗)∗] پس

�

یِ پایه در t(v) یِ مئلف̃ها که است چنان تاب΄ این مینامم. دˇگان-دˇگان ِ تناظر را بالا یِ قضیه در t ِ تاب΄
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که است آن ͳماتریس ِ زبان به ساختار این یِ ساده یِ ͳمعن اند. e یِ پایه در v یِ مئلف̃ها ان هم ،(e∗)∗

تعبیر ش΋ل این به میشود را بردار یِ ͳماتریس ِ نمایش در همبردار یِ ͳماتریس ِ نمایش ِ ِ-ضرب حاصل-

عدد ان هم و می΋ند اثر همبردار بر بردار یا میشود، نتیجه عدد Έی و می΋ند اثر بردار بر همبردار که کرد

میدهم. نشان v ِ خُد با را t(v) پس این از میشود. نتیجه

است. این بالا یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

است. ی΋ریخت V با (V∗)∗ آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V اگر :126 یِ قضیه

⋆

یِ قضیه ِ طبق و است، برابر V ِ بˇعد با (V∗)∗ ِ بˇعد میشود معلوم 122 یِ قضیه از استفاده بار دˇ با البته

یِ ͳریخت΋ی یِ رابطه وقتها ی خیل ،ͳسادِگ یِ برا ست. ͳکاف 126 یِ قضیه ِ اثبات یِ برا هم ین هم 40

(V∗)∗
iso
= V (464)

یِ تساوی ِ ش΋ل به را

(V∗)∗ = V (465)

مینویسند.

ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ پسار 32

ست ͳی تابعها یِ مجموعه اَش دامنه که می΋نم تعریف ی تاب΄ را آن و میدهم نشان T ∗ با را T ِ تاب΄ ِ پسار

است، img(T ) ِ Wشامل که باشد، F(S;W) در f اگر که چنان است، img(T ) ِ شامل یِشان دامنه که

T ∗(f) = f ◦ T. (466)

dom(T ) در v اگر که دید چنین میشود را تعریف این است. F[S; dom(T )] در T ∗(f) که است رˇشن

به (W در (یا img(T ) در T (v) و می΋ند اثر v بر T که ترتیب این به است، S در f [T (v)] باشد،

را f [T (v)] میشد اما است. S در که میئاید، دست به f [T (v)] و می΋ند اثر T (v) بر f میئاید. دست

v بر حاصل و است، F[S; dom(T )] در که آید، دست به T ∗(f) و کند اثر f بر T ∗ که ساخت چنین

است. S در و است f [T (v)] ان هم که آید، دست به [T ∗(f)](v) و کند اثر
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ِ پسار ساخت. را (T,W) ِ نΎاشت میشود است، img(T ) ِ شامل Wکه یِ مجموعه و T ِ تاب΄ با

یِ تابعها یِ مجموعه اَش دامنه که می΋نم تعریف ی تاب΄ را آن و میدهم، نشان (T,W)∗ با را (T,W)

باشد، F(S;W) در f اگر که چنان است، W یِ دامنه با

(T,W)∗(f) = f ◦ T. (467)

در T ِ تاب΄ ِ پسار با (T,W) ِ نΎاشت ِ پسار ِ فرق است. T ∗(f) ان هم (T,W)∗(f) میشود دیده

شده تعریف اگر (T,W)∗(f) اما است. (T,W)∗ یِ دامنه ِ شامل T ∗ یِ دامنه ست. آنها یِ دامنه

که ͳی جا است. (T ∗ یِ زیرمجموعه Έی) T ∗ ِ تحدید Έی (T,W)∗ است. برابر T ∗(f) با باشد،

میدهم. نشان T ∗ ِ خُد با را (T,W)∗ باشد، معلوم W

LF(W;V) در T اگر تعریفکرد. میشود هم ͳخط یِ تابعیها جمله از و ͳخط یِ تابعها یِ برا را پسار

،W∗ در s و V در v با باشد،

(T ∗ s)(v) = s (T v). (468)

pbW,V ∗Wاست. اَش دامنه که ست ی تاب΄ T ∗ از َم منظور است، LF(W;V) در T یِ وقت پس این از

باشد، LF(W;V) در T اگر که می΋نم تعریف LF(W;V) یِ دامنه با ی تاب΄ را پسار) ِ (تاب΄

pbW,V(T ) = T ∗. (469)

میبرم. کار به را pb ِ خُد pbW,V یِ جا به َند، معلوم W و V که ͳی جا

صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم :127 یِ قضیه

است. LF(V∗;W∗) در T ∗ باشد، LF(W;V) در T اگر و ست، ͳخط pbW,V a

و است وارون-پذیر LF(V∗;W∗) در pbW,V آنΎاه باشد، باپایان W ِ بˇعد اگر b

rank(T ∗) = rank(T ). (470)

،LF(V∗;W∗) در pbW,V یِ وارون-پذیری ِ اثبات یِ برا دارد. نیاز نوشتن به فقط a ِ اثبات اثبات:

باشد، V در v اگر میΎیرم. f ِ دˇگان را {(a, fa) | a} و W یِ پایه Έی را f = {(a, fa) | a}

(T ∗ fa) v = fa (T v),

= (T v)a, (471)
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میشود نتیجه آن از که

fa [(T
∗ fa) v] = T v. (472)

وارون-پذیر LF(V∗;W∗) در pbW,V پس آورد. دست به را T میشود T ∗ ِ داشتن با میدهد نشان این

است.

یِ پهنه img(T ) که میΎیرم چنان Wرا یِ برا f یِ پایه mاست. ِ برابر rank(T ) گیرم سرانجام،

باشد، V در v اگر باشد. {f1, . . . , fm}

T v =
m∑

a=1

fa (T
a v). (473)

نوشت میشد صورت این ِ غیر در است. خطͳ-مستقل {(1, T 1), . . . , (m,Tm)}

T a =
m′∑
b=1

(T a)b T
′b, (474)

پس .m′ < m که

T v =
m′∑
b=1

(
m∑

a=1

(T a)b fa

)
(T ′b v), (475)

است. m از کوچ΋تر نتیجه در و m′ از نابزرگتر rank(T ) میداد نشان که

،W∗ در s با

T ∗ s =
m∑

a=1

(s fa)T
a,

=
m∑

a=1

sa T
a. (476)

خطͳ-مستقل {(1, T 1), . . . , (m,Tm)} چون و است؛ span{T 1, . . . , Tm} با برابر img(T پس(∗

است،

rank(T ∗) = m. (477)

�

باشد، باپایان-بˇعدی W اگر میΎوید قضیه این ِ ح΋م از ی بخش

LF(V∗;W∗)
iso
= LF(W;V), (478)

ِ ش΋ل به سادِتر را آن ی گاه که

LF(V∗;W∗) = LF(W;V) (479)
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مینویسند.

W و V یِ فضاها با متناظر ِ دˇگان-دˇگان ِ تناظر و است، LF(W;V) در T گیرم :128 یِ قضیه

صورت این در است. وارون-پذیر

(T ∗)∗ = T, (480)

میΎیرم: (W∗ ان (هم [(W∗)∗]∗ در را s و ،(V ان (هم (V∗)∗ در را v اثبات:

[(T ∗)∗ v] s = v (T ∗ s),

= (T ∗ s) v,

= s (T v),

= (T v) s, (481)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

هم باپایان-بˇعدی) یِ فضاها یِ (برا T یِ ͳماتریس ِ نمایش ِ حسب بر T ∗ یِ ͳماتریس ِ نمایش

داد نشان میشود نوشتن فقط با است. ساده بسیار

ِ بین صورت این در یˆند. باپایان-بˇعدی W و V و است، LF(W;V) در T گیرم :129 یِ قضیه

هست. رابطه این ی΋سان) یِ پایه (با T ∗ و T یِ ͳماتریس یِ عنصرها

(T ∗)i
a = T a

i. (482)

⋆

T ∗ و T یِ ͳماتریس ِ ش΋ل ͳیعن (482) آنΎاه شوند، داده نشان سطری یِ ماتریسها با همبردارها اگر

میشود. ضرب T ∗ در چپ از همبردار آن که است ش΋ل این به همبردار Έی بر T ∗ ِ اثر و است، ی΋سان

T ∗ ِ ماتریس آنΎاه شوند، داده نشان ͳستون یِ ماتریسها با ͳمعمول یِ بردارها ِ مثل هم همبردارها اگر اما

n-بˇعدی یِ فضا Έی V اگر ͳیعن شده. عوض یˆش ستونها و سطرها یِ جا که است T ِ ماتریس ان هم
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باشد، p-بˇعدی یِ فضا Έی W و

mat(T ∗) =


T 1

1 · · · T p
1

...
. . .

...

T 1
n · · · T p

n

 . (483)

که است رˇشن

ست: ͳهمان ِ تاب΄ ͳهمان ِ تاب΄ ِ پسار :130 یِ قضیه

(1V)
∗ = 1V∗ . (484)

⋆

همچنین،

آنΎاه باشند، اس΋الر دˇ α2 و α1 و ،LF(W;V) در T2 و T1 اگر :131 یِ قضیه

(α1 T1 + α2 T2)
∗ = α1 T

∗
1 + α2 T

∗
2 . (485)

⋆

میدهد. نشان را ͳخط یِ تابعها ِ ترکیب بر پسا�ر ِ اثر بعد یِ قضیه

صورت، این در است. LF(W;V) در T و LF(V;U) در S گیرم :132 یِ قضیه

(T S)∗ = S∗ T ∗. (486)

و است وارون-پذیر هم (T ∗,V∗) آنΎاه باشد، وارون-پذیر (T,W) اگر جمله از

(T ∗)−1 = (T−1)∗. (487)

میΎیرم: W∗ و U ترتیب به در را s و u اثبات:

[(T S)∗ s]u = s [(T S)u],

= s [T (S u)],

= (T ∗ s) (S u),

= [S∗ (T ∗ s)]u, (488)
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صورت، این در است. وارون-پذیر (T,W) گیرم می΋ند. ثابت را (486) که

T T−1 = 1W,

T−1 T = 1V, (489)

میدهد نتیجه که

(T−1)∗ T ∗ = 1W∗ ,

T ∗ (T−1)∗ = 1V∗ , (490)

است. (T ∗)−1 ان هم (T−1)∗ میدهد نشان هم این و

�

یِ ویژه-مقدارها صورت این در ست. Vباپایان-بˇعدی و است LF(V;V) در T گیرم :133 یِ قضیه

َند. ی΋سان T ∗ و T

که هست s ناصفر ِ همبردار Έی پس است. T ∗ ِ ویژه-مقدار Έی λ گیرم اثبات:

(T ∗ − λ) s = 0. (491)

میشود دیده میΎیرم. V در را v

s [(T − λ) v] = [(T ∗ − λ) s] v,

= 0. (492)

نیست. img(T − λ) در u پس است. ناصفر (s u) که هست u ِ بردار Έی پس نیست، صفر s

ترتیب، این به

img(T − λ) ̸= V. (493)

میدهد نتیجه که

rank(T − λ) < dim(V), (494)
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آنجا، از و

null(T − λ) > 0, (495)

هر که این ِ نشان-دادن یِ برا است. T ِ ویژه-مقدار Έی λ نتیجه در و است ت΋ین (T − λ) پس

(که (T ∗)∗ و T ∗ با بالا ِ استدلال در T ∗ و T ست ͳکاف هم است T ∗ ِ ویژه-مقدار T ِ ویژه-مقدار

شوند. جایΎزین است) T ان هم

�

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :134 یِ قضیه

∀ (λ, l) : null[(T − λ)l] = null[(T ∗ − λ)l]. (496)

باشد LF(V;V) در N اگر همچنین، است. برابر eker(T ∗−λ) ِ بˇعد با eker(T −λ) ِ بˇعد جمله، از

و است پوچ-توان هم N∗ باشد وپوچ-توان

nil(N) = nil(N∗). (497)

میشود دیده میΎیرم. V در را v و ker[(T ∗ − λ)l] در را s اثبات:

s [(T − λ)l v] = [(T ∗ − λ)l s] v,

= 0. (498)

پس

img[(T − λ)l] ⊑ {ker[(T ∗ − λ)l]}c, (499)

میدهد نتیجه که

rank[(T − λ)l] ≤ dim
(
{ker[(T ∗ − λ)l]}c

)
, (500)

آنجا از و

rank[(T − λ)l] ≤ dim(V)− dim{ker[(T ∗ − λ)l]}. (501)
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ترتیب، این به

null[(T − λ)l] ≥ null[(T ∗ − λ)l]. (502)

میشود نتیجه T ∗ و T ِ نقش ِ عوض-کردن با

null[(T ∗ − λ)l] ≥ null[(T − λ)l], (503)

متناظر T ∗ و T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها یِ بˇعدها یِ برابری میشود. نتیجه (496) ترتیب این به و

است. (496) ِ خاص ِ حالت Έی هم (497) است. (496) یِ ساده یِ نتیجه Έی λ با

�

در v اگر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است، LF(V;V) در T گیرم :135 یِ قضیه

آنΎاه نباشد، برابر λ با µ و باشد eker(T ∗ − µ) در s و باشد eker(T − λ)

s v = 0. (504)

که هستند m و l یِ ͳنامنف ِ ΀صحی یِ عددها اثبات:

(T − λ)l v = 0,

(T ∗ − µ)m s = 0. (505)

P1 یِ چندجمل̃ئیها پس َند. اول هم به نسبت monmµ و monlλ یِ چندجمل̃ئیها نیستند، برابر µ و λ چون

که هستند P2 و

P1 monlλ + P2 monmµ = 1. (506)

ترتیب، این به

s v = s {[P1(T )] (T − λ)l v + (T − µ)m [P2(T )] v},

= [(T ∗ − µ)m s]{[P2(T )] v},

= 0. (507)

�
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می΋ند ͳمعرف ای پایه باپایان-بˇعدی یِ فضا Έی بر ژُردان-تجزیه-پذیر ِ تاب΄ هر یِ برا 97 یِ قضیه

در هم تاب΄ این ِ پسار یِ ͳماتریس ِ ش΋ل دید میشود است. ساده تاب΄ این یِ ͳماتریس ِ ش΋ل آن، در که

است: ساده پایه آن ِ دˇگان

ست. باپایان-بˇعدی V و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :136 یِ قضیه

که چنان یˆند، ها eλ,r,s,j یˆش مقدارها که دارد ای پایه V∗ صورت این در

1 ≤ s ≤ r ≤
(
np{res[nil(T ); eker(T − λ)]}

)
a

است. r و λ ِ تاب΄ j0 که 1 ≤ j ≤ j0 b

T ∗ eλ,r,s,j = λ eλ,r,s,j + eλ,r,s+1,j , s < r c

T ∗ eλ,r,r,j = λ eλ,r,r,j d

ِ تاب΄ و ،T ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی را {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} ِ تاب΄ اثبات:

میΎیرم: آن ِ دˇگان را {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)}

eλ,r,s,j eλ′,r′,s′,ȷ′ = δλλ′ δrr′ δ
s
s′ δ

j
ȷ′ . (508)

میشود دیده

(T ∗ eλ,r,s,j) eλ′,r′,s′,ȷ′ = eλ,r,s,j (T eλ′,r′,s′,ȷ′),

= eλ,r,s,j (λ′ eλ′,r′,s′,ȷ′ + eλ′,r′,s′−1,ȷ′),

= λ′ δλλ′ δrr′ δ
s
s′ δ

j
ȷ′ + δλλ′ δrr′ δ

s
s′−1 δ

j
ȷ′ ,

= λ δλλ′ δrr′ δ
s
s′ δ

j
ȷ′ + δλλ′ δrr′ δ

s+1
s′ δjȷ′ ,

= (λ eλ,r,s,j + eλ,r,s+1,j) eλ′,r′,s′,ȷ′ , (509)

میدهد نتیجه که

T ∗ eλ,r,s,j = λ eλ,r,s,j + eλ,r,s+1,j , (510)

متغیر ِ مقدار رفته، بیرون اَش گستره از متغیر Έی ِ شاخص جا هر روابط این در است. ح΋م همان که

شده. تعریف صفر
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�

از استفاده با است. T ∗ ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی {[(λ, r, s, j), eλ,r,r−s,j ] | (λ, r, s, j)} میشود دیده

میشود دیده ͳسادِگ به پایه این

این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :137 یِ قضیه

باشد ِ-ساده شبه- T اگر است. ژُردان-تجزیه-پذیر هم T ∗ باشد، ژُردان-تجزیه-پذیر T اگر صورت

می΋ند. قطری را T ∗ پایه آن ِ دˇگان کند قطری را T ای پایه اگر و است، ِ-ساده شبه- هم T ∗

⋆

میشود دیده ͳسادِگ به همچنین،

و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :138 یِ قضیه

صورت، این در است. ژُردان-تجزیه-پذیر

sem(T ∗) = [sem(T )]∗. (511)

nil(T ∗) = [nil(T )]∗. (512)

⋆

سرانجام،

است. ژُردان-تجزیه-پذیر T و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :139 یِ قضیه

آنΎاه باشد، T ِ تاب΄ Έی f(T ) اگر صورت این در

f(T ∗) = [f(T )]∗. (513)

و است، eker(T − λ) در eλ,i که میΎیرم V یِ پایه Έی را e = {[(λ, i), eλ,i] | (λ, i)} اثبات:
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میدهم. نشان N با را [nil(T )] میΎیرم. e ِ دˇگان را {[(λ, i), eλ,i] | (λ, i)}

{[f(T ∗)] eλ,i} eµ,j =

{[∑
k

f (k)(λ)

k!
(N∗)k

]
eλ,i

}
eµ,j ,

=

{[∑
k

f (k)(µ)

k!
(N∗)k

]
eλ,i

}
eµ,j ,

= eλ,i

{[∑
k

f (k)(µ)

k!
Nk

]
eµ,j

}
,

= eλ,i {[f(T )] eµ,j},

= {[f(T )]∗ eλ,i} eµ,j , (514)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

دˇگان یِ فضا در ِ-پایه تغییر- 33

ِ دˇگان e∗ و آن، یِ پایه Έی e ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :140 یِ قضیه

e′∗ به e∗ یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ (Λ∗)−1 آنΎاه باشد، e′ به e یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Λ اگر است. e

است. (e′ ِ (دˇگان

میشود دیده e′ = {(i, e′i) | i} و e = {(i, ei) | i} با اثبات:

ei ej = δij ,

= e′i e′j ,

= e′i (Λ ej),

= (Λ∗ e′i) ej . (515)

پس

Λ∗ e′i = ei, (516)
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یا

e′i = (Λ∗)−1 ei. (517)

�

129 یِ قضیِها ِ ترکیب با نتیجه، در کرد. عوض میشود را پسار و وارون یِ جا ،132 یِ قضیه به توجه با

میشود نتیجه 140 و 132 و

e′i = (Λ−1)ij e
j . (518)

است: 117 یِ قضیه یِ نتیجه ِ خاص ِ حالت هم ِ-پایه تغییر- ِ اثر در همبردارها یِ مئلف̃ها ِ تغییر

sı′ = sj Λ
j
i. (519)

ͳچند-خط ِ تاب΄ 34

َند: ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و Vn تا V1

Έی هر به نسبت T اگر ست، (ͳخط-n) ͳچند-خط است F(W;V1×· · ·×Vn) در که T میΎویند

با متناظر ،i هر یِ ازا به اگر ͳیعن باشد. ͳخط دیΎر) یِ متغیرها ِ ثابت-نΎه-داشتن (با یˆش متغیرها از

باشد. ͳخط T (v, �,v′) ِ تاب΄ ،Vi+1 × · · · × Vn در v′ هر و V1 × · · · × Vi−1 در v هر

میشود معلوم ͳسادِگ به

یِ ͳخط یِ فضا Έی به ͳخط یِ فضا مجموعه Έی از ͳچند-خط یِ تابعها یِ فضا :141 یِ قضیه

Έی تاب΄، در اس΋الرها یِ ͳمعمول ِ ضرب و تابعها یِ ͳمعمول ِ جم΄ با است) F همه ِ هیئت (که دیΎر

است. F ِ هیئت همان با ͳخط یِ فضا

⋆

است رˇشن میدهم. نشان LF(W;V1, . . . ,Vn) با Wرا به Vn تا V1 از یِ ͳچند-خط یِ تابعها یِ فضا

باشند. متمایز فضاها این یِ همه نیست لازم که

صورت، این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و U و Vn تا V1 گیرم :142 یِ قضیه

LF(W;U,V1, . . . ,Vn)
iso
= LF[LF(W;U);V1, . . . ,Vn]. (520)
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با را F{LF[LF(W;U);V1, . . . ,Vn]; LF(W;U,V1, . . . ,Vn)} در t اثبات:

{[t(T )](v1, . . . , vn)}u = T (u, v1, . . . , vn), (521)

LF[LF(W;U);V1, . . . ,Vn] در و Έبه-ی-Έی و ͳخط t میشود دیده ͳسادِگ به می΋نم. تعریف

است. وارون-پذیر

�

ِ ش΋ل به هم را (520) یِ ͳریخت΋ی و میدهم، نشان T ِ خُد با را بالا یِ قضیه در t(T ) پس این از

مینویسم: تساوی

LF(W;U,V1, . . . ,Vn) = LF[LF(W;U);V1, . . . ,Vn]. (522)

LF(W;V1, . . . ,Vn) یِ برا یΈپایه میشود آنها یِ پایِها با باشند، Wباپایان-بˇعدی Vnو V1تا اگر

میشود ثابت (121 یِ قضیه به شبیه (کاملَن ͳسادِگ به ساخت.

{(a, fa) | a} است، ی΋سان ِشان هیئت که یˆند ͳخط ͳی Wفضاها Vnو V1تا گیرم :143 یِ قضیه

صورت این در است. Vi یِ پایه Έی {(k, ei,k) | k} ِ تاب΄ i هر یِ ازا به و است، W یِ پایه Έی

با {[(a, j1, . . . , jn), eaj1···jn ] | (a, j1, . . . , jn)}

ea
j1···jn [e1,k1 , . . . , en,kn ] = δj1k1

· · · δjnkn
fa, (523)

است. LF(W;V1, . . . ,Vn) یِ پایه Έی

⋆

که است آن قضیه این یِ نتیجه Έی

ی΋سان ِشان هیئت و یˆند باپایان-بˇعدی W و Vn تا V1 یِ ͳخط یِ فضاها گیرم :144 یِ قضیه

صورت، این در است.

dim[LF(W;V1, . . . ,Vn)] = [dim(W)]
∏
i

dim(Vi). (524)

⋆

ِ هیئت با و باپایان-بˇعدی W و V یِ ͳخط یِ فضاها اگر که است آن قضیه این ِ خاص ِ حالت Έی

باشند، ی΋سان

dim[LF(W;V)] = [dim(W)] [dim(V)]. (525)
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ای پایه ِ حسب بر میشود باشند) باپایان-بˇعدی فضاها (اگر را است LF(W;V1, . . . ,Vn) در که T

داد: بسط شد ذکر 143 یِ قضیه در که

T = T a
i1···in ea

i1···in . (526)

میشود دیده ͳسادِگ به میΎویم. T یِ مئلف̃ها بسط این یِ ضریبها به

ی΋سان ِشان هیئت و یˆند باپایان-بˇعدی W و Vn تا V1 یِ ͳخط یِ فضاها گیرم :145 یِ قضیه

Vi یِ پایه Έی {(k, ei,k) | k} ِ تاب΄ i هر یِ ازا به و است، W یِ پایه Έی {(a, fa) | a} است،

باشد، LF(W;V1, . . . ,Vn) در T اگر صورت این در است.

T (v1, . . . , vn) = fa T
a
k1···kn (v1)

k1 · · · (vn)kn , (527)

یا

[T (v1, . . . , vn)]
a = T a

k1···kn (v1)
k1 · · · (vn)kn , (528)

میشود خاص ِ حالت در که

[T (e1,k1 , . . . , en,kn)]
a = T a

k1···kn , (529)

یا

fa [T (e1,k1 , . . . , en,kn)] = T a
k1···kn . (530)

⋆

Έی یِ ͳماتریس ِ نمایش َش خاص ِ حالت که ست، ͳچند-خط ِ تاب΄ Έی یِ ͳماتریس ِ نمایش این

کرد ثابت میشود ͳسادِگ به همچنین، ست. ͳخط ِ تاب΄

ی΋سان ِشان هیئت و یˆند باپایان-بˇعدی W و Vn تا V1 یِ ͳخط یِ فضاها گیرم :146 یِ قضیه

هر i هر یِ ازا به و است؛ f ′ به f از ِ-پایه تغییر- ِ Mتاب΄ و Wاند یِ پایه Έی کدام هر f ′ و f است؛

صورت این در است. e′i به ei از ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Λi و است Vi یِ پایه Έی e′i و ei یِ تابعها از Έی

است. چنین ِ-پایه تغییر- ِ اثر در مئلف̃ها ِ تغییر یِ رابطه باشد، LF(W;V1, . . . ,Vn) در T اگر

T a′

k′
1···k′

n
= (M−1)ab T

b
l1···ln (Λ1)

l1
k1 · · · (Λn)

ln
kn . (531)
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⋆

است. ِ-پایه تغییر- ِ اثر در ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ مئلف̃ها ِ تغییر ان هم قضیه این ِ خاص ِ حالت هم باز

میشود ثابت 125 یِ قضیه با مشابه کاملَن سرانجام،

باپایان W ِ بˇعد و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و Vn تا V1 گیرم :147 یِ قضیه

ِ تعریف با F[LF(F;W∗,V1, . . . ,Vn); LF(W;V1, . . . ,Vn)] در t صورت این در است.

[t(T )] (s, v1, . . . , vn) = s [T (v1, . . . , vn)], (532)

نتیجه در است. وارون-پذیر LF(F;W∗,V1, . . . ,Vn) در و ͳخط

LF(W;V1, . . . ,Vn)
iso
= LF(F;W∗,V1, . . . ,Vn). (533)

⋆

ِ سادِتر ِ ش΋ل به هم را قضیه این یِ نتیجه پس این از

LF(W;V1, . . .Vn) = LF(F;W∗,V1, . . . ,Vn) (534)

یِ نتیجه Έی قضیه این ِ ح΋م واق΄ در میدهم. نشان T ِ خُد با را قضیه این در t(T ) ضمنَن مینویسم.

است. 142 و 125 یِ قضیِها یِ ساده
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است: هیئت Έی F که ;F(Fاست، S) در f

f ِ اثر که می΋نم تعریف S یِ اعضا یِ همه یِ مجموعه را آن و میدهم نشان supp(f) با را f ِ محمل

است: ناصفر آنها بر

supp(f) = {x ∈ S | f(x) ̸= 0}. (535)

اند: F ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V

باپایان ِشان محمل که می΋نم تعریف F(F;V ×W) از ͳی اعضا یِ همه یِ مجموعه را PT(V,W)

(.ͳخط یِ تابعها فقط نَ آمده، تابعها یِ همه یِ مجموعه تعریف (در است.

می΋نم. تعریف چنین را PT(V,W) در ͳخط ِ ترکیب

(αX + β Y )(v, w) = α [X(v, w)] + β [Y (v, w)]. (536)

ست. ͳخط یِ فضا Έی در مقدار با یِ تابعها یِ برا ͳخط ِ ترکیب ِ تعریف ان هم این

با PT(V,W) صورت این در اند. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :148 یِ قضیه

است. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی ،(536) یِ ͳخط-ِ ترکیب-
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علاوه به است. F(F;V×W) در F(F;V×W) ِ عضو دو یِ ͳخط ِ ترکیب که است رˇشن اثبات:

باشند، F در β و α و F(F;V×W) در Y و X اگر

supp(αX + β Y ) ⊆ {[supp(X)] ∪ [supp(Y )]}, (537)

است. باپایان هم یِشان ͳخط ِ ترکیب هر ِ محمل باشد، باپایان Y و X ِ محمل اگر میدهد نشان که

این به است. PT(V,W) در هم یِشان ͳخط ِ ترکیب هر باشند، PT(V,W) در Y و X اگر پس

یِ زیرفضا Έی هست) هم ͳناته (چون پس است، بسته ͳخط ِ ترکیب ِ تحت PT(V,W) ترتیب

است. F(F;V×W)

�

می΋نم تعریف F(F;V×W) در X با متناظر

supp1(X) = {v ∈ V | [∃ w ∈W | (v, w) ∈ supp(X)]},

supp2(X) = {w ∈W | [∃ v ∈ V | (v, w) ∈ supp(X)]}. (538)

میشود دیده ͳسادِگ به

supp1(X) اگر تنها و اگر است باپایان supp(X) باشد، F(F;V×W) Xدر اگر :149 یِ قضیه

باشند. چنین supp2(X) و

⋆

است: PT(V,W) در X

یِ ͳخط یِ فضا Έی مجموع̃ها این از Έی هر یِ پهنه بنابراین َند. باپایان supp2(X) و supp1(X)

span[supp1(X)] یِ پایه Έی را e نباشند). Wباپایان�-بˇعدی و V ِ خُد اگر (حتا ست باپایان-بˇعدی

سپس و صفر، و بردار Έی ِ بین اول را
e,f
≏ یِ رابطه میΎیرم. span[supp2(X)] یِ پایه Έی را f و

می΋نم: تعریف دلبخاه ِ بردار دو ِ بین

X
e,f
≏ 0 iff ∀ (i, a) :

∑
(v,w)

vi wa X(v, w) = 0,

X
e,f
≏ Y iff (X − Y )

e,f
≏ 0. (539)

و ها vi پس است، صفر X جاها یِ بقیه در چون است، supp(X) یِ رو عملَن جم΄ اول یِ رابطه در
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supp2(X) در ها w و supp1(X) در ها v ) اند. تعریف-شده میشوند وارد محاسبه در که ͳی ها wa

دارد. ͳمعن جم΄ پس است. باپایان هم جم΄ ِ ناصفر یِ جمل̃ها ِ تعداد اند.)

است، PT(V,W) در X و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :150 یِ قضیه

و span(f ′) یِ زیرمجموعه supp2(X) و است، span(e′′) و span(e′) یِ زیرمجموعه supp1(X)

f ′′ و f ′ و اند، V بر خطͳ-مستقل و باپایان-عضوی، برداری، ͳی تابعها e′′ و e′ که است، span(f ′′)

اگر صورت این در اند. W بر خطͳ-مستقل و باپایان-عضوی، برداری، ͳی تابعها

∀ (ı′, a′) :
∑
(v,w)

vı
′
wa′

X(v, w) = 0, (540)

آنΎاه است، رفته کار به f ′ و e′ یِ پایِها در بردارها یِ مئلف̃ها آن در که

∀ (ı′′, a′′) :
∑
(v,w)

vı
′′
wa′′

X(v, w) = 0, (541)

به X
e,f
≏ 0 میشود نتیجه جمله از است. رفته کار به f ′′ و e′′ یِ پایِها در بردارها یِ مئلف̃ها آن در که

ندارد. ͳΎ̃بست انتخاب-شده یِ پایه

باشد: (span[supp1(X)] یِ پایه Έی) e ِ شامل که (e′′′) میΎیرم ای پایه span(e′) یِ برا اثبات:

e = {(1, e1), . . . , (k, ek)},

e′′′ = {(1, e1), . . . , (l, el)},

k ≤ l. (542)

(span[supp2(X)] یِ (یΈپایه f ِ شامل که (f ′′′) میΎیرم ای پایه span(f ′) یِ برا ترتیب، ین هم به

باشد:

f = {(1, f1), . . . , (c, fc)},

e′′′ = {(1, f1), . . . , (d, fd)},

c ≤ d. (543)

میشود معلوم ،f ′′′ و e′′′ به f ′ و e′ از ساده یِ ِ-پایه تغییر- Έی با

∀ (ı′′′, a′′′) :
∑
(v,w)

vı
′′′
wa′′′

X(v, w) = 0. (544)
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باشد، supp1(X) در v اگر اما

vı
′′′

=


vi, i ≤ k

0, i > k

. (545)

باشد، supp2(X) در w اگر همچنین،

wa′′′
=


wa, a ≤ c

0, a > c

. (546)

میشود نتیجه

∀ (i, a) :
∑
(v,w)

vi wa X(v, w) = 0. (547)

داد: بسط e′′ ِ حسب بر میشود را است e یِ مقدارها از ی Έی که ej

ej = Ai
j e

′′
i . (548)

یِ اعضا ِ تعداد نیست لازم حتا نیست. ِ-پایه تغییر- لزومˆن بالا یِ رابطه و نیست وارون-پذیر لزومˆن A)

ترتیب، این به باشد.) برابر e یِ اعضا ِ تعداد با e′′

vı
′′
= Ai

j v
j . (549)

مشابه، ی ش΋ل به

wa′′
= Ba

b w
b. (550)

میشود. نتیجه (541) اینجا از

�

میدهم. نشان ≏ با سادِتر را آن پس این از خاطر ین هم به ندارد. ͳΎ̃بست f یا e یِ پایِها به
e,f
≏ شد معلوم

یِ مجموعه صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دو W و V گیرم :151 یِ قضیه

است. PT(V,W) یِ زیرفضا Έی {X ∈ PT(V,W) | X ≏ 0}
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به آنΎاه ،Y ≏ 0 و X ≏ 0 و باشند، PT(V,W) در Y و X اگر شود داده نشان ست ͳکاف اثبات:

،β و α ِ دلبخاه یِ اس΋الرها یِ ازا

(αX + β Y ) ≏ 0. (551)

یِ برا پایه Έی و span{[supp1(X)] ∪ [supp1(Y )]} یِ فضا یِ برا پایه Έی از استفاده با هم این

میشود. نتیجه 150 یِ قضیه از ،span{[supp2(X)] ∪ [supp2(Y )]} یِ فضا

�

W در V یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ی΋سان، ِ هیئت با W و V یِ ͳخط یِ فضاها با متناظر

ان (هم ≏ یِ همى˘رزی یِ رابطه بر PT(V,W) ِ ِ-قسمت خارج- را آن و میدهم نمایش V⊗W با را

می΋نم: تعریف ({X ∈ PT(V,W) | X ≏ 0} بر PT(V,W) ِ ِ-قسمت خارج-

V⊗W = PT(V,W)/ ≏ . (552)

X یِ همى˘رزی یِ رده اند. PT(V,W) یِ همى˘رزی یِ ردِها تانسˇرها میΎویند. تانسˇر V⊗W یِ اعضا به

است: V⊗W ِ عضو که میدهم، نشان eql(X) با را PT(V,W) در

eql(X) = eql(Y ) iff X ≏ Y. (553)

می΋نم. تعریف چنین را PT(V,W) در E(v,w) ِ تاب΄ ،V×W در (v, w) با متناظر

supp[E(v,w)] = {(v, w)},

E(v,w)(v, w) = 1. (554)

را آن و میدهم نمایش v⊗w با را w در v یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ،V×W در (v, w) با متناظر

می΋نم. تعریف چنین

v ⊗ w = eql[E(v,w)]. (555)

با tp ِ تاب΄ صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :152 یِ قضیه

یِ ضابطه و V×W یِ دامنه

tp(v, w) = v ⊗ w, (556)

است. LF(V⊗W;V,W) در

و ،W در w و V در v2 و v1 ست. ͳخط َش اول ِ متغیر به نسبت tp میدهم نشان مثلَن اثبات:
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دهم نشان باید میΎیرم. را α2 و α1 یِ اس΋الرها

E(α1 v1+α2 v2,w) − α1 E(v1,w) − α2 E(v2,w) ≏ 0. (557)

میΎیرم، W و V ترتیب، به بر، ͳی باپایان-عضوی یِ برداری یِ تابعها را f و e ابتدا کار، این یِ برا

میشود دیده است. span(f) در w0 و span(e) در v0 که چنان

∑
(v,w)

vi wa E(v0,w0)(v, w) = (v0)
i (w0)

a E(v0,w0)(v0, w0),

= (v0)
i (w0)

a. (558)

v2 و v1 که چنان میΎیرم، W و V ترتیب، به بر، ͳی باپایان-عضوی یِ برداری یِ تابعها را f و e حالا

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از است. span(f) در w و اند span(e) در

∑
(v,w)

viwa {E(α1 v1+α2 v2,w) − α1 E(v1,w) − α2 E(v2,w)](v, w)

= [α1 (v1)
i + α2 (v2)

i]wa − α1 (v1)
i wa − α2 (v2)

i wa,

= 0, (559)

میشود. ثابت ش΋ل ین هم به هم دوم ِ متغیر به نسبت خطͳ-بودن است. ِ-نظر مˇرد- یِ رابطه ان هم که

�

میشود معلوم ،PT(V,W) ِ تعریف و (554) ِ تعریف از

را PT(V,W) در X هر َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :153 یِ قضیه

ِ محمل با ͳی تابعها (که (554) ِ ش΋ل به ͳی تابعها (ِ (باپایان یِ ͳخط ِ ترکیب Έی ِ ش΋ل به میشود

نوشت. یˆند) تΈ-عضوی

میشود دیده ͳسادِگ به اثبات:

X(v, w) =
∑

(v0,w0)

X(v0, w0)E(v0,w0)(v, w), (560)

آنجا از و

X =
∑

(v0,w0)

X(v0, w0)E(v0,w0). (561)
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�

که است آن قضیه این یِ نتیجه Έی

به میشود را V⊗W در x هر َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :154 یِ قضیه

در wν و V در vµ با vµ ⊗wν یِ تانسˇری یِ ِضربها حاصل- (ِ (باپایان یِ ͳخط ِ ترکیب Έی ِ ش΋ل

نوشت. W

است. 153 یِ قضیه و ،(555) ِ تعریف ،V⊗W ِ تعریف ِ مستقیم یِ نتیجه قضیه این اثبات:

�

Aν ρ (vν ⊗ wρ) یِ ترکیبها از ای مجموعه فضا این می΋ند: رˇشن را V ⊗W ِ ساختار بالا یِ قضیه

ͳیعن ست. ͳخط دوم و اول یِ مئلف̃ها به نسبت مجموع این یِ جمل̃ها از Έی هر که ͳویژِگ این با است،

است، صفر بالا ِ ترکیب است. ͳپخش جم΄ به نسبت ⊗ و کرد، جابِجا هم با میشود را ⊗ و عدد ِ ضرب

ها wρ یِ پهنه و ها vν یِ پهنه یِ برا ͳی پایِها ِ انتخاب با اگر

Aν ρ (vν)
i (wρ)

a = 0. (562)

ِ ش΋ل به میشود را V⊗W در x هر جمله، از

x = ei ⊗ wi (563)

به ͳکل ِ حالت در مجموعه این (البته است خطͳ-مستقل و باپایان-عضوی {(i, ei) | i} که نوشت،

همچنین باشند. صفر ها wi یِ همه اگر تنها و اگر است، صفر x صورت این در دارد). ͳΎ̃بست x ِ خُد

ِ ش΋ل به میشود را x

x = va ⊗ fa (564)

ͳΎ̃بست x ِ خُد به ͳکل ِ حالت در البته (و است خط�ͳمستقل و باپایان-عضوی {(a, fa) | a} که نوشت،

ِ ش΋ل به میشود را x سرانجام، ست. ها va یِ همه ِ صفر-بودن یِ ͳمعن به x ِ صفر-بودن و دارد)

x = Ai a ei ⊗ fa (565)

حالت این در َند. خطͳ-مستقل و باپایان-عضوی هردˇ {(a, fa) | a} و {(i, ei) | i} که نوشت،

یِ پایه لزومˆن {(a, fa) | a} و {(i, ei) | i} البته َند. صفر ها Ai a یِ همه که این ͳیعن x ِ صفر-بودن

نیستند. W یا V
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یِ دامنه با ͳدˇ-خط ِ تاب΄ Έی T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Wدˇ و V گیرم :155 یِ قضیه

یِ برداری یِ تابعها w′ و w و V بر ͳی باپایان-عضوی یِ برداری یِ تابعها v′ و v است، V ×W

و اند، W بر ͳی باپایان-عضوی

A′µ ν v′µ ⊗ w′
ν = Aµ ν vµ ⊗ wν , (566)

صورت، این در َند. اس΋الر ها A′µ ν و ها Aµ ν که

A′µ ν T (v′µ, w
′
ν) = Aµ ν T (vµ, wν). (567)

span(e) که میΎیرم چنان Wرا و V ترتیب، به بر، f و e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری یِ تابعها اثبات:

نتیجه (566) از باشد. span(w′) و span(w) ِ شامل span(f) و ،span(v′) و span(v) ِ شامل

میشود

A′µ ν (v′µ)
i (w′

ν)
a = Aµ ν (vµ)

i (wν)
a, (568)

میشود دیده اند. شده نوشته f و e در مئلف̃ها که

Aµ ν T (vµ, wν) = Aµ ν (vµ)
i (wν)

a T (ei, fa),

A′µ ν T (v′µ, w
′
ν) = A′µ ν (v′µ)

i (w′
ν)

a T (ei, fa), (569)

میدهد. نتیجه را (567) یِ رابطه (568) از استفاده با که

�

با ͳخط ِ تاب΄ Έی میشود ،V×W یِ دامنه با ͳدˇ-خط ِ تاب΄ هر با که است آن قضیه این یِ نتیجه Έی

ع΋س: بر و ساخت، V⊗W یِ دامنه

ten ِ تاب΄ صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا سه X Wو و V گیرم :156 یِ قضیه

یِ ضابطه و LF(X;V,W) یِ دامنه با

[ten(T )] (Aµ ν vµ ⊗ wν) = Aµ ν T (vµ, wν), (570)
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وارون-پذیر LF(X;V ⊗W) در و است، LF[LF(X;V ⊗W); LF(X;V,W)] در و خُش-تعریف

علاوه به است.

[ten(T )] tp = T. (571)

جمله، از

ten(tp) = 1. (572)

هم ten(T ) ِ خطͳ-بودن میشود. نتیجه 155 یِ قضیه از ten(T ) ِ خُش-تعریف-بودن اثبات:

این در باشد. صفر ten(T ) گیرم یΈ-به-یΈ-بودن، ِ اثبات یِ برا میشود. دیده تعریف از ͳسادِگ به

است. صفر T (v, w) نتیجه در و است صفر [ten(T )](v ⊗w) باشد، V×W در (v, w) اگر صورت

می΋نم تعریف LF(X;V⊗W) در U با متناظر هم، پوشا-بودن ِ اثبات یِ برا است. صفر T پس

T = U tp. (573)

و است LF(X;V,W) در T میشود دیده

U = ten(T ). (574)

اند. ten ِ تعریف ِ مستقیم یِ نتیجه هم (572) و (571)

�

قضیه، این یِ نتیجه همچنین میدهم. نشان T ِ خُد با را بالا یِ قضیه در ten(T ) نباشد، ابهام که ͳی جا

LF(X;V⊗W)
iso
= LF(X;V,W), (575)

مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به سادِتر را

LF(X;V⊗W) = LF(X;V,W), (576)

بر همبردارها ِ اثر از نوشت. x = Aµ
ν vµ ⊗ sν ِ ش΋ل به میشود را V ⊗ V∗ یِ فضا یِ اعضا

کرد. تعریف اس΋الرها به V⊗ V∗ از ی تاب΄ میشود اینجا از میئاید. دست به اس΋الر بردارها
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با F(F;V⊗ V∗) در Ct است. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :157 یِ قضیه

Ct(Aµ
ν vµ ⊗ sν) = Aµ

ν (s
ν vµ) (577)

ست. ͳخط و خُش-تعریف

میشود دیده اثبات:

Ct = ten(C), (578)

که چنان است، LF(F : V,V∗) در C که

C (v, s) = s v. (579)

میشود. نتیجه 156 یِ قضیه از ح΋م

�

میΎویند. ادغام ،(577) ِ تعریف با Ct به

در Per صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :158 یِ قضیه

یِ ضابطه با F(W⊗ V;V⊗W)

Per (Aν ρ vν ⊗ wρ) = Aν ρ wρ ⊗ vν (580)

است. وارون-پذیر W⊗ V در و ͳخط

میشود دیده اثبات:

Per = ten(P), (581)

که چنان است، LF(V⊗W;V,W) در P که

P (v, w) = w ⊗ v. (582)

فقط هم Per ِ وارون-پذیر-بودن ِ اثبات ست. ͳخط و خُش-تعریف Per میشود نتیجه 156 یِ قضیه از

دارد. نیاز نوشتن به

�

که است این بالا یِ قضیه یِ نتیجه میΎویم. جایΎشت ِ تاب΄ (580) یِ رابطه در Per به

V⊗W iso
= W⊗ V, (583)
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مینویسند تساوی ِ ش΋ل به را آن ͳسادِگ یِ برا ی گاه که

V⊗W = W⊗ V. (584)

میشود آن با و است، ͳخط فضای Έی هم دیΎر یِ فضا Έی به فضا Έی از ͳخط یِ تابعها یِ فضا

حاصل- از یِ ͳخط یِ تابعها یِ فضا ِ بین ی ارتباط زیر یِ قضیه ساخت. تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل-

ͳخط یِ تابعها یِ فضا یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- و تانسˇری، ِ ِ-ضرب حاصل- به تانسˇری ِ ِ-ضرب

می΋ند. برقرار

در t صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها X و W و V و U گیرم :159 یِ قضیه

یِ ضابطه با F{LF[(W⊗ X); (U⊗ V)]; [LF(W;U)]⊗ [LF(X;V)]}

[t(Aαβ Rα ⊗ Sβ)] (B
µ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ Bµ ν (Rα uµ)⊗ (Sβ vν), (585)

است. Έبه-ی-Έی و ͳخط

می΋نم. تعریف چنین را LF{LF[(W⊗ X); (U⊗ V)]; LF(W;U), LF(X;V)} در t̃ ِ تاب΄ اثبات:

[̃t (R,S)] (Bµ ν uµ ⊗ vν) = Bµ ν (Ruµ)⊗ (S vν). (586)

ِ اثبات یِ برا ست. ͳخط و است خُش-تعریف t میدهد نشان این است. ten(̃t) ان هم t میشود دیده

به را T است. صفر t(T ) گیرم است. صفر T باشد، صفر t(T ) اگر داد نشان باید یΈ-به-یΈ-بودن،

ِ ش΋ل

T = Di ⊗ Si (587)

یِ ازا به میشود نتیجه است، صفر t(T ) که این از است. خطͳ-مستقل {(i,Di) | i} که مینویسم،

،v و u ِ دلبخاه یِ بردارها

(Di u)⊗ (Si v) = 0. (588)

Έی را {(j, ej) | j} است. باپایان ها (Si v) ِ تعداد چون ست، باپایان-بˇعدی span{(i, Si v) | i}

ترتیب، این به میΎیرم. span{(i, Si v) | i} یِ پایه

(Di u)⊗ [(Si v)j ej ] = 0. (589)

که است این بالا یِ رابطه یِ نتیجه است، خطͳ-مستقل {(j, ej) | j} چون

(Si v)j (Di u) = 0. (590)



تانسˇری ِ ضرب ١۶۴

پس، است. برقرار دلبخاه یِ u یِ ازا به رابطه این

(Si v)j Di = 0. (591)

نتیجه در و َند، صفر ها (Si v)j یِ همه پس است. خطͳ-مستقل {(i,Di) | i} اما

Si v = 0. (592)

پس است. درست دلبخاه یِ v یِ برا این

Si = 0, (593)

است. صفر T ِ خُد میشود نتیجه آن از که

�

میدهم. نشان T ِ خُد با را بالا یِ قضیه در t(T ) پس این از

میشود دیده ͳسادِگ به

در t ِ تاب΄ صورت این در َند. ی�Έسان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ V و U گیرم :160 یِ قضیه

یِ ضابطه با F[(U⊗ V)∗;U∗ ⊗ V∗]

[t(Aαβ r
α ⊗ sβ)] (Bµ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ B

µ ν (rα uµ) (s
β vν), (594)

باشند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها X و W و V و U اگر همچنین، است. Έبه-ی-Έی و ͳخط

آنΎاه باشد، LF(X;V) در S و باشد LF(W;U) در R و

res[(R⊗ S)∗;W∗ ⊗ X∗] = R∗ ⊗ S∗. (595)

است. نظر ِ مˇرد LF[W⊗ X;U⊗ V] از ی عضو ِ عنوان به R⊗ S اینجا

⋆

ِ هیئت یِ برا F با F⊗F یِ ͳریخت΋ی که ی شرط به البته است، 159 ِ خاص ِ حالت Έی 160 واق΄ در

شد. خاهد داده نشان 166 یِ قضیه در ͳریخت΋ی این رود. کار به F

در t صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :161 یِ قضیه

یِ ضابطه با F[LF(W;V);W⊗ V∗]

[t(Aρ
β wρ ⊗ sβ)] v = Aρ

β wρ (s
β v), (596)
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LF(W;V) در ͳی تابعها یِ همه یِ مجموعه با است برابر img(t) همچنین، است. Έبه-ی-Έی و ͳخط

ست. باپایان-بˇعدی ِشان تصویر که

می΋نم. تعریف چنین را LF[LF(W;V);W,V∗] در t̃ ِ تاب΄ اثبات:

[̃t(w, s)] v = w (s v). (597)

یΈ-به- ِ اثبات ست. ͳخط و خُش-تعریف t میدهد نشان این است. ten(̃t) ان هم t میشود دیده

(596) ِ راست ِ طرف است. 159 یِ قضیه در متناظر ِ ح΋م ِ اثبات ِ شبیه کاملَن هم t ِ یΈ-بودن

ِ اثر پس ندارند. ͳΎ̃بست v به و است باپایان ِشان تعداد ها wρ که است، span{(ρ, wρ) | ρ} ِ عضو

ع΋س، بر ست. باپایان-بˇعدی َش تصویر که است LF(W;V) در ی تاب΄ ،W ⊗ V∗ ِ عضو هر بر t

میΎیرم: img(T ) یِ برا پایه Έی را f ست. باپایان-بˇعدی img(T ) و است LF(W;V) در T گیرم

T v = (T v)i fi. (598)

با را V∗ در si

si v = (T v)i (599)

میشود دیده می΋نم. تعریف

T = t(fi ⊗ si). (600)

دارد. بر در را باپایان-بˇعدی ِ تصویر با LF(W;V) یِ اعضا یِ همه img(t) پس

�

ِ هیئت با برابر X و U با 159 یِ قضیه ِ ح΋م ِ خاص ِ حالت Έی 161 یِ قضیه در t ِ تاب΄ ِ وجود

166 یِ قضیه در و است، ی΋ریخت W با LF(W;F) ،41 یِ قضیه ِ اساس بر است: W و V یِ فضاها

است. ی΋ریخت W با W⊗ F و است ی΋ریخت V با F⊗ V شد خاهد داده نشان

LF(W;V) یِ زیرفضا Έی ست، باپایان-بˇعدی ِشان تصویر که LF(W;V) از ͳی اعضا یِ مجموعه

که LF(W;V) از ͳی اعضا یِ مجموعه که این از یا میشود، نتیجه تعریف از ͳسادِگ به این است.

LF(W;V) از ͳی اعضا یِ مجموعه است. 161 یِ قضیه در t ِ تصویر ست باپایان-بˇعدی ِشان تصویر

،161 یِ قضیه یِ نتیجه میدهم. نشان LFf(W;V) با را ست باپایان-بˇعدی ِشان تصویر که

W⊗ V∗ iso
= LFf(W;V), (601)
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ِ ش΋ل به پس این از هم را

W⊗ V∗ = LFf(W;V), (602)

مینویسم.

است. ساده بسیار هم زیر یِ قضیه دˇ ِ اثبات

به و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها (i ∈ {1, 2} (با Wi و Vi و Ui گیرم :162 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(Wi;Vi) در Si ِ تاب΄ و LF(Vi;Ui) در Ri ِ تاب΄ i هر یِ ازا

(R2 ⊗ S2) (R1 ⊗ S1) = (R2 R1)⊗ (S2 S1). (603)

ِ تاب΄ i هر یِ ازا به و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها (i ∈ {1, 2} Wi(با و Vi گیرم جمله، از

صورت، این در است. LF(Wi;Vi) در Ti

باشد: Ti ِ راست ِ وارون Έی Si ِ تاب΄ i هر یِ ازا به اگر a

Ti Si = 1Wi , (604)

است: (T1 ⊗ T2) ِ راست ِ وارون Έی (S1 ⊗ S2) آنΎاه

(T1 ⊗ T2) (S1 ⊗ S2) = 1W1⊗W2 . (605)

َش وارون و است وارون-پذیر هم (T1⊗T2) آنΎاه باشد، وارون-پذیر Ti ِ تاب΄ i هر یِ ازا به اگر b

است: (T−1
1 ⊗ T−1

2 )

(T1 ⊗ T2)
−1 = (T−1

1 ⊗ T−1
2 ). (606)

⋆

صورت، این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :163 یِ قضیه

میشود: جابِجا 1V ⊗ U با T ⊗ 1W آنΎاه باشد، LF(W;W) در U و LF(V;V) در T اگر a

[T ⊗ 1W, 1V ⊗ U ] = 0. (607)

آنΎاه، باشد، LF(V;V) در T اگر b
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ِ وارون-پذیر-بودن ِ صورت در تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ (یا ͳچندجمل̃ئ�Έی P (T ) اگر b1

آنΎاه باشد، ((T,V)

P (T ⊗ 1W) = [P (T )]⊗ 1W. (608)

ker[P (T ⊗ 1W)] = {ker[P (T )]} ⊗W. (609)

باشد. وارون-پذیر (T,V) اگر تنها و اگر است، وارون-پذیر (T ⊗ 1W,V⊗W) و

و َند ی΋سان T یِ ویژه-مقدارها با T ⊗ 1W یِ ویژه-مقدارها b2

ker[(T ⊗ 1W)− λ] = [ker(T − λ)]⊗W. (610)

eker[(T ⊗ 1W)− λ] = [eker(T − λ)]⊗W. (611)

کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T اگر تنها و اگر دارد، (مشخصه) کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T ⊗ 1W b3

چندجمل̃ئیها، این از Έی هر ِ وجود ِ صورت در باشد. داشته (مشخصه)

MT⊗1W = MT . (612)

CT⊗1W = CT . (613)

ِ صورت در باشد. ژُردان-تجزیه-پذیر T اگر تنها و اگر است، ژُردان-تجزیه-پذیر T⊗1W

تجزیِها، این ِ وجود

sem(T ⊗ 1W) = [sem(T )]⊗ 1W. (614)

nil(T ⊗ 1W) = [nil(T )]⊗ 1W. (615)

،(25 ِ بخش یِ معنیها از Έی هر (به است ِ-تعریف قابل- T ⊗ 1W یِ برا f ِ تاب΄ b4

ِ صورت در .(ͳمعن ان هم (به باشد ِ-تعریف قابل- T یِ برا تاب΄ این اگر تنها و اگر

تابعها، این ِ خُش-تعریف-بودن

f(T ⊗ 1W) = [f(T )]⊗ 1W. (616)

هست. 1V ⊗ U و LF(W;W) در U یِ برا هم ی مشابه یِ ح΋مها که است رˇشن
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آنΎاه، باشد، LF(W;W) در U و LF(V;V) در T اگر c

ker[(T ⊗U)−λµ] در v⊗w آنΎاه باشد، ker(U−µ) در w و ker(T −λ) در v اگر c1

است.

باشد. پوچ-توان U یا باشد پوچ-توان T اگر تنها و اگر است، پوچ-توان T ⊗ U c2

اف΋نش U و T اگر است. ِ-ساده شبه- T ⊗ U آنΎاه باشند، ِ-ساده شبه- U و T اگر c3

است. اف΋نش T ⊗ U آنΎاه باشند،

و است ژُردان-تجزیه-پذیر T ⊗ U آنΎاه باشند، ژُردان-تجزیه-پذیر U و T گر ا c4

sem(T ⊗ U) = [sem(T )]⊗ [sem(U)]. (617)

nil(T ⊗ U) = [sem(T )]⊗ [nil(U)] + [nil(T )]⊗ [sem(U)]

+ [nil(T )]⊗ [nil(U)]. (618)

⋆
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است: ساده بسیار فضا چند یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- به فضا دˇ یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ِ تعمیم

در ͳی تابعها یِ مجموعه ͳیعن PT(U,V,W) َند. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Wسه و V و U گیرم مثلَن

X ≏ 0 می΋نم تعریف PT(U,V,W) Xدر یِ برا است. باپایان ِشان محمل که F(F;U×V×W)

ی ∑وقت
(u,v,w)

uα vi wa X(u, v, w) = 0, (619)

span[supp2(X)] و span[supp1(X)] یِ برا ͳی پایِها در مئلف̃ها و Xاست ِ محمل یِ رو جم΄ آن در که

ِ ش΋ل به را U⊗V⊗W اند. شده حساب بزرگتر) ͳی فضاها یِ برا ͳی پایِها (یا span[supp3(X)] و

با یِ تابعها یِ همى˘رزی یِ رده هم را بردار سه یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- و ،PT(U,V,W)/ ≏

حاصل- یِ برا که ͳی قضیِها یِ مانسته داد نشان میشود ͳسادِگ به می΋نم. تعریف تΈ-عضوی ِ محمل
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ͳی ͳخط یِ ترکیبها U⊗V⊗W یِ اعضا جمله، از َند. درست شدند ثابت فضا دˇ یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب

َند. Aµ ν ρ (uµ ⊗ vν ⊗ wρ) ِ ش΋ل به

را آن با U یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- میشود است. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V ⊗W

هست؟ U⊗ V⊗W و U⊗ (V⊗W) ِ بین ای رابطه چه ساخت.

U⊗(V⊗W)صورت این در َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Wسه Vو Uو گیرم :164 یِ قضیه

است. ی΋ریخت (U⊗ V)⊗W با و U⊗ V⊗W با

می΋نم. تعریف چنین را F[U⊗ V⊗W;U⊗ (V⊗W)] در t اثبات:

t[Aµ ν ρ uµ ⊗ (vν ⊗ wρ)] = Aµ ν ρ uµ ⊗ vν ⊗ wρ. (620)

اگر چون است، خُش-تعریف t

A′µ ν ρ u′
µ ⊗ (v′ν ⊗ w′

ρ) = Aµ ν ρ uµ ⊗ (vν ⊗ wρ), (621)

مناسب) یِ پایِها (در آنΎاه

A′µ ν ρ (u′
µ)

α [(v′ν)
i (w′

ρ)
a] = Aµ ν ρ (uµ)

α [(vν)
i (wρ)

a]. (622)

پس

A′µ ν ρ (u′
µ)

α (v′ν)
i (w′

ρ)
a = Aµ ν ρ (uµ)

α (vν)
i (wρ)

a, (623)

میدهد نشان که

A′µ ν ρ (u′
µ ⊗ v′ν ⊗ w′

ρ) = Aµ ν ρ (uµ ⊗ vν ⊗ wρ). (624)

گیرم است. Έبه-ی-Έی t میدهم نشان دارد. نیاز نوشتن به فقط هم t ِ خطͳ-بودن ِ اثبات

t[Bµ ν ρ uµ ⊗ (vν ⊗ wρ)] = 0. (625)

مناسب، یِ پایِها در پس

Bµ ν ρ (uµ)
α (vν)

i (wρ)
a = 0. (626)

میشود نتیجه

[Bµ ν ρ (uµ)
α] (vν ⊗ wρ) = 0, (627)

آنجا، از و

Bµ ν ρ uµ ⊗ (vν ⊗ wρ) = 0. (628)
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که میشود دیده این از هم U⊗ V⊗W در t ِ پوشا-بودن است. صفر x باشد، صفر t(x) اگر پس

Cµ ν ρ uµ ⊗ vν ⊗ wρ = t[Cµ ν ρ uµ ⊗ (vν ⊗ wρ)]. (629)

ی΋ریخت U⊗ (V⊗W) با U⊗V⊗W میدهد نشان این است. وارون-پذیر (t,U⊗V⊗W)پس

است. ی΋ریخت هم (U⊗ V)⊗W با U⊗ V⊗W میشود دیده مشابه ی ش΋ل به است.

�

قضیه، این یِ نتیجه همچنین میدهم. نشان x ِ خُد با را قضیه این در t(x) پس این از

U⊗ V⊗W iso
= U⊗ (V⊗W),

iso
= (U⊗ V)⊗W, (630)

مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به را

U⊗ V⊗W = U⊗ (V⊗W),

= (U⊗ V)⊗W. (631)

ی تناظر واق΄ در داشت. بر را پرانتز فضاها یِ تانسˇر ِ ِ-ضرب حاصل- در میشود قضیه، این ِ خاطر به

ِ تناظر رفت، کار به قضیه ِ اثبات در که

u⊗ (v ⊗ w) = u⊗ v ⊗ w (632)

ِ ش΋ل به ای مانسته که است،

(u⊗ v)⊗ w = u⊗ v ⊗ w (633)

داشت. بر را پرانتز میشود هم بردارها یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- در پس دارد. هم

است): F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V

دارد. ͳمعن F⊗ V پس است. F ِ هیئت با یΈ-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی F ِ هیئت

،F⊗V در x هر یِ برا صورت این در است. F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :165 یِ قضیه

که هست V در v ِ بردار Έی تنها و Έی

x = 1⊗ v, (634)
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است. هیئت یِ ͳضرب یِ ͳهمان 1 که

نوشت چنین میشود را x اثبات:

x = Aµ ν (αµ ⊗ vν). (635)

این�جا از

x = (Aµ ν αµ) (1⊗ vν),

= 1⊗ (Aµν αµ vν). (636)

آنΎاه نباشد صفر v گر شود داده نشان ست ͳکاف v یِ ͳتای΋ی ِ اثبات یِ برا می΋ند. ثابت را وجود این

{(1, 1)} ِ خُد میشود را span(1) با متناظر یِ پایه میΎیرم. (634) ِ ش΋ل به را x نیست. صفر x

صورت این در گرفت. {(1, v)} ِ خُد میشود هم را span(v) با متناظر یِ پایه نباشد صفر v اگر گرفت.

است. ناصفر یِ ضریبها با پایِها، یِ اعضا یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- از ͳخط ِ ترکیب Έی (1⊗ v)

نیست. صفر (1⊗ v) پس

�

که است آن قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

آنΎاه باشد، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V اگر :166 یِ قضیه

F⊗ V iso
= V. (637)

شود. تعریف ش΋ل این به F(V;F⊗ V) در t ِ تاب΄ ست ͳکاف اثبات:

t(1⊗ v) = v. (638)

ست. پوشا V در و است، Έبه-ی-Έی ست، ͳخط t میشود دیده ͳسادِگ به

�

باشد، اس΋الر α اگر مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به را بالا یِ قضیه در t یِ ͳریخت΋ی پس این از

α⊗ v = α v. (639)

مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به را متناظر یِ فضاها یِ ͳریخت΋ی همچنین

F⊗ V = V. (640)
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جمله از

F⊗ F = F. (641)

باشند، اس΋الر β و α اگر و

α⊗ β = αβ. (642)

هم یΈفضا یِ برا را تعریف ِ مراحل اما شد. تعریف ͳخط یِ فضا بیشتر یا دˇ یِ برا تانسˇری ِ ضرب

ای رابطه چه اخیر یِ فضا کرد. حساب را PT(V)/ سپس≏ و ،PT(V) میشود ͳیعن برد. کار به میشود

دارد؟ V ِ خُد با

،V یِ ͳخط یِ فضا هر یِ برا :167 یِ قضیه

[PT(V)/ ≏]
iso
= V. (643)

می΋نم تعریف چنین را F{[PT(V)/ ≏];V} در t ِ تاب΄ اثبات:

t(v) = eql(Ev). (644)

میشود معلوم ،152 یِ قضیه ِ استدلال با مشابه ی استدلال با

eql(Eα1 v1+α2 v2
) = α1 eql(Ev1) + α2 eql(Ev2). (645)

باشد، PT(V) در X اگر میشود معلوم ،153 یِ قضیه با مشابه ست. ͳخط t میدهد نشان این

X =
∑
v

X(v)Ev, (646)

آنجا، از و

eql(X) = eql

(∑
v

X(v)Ev

)
,

= eql
{
E∑

v[X(v)] v

}
,

= t

{∑
v

[X(v)] v

}
, (647)

اگر تنها و اگر است صفر eql(Ev) سرانجام، ست. پوشا PT (V)/ ≏ در t میدهد نشان ∑که
v′

v′i Ev(v
′) = 0, (648)

vi ͳیعن این اما اند. شده نوشته ،span(v) یِ برا ͳیعن ،span[supp(Ev)] یِ برا پایه Έی در مئلف̃ها که

ِ بین ͳریخت΋ی Έی t نتیجه در ست. ͳبدیه هم t یِ هسته پس است. صفر v میدهد نشان که است، صفر
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است. PT(V)/ ≏ و V

�

که است آن قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

،F ِ هیئت هر یِ برا :168 یِ قضیه

[PT(F)/ ≏]
iso
= F. (649)

⋆

مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به ͳسادِگ یِ برا هم را 168 و 167 یِ دˇ-قضیه یِ ح΋مها

[PT(V)/ ≏] = V, (650)

[PT(F)/ ≏] = F. (651)

و فضا) ِ (خُد n = 1 ِ حالت به ،ͳخط یِ فضا n یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ِ تعمیم میشود را اینها

کرد. ͳتلق فضاها) ِ (هیئت n = 0

میشوند: تعریف زیر یِ ادغامها آن، با مشابه شد. تعریف V⊗ V∗ یِ فضا یِ برا ادغام این از پیش

Ct(a)(b) ∈ [LF(V1 ⊗ · · · ⊗ V̂a ⊗ · · · ⊗ V̂b ⊗ · · · ⊗ Vn;V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)],

Ct(2)(4) (Ai j k
µ
ν x

i ⊗ vµ ⊗ yj ⊗ sν ⊗ zk) = Ai j k
µ
ν (s

ν vµ)x
i ⊗ yj ⊗ zk. (652)

که است ی حالت یِ برا تعریف این است. شده حذف X ِ عامل ͳیعن X̂ و است، Va ِ دˇگان Vb

یِ جا که است این است، لازم a از کوچ΋تر b ِ حالت یِ برا که ی تنها-تغییر باشد. a از بزرگتر b

می΋نم. تعریف را تاب΄ این ادغامها، این ِ ترکیب با شود. عوض vµ ِ بردار با sν ِ همبردار

Ct ∈ LF(F;V1 ⊗ · · · ⊗ Vn ⊗ V∗
1 ⊗ · · · ⊗ V∗

n),

Ct(Aµ1···µn
ν1···νn uµ1 ⊗ · · · ⊗ vµn ⊗ rν1 ⊗ · · · ⊗ rνn)

=Aµ1···µn
ν1···νn (rν1 uµ1) · · · (sνn vµn). (653)

حالت، این در میشود دیده

Ct = Ct(1)(2) · · ·Ct(n)(2n). (654)
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نوشت، x = ei ⊗ wi ِ ش΋ل به مثلَن میشود را V⊗W ِ عضو هر که بود این 154 یِ قضیه یِ نتیجه

V اگر دارد. ͳΎ̃بست x ِ خُد به e ͳکل ِ حالت در اما است. خطͳ-مستقل e = {(i, ei) | i} که

اینجا از ندارد. ͳΎ̃بست x به دیΎر که گرفت، V یِ پایه Έی میشود را e آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی

میشود. نتیجه زیر یِ قضیه

این در است. باپایان V ِ بˇعد و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط یِ فضا دˇ W و V گیرم :169 یِ قضیه

ِ ش΋ل به V⊗W در x ِ بردار هر ،V یِ برا e یِ پایه هر یِ ازا به صورت

x = ei ⊗ wi (655)

جمله، از میشوند. تعیین x یِ رو از ی΋تا ِ طُر به ها wi آن در که است،

V⊗W iso
= W×[dim(V)], (656)

کرد. انتخاب x از مستقل میشود را e که است آن (563) یِ رابطه با نمایش این ِ تنها-تفاوت اثبات:

e یِ پایه ِ حسب بر میشود را V در ی بردار هر پس ست. باپایان-بˇعدی V که است آن از ͳناش هم این

یِ ضابطه و V⊗W یِ دامنه با t ِ تاب΄ هم (656) یِ ͳریخت΋ی ِ اثبات یِ برا داد. بسط

t(ei ⊗ wi) = (w1, . . . ) (657)

است. وارون-پذیر W×[dim(V)] در و ͳخط تاب΄ این میشود دیده ͳسادِگ به میبرم. کار به را

�

که است، V در بردار Έی ِ شبیه V ⊗W ِ عضو هر باشد باپایان-بˇعدی V اگر گفت میشود سادِتر،

است. این بالا یِ قضیه یِ نتیجه Έی اند. W در ͳی بردارها که بل نیستند عدد یˆش مئلف̃ها

ͳی پایِها f و e و َند، ی΋سان ِ هیئت با باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Wدˇ و V گیرم :170 یِ قضیه

میشود را V⊗W در x ِ بردار هر صورت این در اند. W و V ترتیب به یِ برا

x = xi a ei ⊗ fa (658)

یِ برداری ِ تاب΄ آن، با همى˘رز یا میشوند؛ تعیین x یِ رو از ی΋تا ِ طُر به ها xi a آن در که نوشت،

است. V⊗W یِ پایه Έی e⊗ f = {[(i, a), ei ⊗ fa] | (i, a)}
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⋆

است. این (40 یِ قضیه با (همراه 170 یِ قضیه یِ نتیجه Έی

آنΎاه باشند، ی΋سان ِ هیئت با باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا دˇ W و V اگر :171 یِ قضیه

dim(V⊗W) = [dim(V)] [dim(W)], (659)

نتیجه در و

(V⊗W)
iso
= F [dim(V)] [dim(W)]. (660)

⋆

باپایان-بˇعدی میشود ساخته تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- آنها با که ͳی ͳخط یِ فضاها از بعضی اگر

کرد: بیان ͳریخت΋ی ِ ش΋ل به میشود را َش نتای; و 159 یِ قضیه باشند،

باپایان- W و U و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها X و W و V و U گیرم :172 یِ قضیه

یِ ضابطه با LF{LF[(W⊗X); (U⊗V)]; [LF(W;U)]⊗[LF(X;V)]} در tصورت این در یˆند. بˇعدی

[t(Aαβ Rα ⊗ Sβ)] (B
µ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ Bµ ν (Rα uµ)⊗ (Sβ vν), (585)

است. وارون-پذیر LF(W⊗ X;U⊗ V) در

در t شود ثابت ست ͳکاف پس است. Έبه-ی-Έی و) ͳخط) t شد ثابت 159 یِ قضیه در اثبات:

در Z با متناظر میΎیرم. W و U ترتیب، به یِ، برا ͳی پایِها را f و d ست. پوشا LF(W⊗X;U⊗V)

،LF(W⊗ X;U⊗ V)

Z (dα ⊗ v) = fa ⊗ (Za
α v), (661)

چنین را LF(W;U) در Ra
β میشوند. تعیین Z یِ رو از ی΋تا ِ طُر به و اند، LF(X;V) در ها Za

α که

می΋نم. تعریف

Ra
β dα = δβα fa. (662)

میشود دیده

t(Ra
β ⊗ Za

β) = Z. (663)
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�

آنΎاه باشند، باپایان-بˇعدی W و U اگر که است این قضیه این یِ نتیجه

LF(W⊗ X;U⊗ V) iso
= [LF(W;U)]⊗ [LF(X;V)], (664)

مینویسم: تساوی ِ ش΋ل به را آن ͳسادِگ یِ برا که

LF(W⊗ X;U⊗ V) = [LF(W;U)]⊗ [LF(X;V)]. (665)

همچنین،

باپایان- V و U و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها X و W و V و U گیرم :173 یِ قضیه

یِ ضابطه با LF{LF[(W⊗X); (U⊗V)]; [LF(W;U)]⊗[LF(X;V)]} در tصورت این در یˆند. بˇعدی

[t(Aαβ Rα ⊗ Sβ)] (B
µ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ Bµ ν (Rα uµ)⊗ (Sβ vν), (585)

است. وارون-پذیر LF(W⊗ X;U⊗ V) در

یِ، برا ͳی پایِها را e و d شود. ثابت LF(W⊗X;U⊗V) در t ِ پوشا-بودن ست ͳکاف هم باز اثبات:

می΋نم تعریف ،LF(W⊗ X;U⊗ V) در Z با متناظر میΎیرم. V و U ترتیب، به

Zα i = Z(dα ⊗ ei). (666)

ش΋ل̥ به را آنها میشود پس اند. W⊗ X ِ عضوِ ها Zα i

Zα i = Zα i
ρ σ wρ ⊗ xσ (667)

یِ برا البته َند. خطͳ-مستقل و باپایان ͳی مجموع̃ها {(σ, xσ) | σ} و {(ρ, wρ) | ρ} که نوشت،

اما دارند. ͳΎ̃بست i و α به که است، لازم گونه این از مجموعه دˇ ها Zα i از Έی هر ِ بسط-دادن

یِ همه یِ پهنه و هم با را اول یِ مجموع̃ها یِ همه یِ پهنه میشود است، باپایان ها Zα i ِ تعداد چون

میشود حالا آورد. دست به باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا دˇ و کرد جم΄ هم با هم را دوم یِ مجموع̃ها

ِ حسب بر را ها Zα i یِ همه و گرفت دˇ-فضا این یِ برا ͳی پایِها را {(σ, xσ) | σ} و {(ρ,wρ) | ρ}

می΋نم تعریف داد. بسط دˇ-مجموعه این

Rα
ρ dβ = δαβ wρ,

Si
σ ej = δij xσ. (668)
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میشود دیده

t(Zα i
ρ σ Rα

ρ ⊗ Si
σ) = Z. (669)

�

،(665) سادِتر یا ،(664) یِ رابطه باشند باپایان-بˇعدی V و U اگر که است این هم قضیه این یِ نتیجه

میشود 172 یِ قضیه با مشابه کاملَن هم، باشند باپایان-بˇعدی X و V اگر که است رˇشن است. برقرار

،X و W یا ،W و V یا ،X و U ِ باپایان�-بˇعدی-بودن از اما رسید. ،(665) ِ سادِتر یا ،(664) به

نمیئاید. دست به ای چنین-نتیجه

به-کار-رفته یِ ͳخط یِ فضاها ِ هیئت فضاها از ی بعض که ͳی حالتها در 172 یِ قضیه سرانجام،

درمیئاید. ش΋لها این به یˆند باپایانبˇعدی

ست. باپایان-بˇعدی آنها از یΈی و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی Vفضاها Uو گیرم :174 یِ قضیه

یِ ضابطه با LF[(U⊗ V)∗;U∗ ⊗ V∗] در t صورت این در

[t(Aαβ r
α ⊗ sβ)] (Bµ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ B

µ ν (rα uµ) (s
β vν), (594)

نتیجه در است. وارون-پذیر (U⊗ V)∗ در

(U∗ ⊗ V∗)
iso
= (U⊗ V)∗, (670)

سادِتر یا

(U∗ ⊗ V∗) = (U⊗ V)∗. (671)

⋆

نوشت میشود ضمنَن ،156 یِ قضیه به توجه با

(U∗ ⊗ V∗)
iso
= LF(F;U,V) (672)

م�ͳشود آنΎاه باشند، باپایان-بˇعدی هر-دˇ V و U اگر باشد). باپایان-بˇعدی V یا U که ی شرط (به

گرفت نتیجه و برد کار به را 126 یِ قضیه

(U⊗ V) iso
= LF(F;U∗,V∗). (673)

یِ رابطه ی گاه خاطر ین هم به

(U⊗ V) = LF(F;U∗,V∗) (674)
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یِ برا فقط تعریف این البته میبرند. کار به فضا دˇ یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- ِ تعریف ِ عنوان به را

م�ͳرود. کار به باپایان-بˇعدی یِ فضاها

همچنین

باپایان-بˇعدیست. آنها از یΈی و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی Wفضاها Vو گیرم :175 یِ قضیه

یِ ضابطه با LF[LF(W;V); (W⊗ V∗)] در t صورت این در

[t(Aρ
β wρ ⊗ sβ)] v = Aρ

β wρ (s
β v), (596)

میشود نتیجه آن از که است، وارون-پذیر LF(W;V) در

(W⊗ V∗)
iso
= LF(W;V), (675)

سادِتر یا

(W⊗ V∗) = LF(W;V). (676)

⋆

یِ قضیه یِ نتیجه ِ خاص ِ حالت Έی ِ عنوان به ،158 و 126 یِ قضیِها از استفاده با ،(478) یِ رابطه

آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی W اگر میئاید: دست به بالا

LF(V∗;W∗)
iso
= [V∗ ⊗ (W∗)∗],

iso
= (V∗ ⊗W),

iso
= (W⊗ V∗),

iso
= LF(W;V). (677)

می΋ند. پیدا ای ساده ِ ش΋ل هیئت به V⊗V∗ از ادغام باشد، باپایان-بˇعدی V یِ ͳخط یِ فضا اگر

میشود دیده ͳسادِگ به

یِ پایه Έی e = {(i, ei) | i} و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :176 یِ قضیه

صورت این در است. e ِ دˇگان {(i, ei) | i} Vو

Ct(ei ⊗ ej) = δji , (678)

نتیجه در و

Ct(xi
j ei ⊗ ej) = xi

i. (679)
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⋆

ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ رد 39

است: LFf(V;V) در T

می΋نم. تعریف است. V⊗ V∗ ِ عضو تاب΄ این ،161 یِ قضیه ِ طبق

tr(T ) = Ct(T ). (680)

که است این َ دقیقتر

tr(T ) = Ct(t−1 T ), (681)

با ،161 یِ قضیه در که ست ͳی ͳریخت΋ی t که

[t(Aρ
β wρ ⊗ sβ)] v = Aρ

β wρ (s
β v), (596)

میشود دیده ͳسادِگ به است. شده تعریف

با F[F; LFf(V;V)] در tr آنΎاه باشد، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V اگر :177 یِ قضیه

آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی V اگر ست. ͳخط (680) یِ ضابطه

tr(T ) = T i
i. (682)

⋆

میΎویند. T یِ ͳخط ِ تاب΄ ِ رد tr(T ) به

ست. باپایان-بˇعدی T ِ تصویر و است، LF(V;W) در S و LF(W;V) در T گیرم :178 یِ قضیه

و یˆند، باپایان-بˇعدی (T S) ِ تصویر و (S T ) ِ تصویر صورت این در

tr(S T ) = tr(T S). (683)

همچنین است. img(T ) یِ زیرمجموعه img(T S) چون ست، باپایان-بˇعدی img(T S) اثبات:

باپایان- که است، T ِ تصویر res[S; img(T )] یِ دامنه است. res[S; img(T )] ِ تصویر img(S T )

باپایان- img(S T ) نتیجه در ست. باپایان-بˇعدی هم res[S; img(T )] ِ تصویر پس ست. بˇعدی

میشود نتیجه ست، باپایان-بˇعدی img(T ) که این از ست. بˇعدی

T = Aν
α wν ⊗ sα, (684)
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باشد، V در v اگر اند. V∗ در ها sα و W در ها wν که

(S T ) v = Aν
α S[(sα v)wν ],

= [Aν
α (S wν)⊗ sα] v. (685)

پس،

S T = Aν
α (S wν)⊗ sα, (686)

نتیجه در و

tr(S T ) = Aν
α sα (S wν). (687)

میشود نتیجه (684) از باشد، W در w اگر همچنین،

(T S)w = Aν
α [sα (S w)]wν ,

= Aν
α [(S∗ sα)w]wν ,

= [Aν
α wν ⊗ (S∗ sα)]w, (688)

میدهد نشان که

T S = Aν
α wν ⊗ (S∗ sα), (689)

نتیجه در و

tr(T S) = Aν
α (S∗ sα)wν , (690)

میشود. نتیجه (683) آن، با (687) یِ مقایسه از که

�

در T و LFf(U;U) در S و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها V و U گیرم :179 یِ قضیه

و است LFf(U⊗ V;U⊗ V) در (S ⊗ T ) صورت این در است. LFf(V;V)

tr(S ⊗ T ) = [tr(S)] [tr(T )]. (691)

نتیجه T و S یِ برا ش΋لها این ترتیب، به یˆند، باپایان-بˇعدی img(T ) و img(S) که این از اثبات:
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میشود.

S = Aµ
α uµ ⊗ rα, (692)

T = Bν
β vν ⊗ sβ , (693)

َند. عدد ها Bν
β و ها Aµ

α و اند، V∗ در ها sβ و V در ها vν اند، U∗ در ها rα و U در ها uµ که

،V در v و U در u با

(S ⊗ T ) (u⊗ v) = (S u)⊗ (T v),

= (Aµ
α rα u) (Bν

β s
β v)uµ ⊗ vν , (694)

آن�جا از و

S ⊗ T = (uµ ⊗ vν)⊗ (Aµ
α Bν

β r
α ⊗ sβ). (695)

همچنین، ست. باپایان-بˇعدی َش تصویر نتیجه در و است، (U⊗V)⊗ (U⊗V)∗ در (S ⊗ T پس(

tr(S ⊗ T ) = (Aµ
α Bν

β r
α ⊗ sβ) (uµ ⊗ vν),

= (Aµ
α rα uµ) (B

ν
β s

β vν), (696)

است. (691) همان که

�

و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :180 یِ قضیه

صورت، این در است. ژُردان-تجزیه-پذیر

tr(T ) =
∑
λ

λ dim[eker(T − λ)]. (697)

T ِ ویژه-مقدار آنها با متناظر یِ λ که َند) (ناصفر میشوند وارد ͳی جمل̃ها فقط بالا ِ جم΄ در اثبات:

T دارد. ͳمعن جم΄ این و است، باپایان جم΄ یِ جمل̃ها ِ تعداد ست باپایان-بˇعدی V چˇون پس باشد.

ح΋م میبرم. کار به را (177 یِ (قضیه (682) یِ رابطه و مینویسم (97 یِ (قضیه ژُردان ِ ش΋ل به را

میشود. نتیجه

�
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و img[cor(T )] ست، هسته-جدا T صورت این در است. LFf(V;V) در T گیرم :181 یِ قضیه

و یˆند، باپایان-بˇعدی img[ess(T )]

tr(T ) = tr[cor(T )],

= tr[ess(T )]. (698)

آنΎاه باشد، ژُردان-تجزیه-پذیر T این بر علاوه اگر

tr(T ) =
∑
λ ̸=0

λ dim[eker(T − λ)], (699)

و img[cor(T )] ست. باپایان-بˇعدی edom(T ) و هسته-جدا T میشود نتیجه 30 یِ قضیه از اثبات:

است. باپایان هم آنها ِ بˇعد پس اند، edom(T ) یِ زیرفضا img[ess(T )]

نوشت. چنین میشود را T ست، باپایان-بˇعدی img(T ) چون

T = vi ⊗ si, (700)

میشود را ها vi از Έی هر اند. V∗ در ها si و img(T ) در ها vi و است خطͳ-مستقل {(i, vi) | i} که

یِ تعریفها از است. [edom(T )] × [ker(T )] در (v′i, v′′i ) که نوشت، v′′i و v′i ِ مجموع ِ ش΋ل به

میشود نتیجه ترتیب، به ،ess(T ) و cor(T )

cor(T ) = v′i ⊗ si. (701)

ess(T ) = v′i ⊗ {res[si; edom(T )]}. (702)

ِ مقدار i هر یِ ازا به آنΎاه باشد، ker(T ) در v اگر میشود نتیجه {(i, vi) | i} ِ خطͳ-مستقل-بودن از

ترتیب، این به است. صفر (si v)

tr(T ) = si vi,

= si (v′i + v′′i ),

= si v′i,

= tr[cor(T )]. (703)
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همچنین،

tr[ess(T )] = {res[si; edom(T )]} v′i,

= si v′i,

= tr[cor(T )]. (704)

است. 180 یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه (699) باشد، ژُردان-تجزیه-پذیر T اگر سرانجام،

�
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میشود را (U⊗ V) در x ست. باپایان-بˇعدی U و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها V و U گیرم

داد: بسط U یِ برا d = {(1, d1), . . . , (m, dm)} یِ پایه ِ حسب بر

x = dα ⊗ xα. (705)

میشود چنین x یِ ͳماتریس ِ نمایش

mat(x; d) =


x1

...

xm

 . (706)

ِ شبیه کاملَن رابطه این

mat(v; e) =


v1

...

vn

 (356)
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یِ پایه ِ حسب بر باشد، باپایان-بˇعدی هم V اگر اند. V در ها xα َند، بردار مئلف̃ها که این جز است،

میشود. نتیجه x ِ دیΎر یِ ͳماتریس ِ ش΋ل این V یِ برا e = {(1, e1), . . . , (n, en)}

mat[x; (d⊗ e)] =



x1 1

x1 2

...

xmn


. (707)

جمله، از

mat[(u⊗ v); d] =


u1 v

...

um v

 . (708)

mat[(u⊗ v); (d⊗ e)] =



u1 v1

u1 v2

...

um vn


. (709)

باپایان-بˇعدی هردˇ V و U باید دوم ِ ش΋ل یِ برا و باشد، باپایان-بˇعدی U ست ͳکاف اول ِ ش΋ل یِ برا

میشود دیده ͳسادِگ به باشند.

d′ و d ست، باپایان-بˇعدی U َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها V و U گیرم :182 یِ قضیه

صورت، این در است. U⊗ V در x و است، d′ به d یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Ξ اند، U یِ پایه دˇ

xα′
= (Ξ−1)αβ x

β . (710)

⋆

باپایان V ِ بˇعد که آن ِ شرط (به میئاید دست به V یِ فضا در ِ-پایه تغییر- یِ برا هم ی مشابه ای نتیجه

میشود دیده ͳسادِگ به سرانجام، باشد).

d′ و d َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳی باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضاها V و U گیرم :183 یِ قضیه

به e یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Λ و d′ به d یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Ξ اند، V یِ پایه دˇ e′ و e و U یِ پایه دˇ
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صورت، این در است. U⊗ V در x و است، e′

xα′ ı′ = (Ξ−1)αβ (Λ
−1)ij x

β j . (711)

⋆

ِ نمایش یِ برا معمولَن اما است. ͳخط یِ فضا Έی هم V∗ باشد، ͳخط یِ فضا Έی V اگر

ͳی فضاها V و U گیرم میشود. استفاده سطری یِ ماتریسها از (V∗ یِ (اعضا همبردارها یِ ͳماتریس

یِ ͳماتریس ِ نمایش ،V یِ برا e یِ پایه با متناظر است. (n) Vباپایان ِ بˇعد و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط

میشود V∗ ⊗ U در x = ei ⊗ xi

mat(x; e∗) =

(
x1 · · · xn

)
. (712)

با متناظر داد. نمایش ͳستون یِ ماتریسها با میشود هم را ها xi آنΎاه باشد، (m) باپایان هم U ِ بˇعد اگر

،U یِ برا d یِ پایه

mat[x; (e∗ ⊗ d)] =


x1

1 · · · xn
1

...
. . .

...

x1
m · · · xn

m

 . (713)

میشود: نتیجه ͳسادِگ به هم ِ-پایه تغییر- یِ قضیه

d′ و d َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳی باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضاها V و U گیرم :184 یِ قضیه

به e یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Λ و d′ به d یِ ِ-پایه تغییر- ِ تاب΄ Ξ اند، V یِ پایه دˇ e′ و e و U یِ پایه دˇ

صورت، این در است. V∗ ⊗ U در x و است، e′

xı′
α′

= (Ξ−1)αβ Λ
j
i xj

β . (714)

⋆

یِ پایه Έی d و (m) باپایان U ِ بˇعد اگر یافت. ی مشابه ِ نمایش میشود هم U⊗V∗ یِ اعضا یِ برا

میشود U⊗ V∗ در y = dα ⊗ yα یِ ͳماتریس ِ نمایش باشد، U

mat(y; d) =


y1

...

ym

 , (715)
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آنΎاه، باشد، V یِ پایه Έی e و (n) باپایان هم V ِ بˇعد اگر

mat[y; (d⊗ e∗)] =


y11 · · · y1n
...

. . .
...

ym1 · · · ymn

 . (716)

یِ مثالها ِ شبیه کاملَن هم ͳخط یِ تابعها یِ تانسˇری یِ ِ-ضربها حاصل- یِ ͳماتریس ِ نمایش

ِ بˇعد و (m) باپایان U ِ بˇعد و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها X Wو و V و U گیرم ست. بالا

با E صورت این در میΎیرم. W یِ پایه Έی را f و U یِ پایه Έی را d است. (p) باپایان هم W

Ea
α dβ = δαβ fa (717)

بسط پایه این ِ حسب بر میشود را [LF(W;U)] ⊗ [LF(X;V)] در T است. LF(W;U) یِ پایه Έی

داد:

T = Ea
α ⊗ T a

α, (718)

میشود T یِ ͳماتریس ِ نمایش اند. LF(X;V) در ها T a
α که

mat(T ;E) =


T 1

1 · · · T 1
m

...
. . .

...

T p
1 · · · T p

m

 . (719)

و گرفت پایه هم W و V یِ برا میشود باشد، (q) باپایان هم X ِ بˇعد و (n) باپایان هم V ِ بˇعد اگر

با F صورت این در است. X یِ پایه Έی g و V یِ پایه Έی e گیرم داد. بسط هم را ها T a
α

Fr
i ej = δij gr. (720)

و است LF(X;V) یِ پایه Έی

T a
α = T a

α
r
i Fr

i. (721)

میشود T یِ ͳماتریس ِ نمایش

mat[T ; (E ⊗ F )] =



T 1
1
1
1 T 1

1
1
2 · · · T 1

m
1
n

T 1
1
2
1 T 1

1
2
2 · · · T 1

m
2
n

...
...

. . .
...

T p
1
q
1 T p

1
q
2 · · · T p

m
q
n


. (722)
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یِ ͳماتریس یِ نمایشها صورت این در است. R⊗S با برابر T که است ی زمان خاص ِ حالت Έی

میئایند. در ش΋ل این به (722) و (719)

mat[(R⊗ S);E] =


R1

1 S · · · R1
m S

...
. . .

...

Rp
1 S · · · Rp

m S

 , (723)

و

mat[(R⊗ S); (E ⊗ F )] =



R1
1 S

1
1 R1

1 S
1
2 · · · R1

m S1
n

R1
1 S

2
1 R1

1 S
2
2 · · · R1

m S2
n

...
...

. . .
...

Rp
1 S

q
1 Rp

1 S
q
2 · · · Rp

m Sq
n


. (724)

میشود را LF(W⊗X;U⊗V) در Z باشند، Wباپایان-بˇعدی و U اگر ،172 یِ قضیه ِ اساس بر

ِ ش΋ل به

Z = Ea
α ⊗ Za

α (725)

میشود. چنین Z یِ ͳماتریس ِ نمایش اینجا از نوشت.

mat(Z;E) =


Z1

1 · · · Z1
m

...
. . .

...

Zp
1 · · · Zp

m

 . (726)

و LF(W⊗X;U⊗V) باشند، Wباپایان-بˇعدی و U اگر است: (719) ان هم عملَن این میشود دیده

باشد، U⊗ V در x = dβ ⊗ xβ اگر میشود دیده َند. ی΋ریخت [LF(W;U)]⊗ [LF(X;V)]

Z x = (Ea
α dβ)⊗ (Za

α xβ),

= fa ⊗ (Za
α xα), (727)

یا

(Z x)a = Za
α xα. (728)

یِ رابطه ،x یِ ͳماتریس ِ نمایش در Z یِ ͳماتریس ِ نمایش یِ ͳمعمول یِ ͳماتریس ِ ضرب همان این اما

یِ برا را نتیجه ین هم ِ مشابه یˆند. ͳخط ِ تاب΄ Z یِ مئلف̃ها و َند بردار x یِ مئلف̃ها فقط است. ،(706)
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که است این مهم یِ ن΋ته آورد. دست به میشود هم ͳخط ِ تاب΄ دˇ ِ ِ-ضرب حاصل- یِ ͳماتریس ِ نمایش

فضاها یِ همه اگر البته نمیشوند. جابِجا هم با ͳکل ِ حالت در پس نیستند، عدد نمایشها این در مئلف̃ها

این دیΎر َند، عدد مئلفه�ها آن در که شود استفاده گسترده یِ ͳماتریس ِ نمایش از و باشند باپایان-بˇعدی

ندارد. وجود مش΋ل

واق΄ در میشوند. ت΋رار ش΋ل ان هم به هم اینجا ،28 ِ بخش با مشابه یِ ِ-پایه تغییر- یِ قضیِها

می΋نند. کار داد بسط ͳی پایِها ِ حسب بر را آن میشود که هست ی چیز جا هر ِ-پایه، تغییر- یِ قضیِها

گوناگون. یِ ͳخط یِ فضاها در ͳی بردارها یا باشند اس΋الر بسط یِ ضریبها نیست مهم

میشود معلوم میشوند. ساده بسیار ͳماتریس ِ نمایش ِ زبان به ،38 ِ بخش یِ ͳریخت΋ی یِ قضیه�ها

گروهبندی ی مختلف یِ ش΋لها به میشود را ی ی΋سان یِ شاخصها که َند این فقط قضیِها این یِ ح΋مها

.ͳخط ِ تاب΄ هم و ساخت تانسˇر هم میشود ،T a
i ِ مثل ͳی چیزها از مثلَن کرد.
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تانسˇرها و ͳچند-خط یِ تابعها در تقارن

جایΎشت ِ تاب΄ 41

t1 یِ ͳریخت΋ی Έی ،ͳخط یِ فضا چند ِ حالت به یˆش ͳبدیه ِ تعمیم و 160 یِ قضیه ِ اساس بر

در t2 یِ ͳریخت΋ی Έی ،161 یِ قضیه ِ اساس بر هست. LF[W ⊗ (V⊗n)∗;W ⊗ (V∗)⊗n] در

LF[LF(W;V⊗n);W⊗ (V∗)⊗n] در ͳریخت΋ی Έپسی هست. LF[LF(W;V⊗n);W⊗ (V⊗n)∗]

و t1 یِ ی΋ریختیها چون نباشد، ی΋ریخت LF(W;V⊗n) با [W⊗ (V∗)⊗n] است مم΋ن البته هست.

ِ متمایز یِ اعضا (t2 t1) با اما نیستند. پوشا LF(W;V⊗n) و [W⊗ (V⊗n)∗] ترتیب، به در، لزومˆن t2

یِ اعضا یِ ͳویژِگ هر بنابراین میشوند. تبدیل LF(W;V⊗n) ِ متمایز یِ اعضا به [W ⊗ (V∗)⊗n]

باشد، -بˇعدی باپایان V اگر ضمنَن دارد. [W ⊗ (V∗)⊗n] یِ اعضا یِ برا ای مانسته LF(W;V⊗n)

به یِشان ͳبدیه ِ تعمیم و 175 و 174 یِ (قضیه�ها میشوند ی΋ریخت [W⊗ (V∗)⊗n] و LF(W;V⊗n)

.(ͳخط یِ فضا چند ِ حالت

LF(W;V, . . . ,V) ،ͳی�ِخط فضا چند ِ حالت به یˆش ͳبدیه ِ تعمیم 156و یِ قضیه ِ اساس بر

LF(W;V⊗n) یِ اعضا یِ ͳویژِگ هر ،ͳریخت΋ی این ِ خاطر به است. ی΋ریخت LF(W;V⊗n) با

یِ اعضا یِ ͳتقارن یِ ویژِگیها فصل این در برع΋س. و دارد LF(W;V, . . . ,V) یِ اعضا یِ برا ای مانسته
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میΎویم. n-تانسˇر آن یِ اعضا به و n-تانسˇرها، یِ فضا V⊗n به میشود. ͳبررس V⊗n و LF(W;V⊗n)

LF(W;V⊗n1
1 ⊗· · ·⊗V⊗nk

k ) ِ مثل ͳی فضاها به ی رˇشن یِ تعمیمها میئاید، دست به که ͳی نتیجِها یِ برا

که است، [V⊗m ⊗ (V∗)⊗n] یِ فضا مهم ِ خاص ِ حالت Έی هست. (V⊗n1
1 ⊗ · · · ⊗ V⊗nk

k ) و

میΎویم. (m,n)-تانسˇر یˆش اعضا به و (m,n)-تانسˇرها، یِ فضا آن به

تعمیم ͳخط یِ فضا چند ِ حالت به میشود ͳسادِگ به را 158 یِ قضیه در جایΎشت ِ تاب΄ ِ تعریف

می΋نم تعریف داد.

Peri j ∈ LF(V⊗n;V⊗n), n ≥ 2, i ̸= j.

Peri j (· · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vj ⊗ · · · ) = (· · · ⊗ vj ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ). (729)

می΋نم: تعریف را Perσ ِ تاب΄ (σ ِ n-جایΎشت با (متناظر همچنین

Perσ ∈ LF(V⊗n;V⊗n).

Perσ

(
n⊗

i=1

vi

)
=

n⊗
i=1

vσ−1(i). (730)

کنم تعریف n-جایΎشت Έی را θi j اگر واق΄ در است. (730) ِ خاص ِ حالت (729) میشود دیده

آنΎاه نمیدهد، تغییر را n تا 1 یِ عددها یِ بقیه و ،(i ̸= j) برع΋س و می΋ند تبدیل j به را i که

Peri j = Perθi j . (731)

با Nn یِ اعضا فقط و است وارونپذیر N در که است، F(N;N) ِ عضو Έی n-جایΎشت هر

Nn = {1, . . . , n} (732)

در که کرد، تعریف F(Nn;Nn) از ی عضو را n-جایΎشت میشود خاطر، ین هم به می΋ند. عوض را

میدهم. نشان Sn با را ͳی تا n یِ جایΎشتها یِ مجموعه است. وارون�پذیر Nn

میشود دیده ͳسادِگ به

با Perσ صورت این در است. n-جای�گشت Έی σ و ،ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :185 یِ قضیه

است. وارون-پذیر V⊗n در و خُش�تعریف، (730) یِ رابطه

⋆

همچنین،



١٩١ � جایΎشت ِ تاب΄ 41

صورت، این در اند. Sn در τ و σ و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :186 یِ قضیه

Perτ◦σ = Perτ Perσ. (733)

اثبات:

Perτ Perσ

(
n⊗

i=1

vi

)
= Perτ

[
n⊗

i=1

vσ−1(i)

]
,

=
n⊗

i=1

vσ−1[τ−1(i)],

=

n⊗
i=1

v(τ◦σ)−1(i),

= Perτ◦σ

(
n⊗

i=1

vi

)
. (734)

�

صورت، این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :187 یِ قضیه

ست. ͳهمان (Peri j)
2 a

یِ زیرفضا دˇ ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V⊗n آنΎاه نباشد، یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V اگر b

است. ،ker(Peri j + 1) یΈی و ker(Peri j − 1) یΈی ،ͳنابدیه

ست. ͳهمان Peri j آنΎاه باشد، یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V اگر c

رود. کار به برابری این ست ͳکاف ،b ِ اثبات یِ برا است. تعریف ِ مستقیم یِ نتیجه a اثبات:

x =
1

2
(1 + Peri j)x+

1

2
(1− Peri j)x. (735)

1 ترتیب، به یِ، ویژه-مقدارها با متناظر Peri j یِ ویژه-بردارها راست، ِ طرف ِ دوم و اول یِ جمل̃ها

باشد. دˇ-بˇعدی ِ-کم دست- V که باشد ناصفر است مم΋ن ی وقت فقط دوم یِ جمله البته اند. −1 و

نوشت. چنین میشود را V⊗n در x آنΎاه باشد، یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V اگر ،c ِ اثبات یِ برا

x = a e⊗n, (736)

ست. ͳهمان Peri j میدهد نشان این است). صفر e ست، صفر-بˇعدی V ی (وقت است عدد Έی a که

�



تانسˇرها و ͳچند-خط یِ تابعها در تقارن ١٩٢

می΋نم: تعریف ِ-جایΎشت تاب΄- دسته دˇ (m,n)-تانسˇرها ِ ی فضا یِ برا

Perσ,1 = (Perσ)V⊗m ⊗ 1(V∗)⊗n , (737)

Perτ,2 = 1V⊗m ⊗ (Perτ )(V∗)⊗n , (738)

میشود دیده ͳسادِگ به است. Sn در τ و Sm در σ که

در که ͳی ِ-جایΎشتها تاب΄- یِ برا صورت این در است. Sn در τ و Sm در σ گیرم :188 یِ قضیه

میشوند: جابِجا هم با Perτ,2 و Perσ,1 اند، شده تعریف (m,n)-تانسˇرها یِ فضا

Perσ,1 Perτ,2 = Perτ,2 Perσ,1. (739)

⋆

صورت، این در است. Sn در σ و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :189 یِ قضیه

آنΎاه باشد، V⊗n در x اگر a

(Perσ x)
i1···in = xiσ(1)···iσ(n) . (740)

آنΎاه باشد، LF(W;V⊗n) در T اگر b

(T Perσ)i1···in = Tiσ−1(1)···iσ−1(n)
. (741)

میΎیرم. V یِ پایه Έی را e اثبات:

Perσ x = Perσ (x
i1···in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein),

= xi1···in eiσ−1(1)
⊗ eiσ−1(n)

,

= xiσ(1)···iσ(n) ei1 ⊗ · · · ⊗ ein), (742)

میشود. نتیجه Perσ ِ تعریف از ͳسادِگ به هم b میدهد. نشان را a که

�
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متقارن ِ تانسˇر متقارن، ِ تاب΄ 42

است: LF(W;V⊗n) در T

اگر است متقارن j و i یِ مئلف̃ها به نسبت T میΎویند

T Peri j = T, (743)

ͳیعن که

T (· · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vj ⊗ · · · ) = T (· · · ⊗ vj ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ). (744)

اگر است متقارن) کاملَن (یا متقارن T همچنین،

∀ σ ∈ Sn : T Perσ = T, (745)

ͳیعن که

∀ σ ∈ Sn : T

[
n⊗

i=1

vσ−1(i)

]
= T

(
n⊗

i=1

vi

)
. (746)

یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- یِشان دامنه که ͳی تابعها یِ برا میشود را تقارن ِ تعریف که است رˇشن (البته

را n-جایΎشت هر باشد.) ͳچند-خط یا ͳخط تاب΄ نیست لازم برد. کار به َست ی΋سان یِ مجموعه n

جایΎشتیست θα که نوشت، θn−(1/2) تا θ3/2 یِ جایΎشتها از ِ-ضربی حاصل- ِ ش΋ل به میشود

یِ عددها یِ بقیه و می΋ند تبدیل [α− (1/2)] به را [α+(1/2)] و [α+(1/2)] به را [α− (1/2)] که

نمیدهد: تغییر را ΀صحی

θα = θ[α−(1/2)] [α+(1/2)]. (747)

جایΎشتها، این از ِ-ضرب حاصل- Έی در است مم΋ن و نمیشوند جابِجا هم با لزومˆن ها θα البته

ِ ش΋ل به میشود را جایΎشت هر که این از نشود. ظاهر اصلَن یا شود ظاهر بار چند جایΎشت Έی

میشود دیده ͳسادِگ به نوشت، θα یِ جایΎشتها از ی ِ-ضرب حاصل-

در است. LF(W;V⊗n) در T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی Wفضاها و V گیرم :190 یِ قضیه

[α+(1/2)] و [α− (1/2)] یِ ِ-مئلفه زُج- هر به نسبت T اگر تنها و اگر است، متقارن T صورت این

باشد. متقارن

⋆
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Sym ِ سادِتر ِ ش΋ل باشند مشخص n و V اگر (که SymV⊗n است. Sym خاص، ِ متقارن ِ تاب΄ Έی

و است LF(V⊗n;V⊗n) در میبرم) کار به یˆش برا هم را

Sym :=
1

n!

∑
σ∈Sn

Perσ. (748)

تعریف (m,n)-تانسˇرها یِ فضا در هم متقارنΎر نُ΄ دˇ ،Sym از استفاده با میΎویم. متقارنΎر Sym به

می΋نم:

Sym1 = SymV⊗m ⊗ 1(V∗)⊗n . (749)

Sym2 = 1V⊗m ⊗ Sym(V∗)⊗n . (750)

میشوند. جابِجا هم با Sym2 و Sym1 که است رˇشن

صورت، این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :191 یِ قضیه

است. متقارن ِ تاب΄ Έی Sym a

Sym با (Perσ Sym) و (SymPerσ) یِ ِ-ضربها حاصل- ،σ ِ n-جایΎشت هر یِ ازا به b

میشود). جابِجا Perσ با Sym نتیجه در (و َند برابر

است. اف΋نش Sym c

اثبات:

SymPerσ =
1

n!

∑
τ

Perτ Perσ,

=
1

n!

∑
τ

Perτ◦σ,

=
1

n!

∑
(τ◦σ)

Per(τ◦σ),

= Sym. (751)

Έی هر شود، ضرب n-جایΎشتها یِ همه در طرف Έی از n-جایΎشت Έی اگر که رفته کار به این

کاملَن ی روش به می΋ند. ثابت را a بالا یِ رابطه میشوند. ظاهر بار Έی فقط و Έی n-جایΎشتها از
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میشود ثابت ی مشابه

Perσ Sym = Sym, (752)

می΋نم: استفاده a از هم c ِ اثبات یِ برا میشود. نتیجه b آن با a ِ ترکیب از که

Sym2 =
1

n!

∑
σ

SymPerσ,

=
1

n!

∑
σ

Sym,

= Sym. (753)

است. n! n-جایΎشتها تعدادِ که رفته کار به این آخر یِ برابری در

�

میدهم: نشان V⊗n
S با را زیرفضا این میΎویند. V⊗n ِ متقارن یِ زیرفضا ،V⊗n بر متقارنΎر ِ اثر به

V⊗n
S = Sym(V⊗n). (754)

باشد. V⊗n
S در x اگر است، متقارن x میΎویند است V⊗n در x ی وقت همچنین،

ویژه- Έی متقارن ِ n-تانسˇر هر صورت این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :192 یِ قضیه

که ی n-تانسˇر هر ع΋س، بر است. Έی ِ ویژه-مقدار با ِ-جایΎشتها، تاب΄- یِ همه ِ مشترک ِ بردار

است. متقارن ِ یnΈ-تانسˇر باشد، Έی ِ ویژه-مقدار با ِ-جایΎشتها تاب΄- یِ همه ِ مشترک ِ ویژه-بردار

میشود دیده است. Sn در σ و V⊗n
S در x گیرم اثبات:

Perσ x = Perσ Symx,

= Symx,

= x. (755)

میشود. نتیجه (748) ِ تعریف از ͳسادِگ به هم ع΋س یِ گزاره

�

اگر تنها و اگر است، متقارن T صورت این در است. LF(W;V⊗n) در T گیرم :193 یِ قضیه

T Sym = T. (756)
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یِ برا است. درست بالا یِ رابطه باشد متقارن T اگر که است معلوم T ِ تقارن ِ تعریف از اثبات:

باشد، متقارن ِ جایΎشت Έی σ اگر است. درست بالا یِ رابطه گیرم ع΋س، یِ گزاره ِ اثبات

T Perσ = T SymPerσ,

= T Sym,

= T, (757)

است. متقارن T میدهد نشان که

�

ِ معلوم-بودن با صورت این در است. متقارن و است LF(W;V⊗n) در T گیرم :194 یِ قضیه

Έی میشود LF(W;V⊗n
S ) در T ′ هر از همچنین، میشود. مشخص ی΋تا ِ طُر به T ِ خُد res(T ;V⊗n

S )

شود. T ′ ِ برابر V⊗n
S به َش تحدید که ساخت، LF(W;V⊗n) در متقارن ِ تاب΄

باشد، V⊗n در x اگر اثبات:

T x = T Symx,

= [res(T ;V⊗n
S )] (Symx). (758)

می΋نم. تعریف چنین را LF(W;V⊗n) در T ′′ هم T ′ ِ داشتن با

T ′′ = T ′ Sym. (759)

است. T ′ ان هم res(T ′′;V⊗n
S ) و است متقارن T ′′ که است رˇشن

�

V⊗n در x اگر همچنین، مینامم. T ِ متقارن ِ بخش را (T Sym) باشد، LF(W;V⊗n) در T اگر

مینامم. x ِ متقارن ِ بخش را (Symx) باشد،

:195 یِ قضیه

Έی x ِ متقارن ِ بخش صورت این در است. V⊗n در x و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم a

ِ ویژه-مقدار با ِ-جایΎشت تاب΄- Έی ِ ویژه-بردار x اگر همچنین، است. متقارن ِ n-تانسˇر

است. صفر x ِ متقارن ِ بخش آنΎاه باشد، (−1)
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صورت این در است. LF(W;V⊗n) در T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی Wفضاها و V گیرم b

در چپ) (از T ِ ِ-ضرب حاصل- اگر همچنین، است. متقارن ِ تاب΄ Έی T ِ متقارن ِ بخش

است. صفر T ِ متقارن ِ بخش آنΎاه شود، (−T ) ِ-جایΎشت تاب΄- Έی

ِ یnΈ-جایΎشت گیرم است. متقارن (Symx)پس V⊗nاست.
S در (Symx) که است رˇشن اثبات:

که باشد σ

Perσ x = −x. (760)

صورت، این در

Symx = SymPerσ x,

= −Symx, (761)

است. مشابه کاملَن هم b ِ اثبات است. صفر Symx میدهد نتیجه که

�

Έی میشود V یِ برا پایه Έی با ست. باپایان-بˇعدی هم V⊗n
S آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی V اگر

می΋نم تعریف است. V یِ پایه Έی e = {(1, e1), . . . (m, em)} گیرم ساخت. V⊗n
S یِ برا پایه

(e⊗n
S )(k1,...,km) = Sym (e⊗k1

1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km
m ),

e⊗n
S =

{
(e⊗n

S )(k1,...,km)

∣∣∣∣ (k1, . . . , km),

m∑
i=1

ki = n

}
. (762)

e = {(1, e1), . . . (m, em)} و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :196 یِ قضیه

است. V⊗n
S یِ پایه Έی ،(762) ِ تعریف با e⊗n

S صورت این در است. آن یِ پایه Έی

Έی e⊗n است. متقارن ِ n-تانسˇر Έی e⊗n
S یِ ͳخط ِ ترکیب هر که است معلوم (762) از اثبات:

ِ ش΋ل به میشود را x ِ n-تانسˇر هر پس است. V⊗n یِ پایه

x = xi1···in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein (763)

بنابراین، نوشت.

Symx = xi1···in Sym(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein). (764)
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Έی میدهم. نشان kj با را آمده (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) در j ِ شاخص که ͳی بارها ِ تعداد ،j هر یِ ازا به

به را ها 2 با متناظر یِ خان̃ها اول، یِ خانه k1 به را ها 1 با متناظر یِ خان̃ها که هست σ ِ n-جایΎشت

میئاورد: . . . و بعد، یِ خانه k2

Perσ (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) = e⊗k1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km

m , (765)

میشود نتیجه آن از که

Sym (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) = (e⊗n
S )(k1,...,km). (766)

میدهد نشان این

span(e⊗n
S ) = V⊗n

S . (767)

میΎذارم: صفر را آن از ͳخط ِ ترکیب Έی کار این یِ برا است. خطͳ-مستقل e⊗n
S شود ثابت مانده

′∑
(k1,...,km)

α(k1,...,km) (e⊗n
S )(k1,...,km) = 0. (768)

را
∑

i ki = n ِ شرط که ست ͳنامنف و ΀صحی ͳی شاخصها یِ رو جم΄ ͳیعن جمعبندی در پریم

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از میئاورند. بر

1

n!

′∑
(k1,...,km)

α(k1,...,km)

[∑
σ

Perσ (e
⊗k1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km

m )

]
= 0. (769)

نمیشود، ظاهر متمایز یِ α دˇ ِ ضریب در ها (e⊗k1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km

m ) از Έی Ϳهی راست، ِ طرف در

(ei1⊗· · ·⊗ein) نمی΋ند. عوض را (e⊗k1
1 ⊗· · ·⊗e⊗km

m ) در j یِ شاخصها ِ تعداد جایΎشت چون

kj که میشود، ظاهر راست ِ طرف در α(k1,...,km) ِ ضریب یِ کروشه در بار (k1! · · · km!) دقیقَن

(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) ِ ضریب پس آمده. (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) در j ِ شاخص که ست ͳی بارها ِ تعداد

پس، باشد. صفر باید ضریب این است. α(k1,...,km) (k1! · · · km!)/(n!) بالا یِ ͳخط ِ ترکیب در

α(k1,...,km) = 0. (770)

است. خطͳ-مستقل e⊗n
S پس

�

میΎویم. e⊗n یِ پایه ِ متقارن ِ بخش e⊗n
S به
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صورت این در است). باپایان m) ست m-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :197 یِ قضیه

و ست باپایان-بˇعدی V⊗n
S

dim(V⊗n
S ) =

(
m+ n− 1

n

)
. (771)

V⊗n یِ زیرفضا که هم V⊗n
S و ست، باپایان-بˇعدی هم V⊗n ست، باپایان-بˇعدی V چون اثبات:

e که است، e⊗n
S یِ اعضا ِ تعداد V⊗n

S ِ بˇعد ،196 یِ قضیه به توجه با میشود. باپایان-بˇعدی است

داد: نمایش خطها و دایرِها از ای آرایه با میشود را (k1, . . . , km) یِ ͳتای m است. V یِ پایه Έی

دایرِها ِ کل ِ تعداد دایره. km سرانجام و ،. . . خط، Έی بˆعد دایره، k2 بˆعد خط، Έی بˆعد دایره، k1

یِ تاییها m و دایره-و-خط، یِ آرایِها ِ بین است. (m − 1) هم خطها ِ تعداد است.
∑

i ki = n

است برابر (k1, . . . , km) یِ تاییها m ِ تعداد پس هست. Έبه-ی-Έی ِ تناظر Έی (k1, . . . , km)

(n+m− 1) از n ِ ترکیب اینها ِ تعداد هم. ِ کنار در خط (m− 1) و دایره n یِ آرایِها ِ تعداد با

می΋ند. ثابت را ِ-نظر مˇرِد- یِ رابطه که است،

�

میشود دیده 189 از استفاده با

َست. آن یِ پایه Έی e و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :198 یِ قضیه

صورت این در

اگر تنها و اگر میئاورند، بر را Perσ x = x یِ رابطه σ ِ n-جایΎشت و x ِ n-تانسˇر a

xiσ(1)···iσ(n) = xi1···in . (772)

σ یِ n-جایΎشتها یِ همه یِ ازا به (772) اگر تنها و اگر است، متقارن x ِ n-تانسˇر جمله، از

باشد. برقرار

اگر میئاورند، بر را T Perσ = T یِ رابطه σ ِ n-جایΎشت و است، LF(W;V⊗n) در که T b

اگر تنها و

Tiσ−1(1)···iσ−1(n)
= Ti1···in . (773)

باشد. برقرار σ یِ n-جایΎشتها یِ همه یِ ازا به (773) اگر تنها و اگر است، متقارن T جمله، از

⋆
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همچنین،

است. LF(W;V⊗n) در T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم :199 یِ قضیه

همچنین، باشد. صفر res(T ;V⊗n
S ) اگر تنها و اگر است، صفر T ِ متقارن ِ بخش صورت این در

(T Sym)i1···in =
1

n!

∑
σ

Tiσ−1(1)···iσ−1(1)
. (774)

⋆

x ِ تانسˇر ِ متقارن ِ بخش اگر َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی Wفضاها و V گیرم :200 یِ قضیه

ِ بˇعد اگر است. صفر x بر LF(W;V⊗n) ِ متقارن ِ عضو هر ِ اثر آنΎاه باشد، صفر (V⊗n در x (با

آنΎاه باشد، صفر x بر LF(W;V⊗n) ِ متقارن ِ عضو هر ِ اثر و باشد، باپایان V ِ بˇعد نباشد، صفر W

است. صفر x ِ متقارن ِ بخش

آنΎاه باشد، صفر x ِ متقارن ِ بخش و باشد متقارن T اگر اثبات:

T x = T Symx,

= 0. (775)

WمیΎیرم در w ِ ناصفر ِ بردار Έی دوم ِ بخش ِ اثبات یِ برا می΋ند. ثابت را قضیه ِ اول ِ بخش این

با را LF(W;V⊗n) در Si1···in و

Si1···in x := w (Symx)i1···in (776)

ͳیعن x بر تاب΄ این ِ اثر ِ صفر-بودن است. متقارن Si1···in میشود دیده ͳسادِگ به می΋نم. تعریف

می΋ند. ثابت را دوم ِ بخش این و است، صفر (776) ِ راست ِ طرف در w ِ ضریب

�

آنΎاه باشد، n-جایΎشت Έی σ اگر است. ,n)-تانسˇر n) Έی x گیرم :201 یِ قضیه

Ct(Perσ,1 x) = Ct(Perσ−1,2 x). (777)

همچنین،

Ct(Sym1 x) = Ct(Sym2 x). (778)
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اگر سرانجام،

Sym1 x = x, (779)

آنΎاه

Ct(x) = Ct(Sym2 x), (780)

اگر و

Sym2 x = x, (781)

آنΎاه

Ct(x) = Ct(Sym1 x). (782)

از اثبات:

x = Aµ1···µn
ν1···νn vµ1 ⊗ · · · ⊗ vµn ⊗ sν1 ⊗ · · · ⊗ sνn . (783)

میشود نتیجه

Ct(Perσ,1 x) = Aµ1···µn
ν1···νn [sν1 vµσ−1(1)

] · · · [sνn vµσ−1(n)
],

= Aµ1···µn
ν1···νn [sνσ(1) vµσ−1 σ(1)

] · · · [sνσ(n) vµσ−1 σ(n)
],

= Aµ1···µn
ν1···νn [sνσ(1) vµ1 ] · · · [sνσ(n) vµn ],

= Ct(Perσ−1,2 x). (784)

که رفته کار به این

Bα1

β1
· · ·Bαn

βn
= B

ασ(1)

βσ(1)
· · ·Bασ(n)

βσ(n)
. (785)

که میشود نتیجه اینجا از هم (778) یِ ∑رابطه
σ∈Sn

Perσ =
∑
σ∈Sn

Perσ−1 . (786)

اند. (778) یِ نتیجه هم ح΋م ِ آخر یِ گزارِها

�

است. این بالا یِ قضیه به مربوط یِ قضیه Έی
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Έی V و ی باپایان-عضو یِ مجموعه Έی A که است، F(V;A2n) در f گیرم :202 یِ قضیه

باشد، n-جایΎشت Έی σ اگر صورت این در ست. ͳخط یِ ∑فضا
(µ1,...,µn)∈An

f [µ1, . . . , µn, µσ(1), . . . , µσ(n)]

=
∑

(µ1,...,µn)∈An

f [µσ−1(1), . . . , µσ−1(n), µ1, . . . , µn]. (787)

همچنین،

∑
σ∈Sn

 ∑
(µ1,...,µn)∈An

f [µ1, . . . , µn, µσ(1), . . . , µσ(n)]


=
∑
σ∈Sn

 ∑
(µ1,...,µn)∈An

f [µσ(1), . . . , µσ(n), µ1, . . . , µn]

 . (788)

⋆

ساخته V⊗n
S یِ برا پایه Έی V یِ پایه Έی از استفاده با ست، باپایان-بˇعدی V که ی وقت یِ برا

یِ قضیه ِ اساس بر ساخت. (V∗)⊗n
S یِ برا ای پایه V∗ یِ پایه Έی با میشود ی مشابه ِ طریق به شد.

(V⊗n)∗ یِ اعضا یِ همه پس است. ی΋ریخت (V∗)⊗n با (V⊗n)∗ باشد باپایان-بˇعدی V اگر ،174

ساخت. (V∗)⊗n یِ اعضا یِ رو از میشود را

در t ِ تحدید صورت این در ست. باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :203 یِ قضیه

:160 یِ قضیه

[t(Aαβ r
α ⊗ sβ)] (Bµ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ B

µ ν (rα uµ) (s
β vν), (594)

متناظر َند. ی΋ریخت (V⊗n
S )∗ و (V∗)⊗n

S نتیجه در و است، ILF[(V⊗n
S )∗; (V∗)⊗n

S ] در ،(V∗)⊗n
S به

و است، (V⊗n
S )∗ یِ برا پایه Έی (e∗)⊗n

S یِ مجموعه ،V یِ برا e یِ پایه با

(e⊗n
S )(k1,...,km) (e⊗n

S )(l1,...,lm) =
k1! · · · km!

n!
δk1

l1
· · · δkm

lm
. (789)

نباشد، برابر (k1, . . . , km) با (l1, . . . , lm) اگر دارد. نیاز نوشتن به فقط ͳریخت΋ی ِ اثبات اثبات:

در 1 یِ شاخصها ِ تعداد آنΎاه نباشد، برابر l1 با k1 مثلَن اگر چون میشود؛ صفر (789) ِ چپ ِ طرف آنΎاه

(e⊗n
S )(k1,...,km) یِ جمل̃ها از Έی هر در 1 یِ شاخصها ِ تعداد با (e⊗n

S )(l1,...,lm) یِ جمل̃ها از Έی هر

(e⊗n
S )(l1,...,lm) یِ جمل̃ها از Έی هر بر (e⊗n

S )(k1,...,km) یِ جمل̃ها از Έی هر ِ اثر پس دارد. فرق

میشود. صفر
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ِ ضریب پس میشود، ت΋رار بار (k1! · · · km!) ِ تعداد به (e⊗n
S )(k1,...,km) در متمایز یِ جمله هر

ِ متمایز یِ جمل̃ها ِ تعداد است. (k1! · · · km!)/(n!) ِ برابر (e⊗n
S )(k1,...,km) در متمایز یِ جمله هر

ِ تعداد پس جمله. هم ِ ت΋رار ِ تعداد بر تقسیم (n!) جمل̃ها ِ کل ِ تعداد با است برابر (e⊗n
S )(k1,...,km)

(e⊗n
S )(l1,...,lm) در متناظر یِ جمل̃ها یِ برا ینها هم است. (n!)/(k1! · · · km!) با برابر متمایز یِ جمل̃ها

هست. هم

میشود (789) ِ چپ ِ طرف باشد، برابر (k1, . . . , km) با (l1, . . . , lm) که ی حالت یِ برا پس

نشان را (789) که جمله، هر ِ ضریب ِ مجذور در ضرب (e⊗n
S )(k1,...,km) ِ متمایز یِ جمل̃ها ِ تعداد

میدهد.

�
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است: LF(W;V⊗n) در T

اگر است پادمتقارن j و i یِ مئلف̃ها به نسبت T میΎویند

T Peri j = −T, (790)

ͳیعن که

T (· · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vj ⊗ · · · ) = −T (· · · ⊗ vj ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ). (791)

اگر است پادمتقارن) کاملَن (یا پادمتقارن T همچنین،

∀ σ ∈ Sn : T Perσ = sgnσ T, (792)

ͳیعن که

∀ σ ∈ Sn : T

[
n⊗

i=1

vσ−1(i)

]
= sgnσ T

(
n⊗

i=1

vi

)
. (793)

ِ تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر σ اگر است، 1 با برابر sgnσ است. σ ِ n-جایΎشت ِ علامت sgnσ

ها θα از ی فرد ِ تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر σ اگر است، (−1) با برابر و باشد؛ ها θα از ی زُج

Έی ِ ش΋ل البته است. فرد σ میΎویند دوم ِ حالت در و است، زُج σ میΎویند اول ِ حالت در باشد.

نیست، ی΋تا هم ها θα ِ حسب بر σ ِ ش΋ل در ها θα ِ تعداد نیست، ی΋تا ها θα ِ حسب بر جایΎشت
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ی΋سان ها θα ِ حسب بر σ ِ جایΎشت یِ ش΋لها یِ همه در ها، θα ِ تعداد ِ زُج-یا-فرد-بودن اما

همچنین، است.

∀ (σ, τ) ∈ (Sn × Sn) : sgnτ◦σ = sgnτ sgnσ. (794)

تعریف علامتدار ِ جایΎشت -ِ تاب΄- ِ اسم به ی دیΎر ِ تاب΄ ،Per ِ ِ-جایΎشت تاب΄- هر با متناظر

میدهم: نشان aPer با را آن و می΋نم

aPerσ = sgnσ Perσ. (795)

می΋نم: تعریف (m,n)-تانسˇرها یِ فضا بر ͳی تابعها (738) و (737) با مشابه همچنین،

aPerσ,1 = (aPerσ)V⊗m ⊗ 1(V∗)⊗n , (796)

aPerτ,2 = 1V⊗m ⊗ (aPerτ )(V∗)⊗n , (797)

است. Sn در τ و Sm در σ که

یِ تابعها یِ برا 189 تا 186 یِ قضیِها یِ مانست̃ها ͳسادِگ به ،(794) و تعریفها این از استفاده با

میشود: نتیجه aPer

صورت، این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :204 یِ قضیه

باشند، Sn در τ و σ اگر a

aPerτ◦σ = aPerτ aPerσ. (798)

ست. ͳهمان (aPeri j)
2 b

یِ زیرفضا دˇ ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V⊗n آنΎاه نباشد، یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V اگر c

است. ،ker(aPeri j + 1) یΈی و ker(aPeri j − 1) یΈی ،ͳنابدیه

است. (−1) با برابر aPeri j آنΎاه باشد، یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V اگر d

یِ فضا در که ͳی ِ-علامتدارها ِ-جایΎشت- تاب΄- یِ برا باشد، Sn در τ و Sm در σ اگر e

میشوند: جابِجا هم با aPerτ,2 و aPerσ,1 اند، شده تعریف (m,n)-تانسˇرها

aPerσ,1 aPerτ,2 = aPerτ,2 aPerσ,1. (799)
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آنΎاه باشد، V⊗n در x و ،Sn در σ باپایان-بˇعدی، V اگر f

(aPerσ x)
i1···in = sgnσ x

iσ(1)···iσ(n) . (800)

آنΎاه باشد، LF(W;V⊗n) در T و ،Sn در σ باپایان-بˇعدی، V اگر g

(T aPerσ)i1···in = sgnσ Tiσ−1(1)···iσ−1(n)
. (801)

⋆

اگر است، پادمتقارن T نوشت: aPer ِ حسب بر میشود را (792)

∀ σ ∈ Sn : T aPerσ = T. (802)

که نوشت، aPeri j ِ حسب بر میشود هم را j و i یِ مئلف̃ها به نسبت T ِ پادمتقارن-بودن

aPeri j = aPerθi j . (803)

اگر است، پادمتقارن j و i یِ مئلف̃ها به نسبت T

T aPeri j = T. (804)

ِ ش΋ل باشند مشخص n و V اگر (که aSymV⊗n است. aSym خاص، ِ پادمتقارن ِ تاب΄ Έی

و است LF(V⊗n;V⊗n) در میبرم) کار به یˆش برا هم را aSym ِ سادِتر

aSym =
1

n!

∑
σ∈Sn

sgnσ Perσ,

=
1

n!

∑
σ∈Sn

aPerσ. (805)

(m,n)-تانسˇرها یِ فضا در هم پادمتقارنΎر نُ΄ دˇ ،aSym از استفاده با م�ͳگویم. پادمتقارنΎر aSym به

می΋نم: تعریف

aSym1 = aSymV⊗m ⊗ 1(V∗)⊗n . (806)

aSym2 = 1V⊗m ⊗ aSym(V∗)⊗n . (807)

میشوند. جابِجا هم با aSym2 و aSym1 که است رˇشن
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ͳسادِگ به قبل ِ بخش در 195 تا 190 یِ قضیِها یِ مانست̃ها ،aSym و aPer یِ تابعها از استفاده با

و aPer یِ تابعها Sym و Per یِ تابعها یِ جا به است ͳکاف و َند مشابه کاملَن اثباتها میشوند. نتیجه

شوند. گذاشته aSym

است. LF(W;V⊗n) در T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم :205 یِ قضیه

و [α − (1/2)] یِ ِ-مئلفه زُج- هر به نسبت T اگر تنها و اگر است، پادمتقارن T صورت این در

باشد. پادمتقارن [α+ (1/2)]

⋆

صورت، این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :206 یِ قضیه

است. پادمتقارن ِ تاب΄ Έی aSym a

َند برابر aSym با (aPerσ aSym) و (aSymaPerσ) یِ ِ-ضربها حاصل- باشد، Sn در σ اگر b

میشود). جابِجا Perσ و aPerσ با aSym نتیجه در (و

است. اف΋نش aSym c

⋆

میدهم: نشان V⊗n
A با را زیرفضا این میΎویند. V⊗n ِ پادمتقارن یِ زیرفضا ،V⊗n بر پادمتقارنΎر ِ اثر به

V⊗n
A = aSym(V⊗n). (808)

باشد. V⊗n
A در x اگر است، پادمتقارن x میΎویند است V⊗n در x ی وقت همچنین،

Έی پادمتقارن ِ n-تانسˇر هر صورت این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :207 یِ قضیه

ع΋س، بر است. Έی ِ ویژه-مقدار با ، ِ-علامتدارها ِ-جایΎشت- تاب΄- یِ همه ِ مشترک ِ ویژه-بردار

Έی ِ ویژه-مقدار با ِ-علامتدارها ِ-جایΎشت- تاب΄- یِ همه ِ مشترک ِ ویژه-بردار که ی n-تانسˇر هر

است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر Έی باشد،

⋆

اگر است پادمتقارن ِ یnΈ-تانسˇر x کرد: بیان میشد هم ِ-جایΎشتها تاب΄- ِ حسب بر را بالا یِ قضیه

اگر تنها و

∀ σ ∈ Sn : Perσ x = sgnσ x. (809)
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اگر تنها و اگر است، پادمتقارن T صورت این در است. LF(W;V⊗n) در T گیرم :208 یِ قضیه

T aSym = T. (810)

⋆

ِ معلوم-بودن با صورت این در است. پادمتقارن و است LF(W;V⊗n) در T گیرم :209 یِ قضیه

Έی میشود LF(W;V⊗n
A ) در T ′ هر از همچنین، میشود. مشخص ی΋تا ِ طُر به T ِ خُد res(T ;V⊗n

A )

شود. T ′ ِ برابر V⊗n
A به َش تحدید که ساخت، LF(W;V⊗n) در ِ پادمتقارن ِ تاب΄

⋆

V⊗n در x اگر همچنین، مینامم. T ِ پادمتقارن ِ بخش را (T aSym) باشد، LF(W;V⊗n) در T اگر

مینامم. x ِ پادمتقارن ِ بخش را (aSymx) باشد،

:210 یِ قضیه

Έی x ِ پادمتقارن ِ بخش صورت، این در است. V⊗n در x و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم a

با علامتدار ِ ِ-جایΎشت تاب΄- Έی ِ ویژه-بردار x اگر همچنین، است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر

است. صفر x ِ پادمتقارن ِ بخش آنΎاه باشد، (−1) ِ ویژه-مقدار

این در است. LF(W;V⊗n) در T و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم b

T ِ ِ-ضرب حاصل- اگر همچنین، است. پادمتقارن ِ تاب΄ Έی T ِ پادمتقارن ِ بخش صورت،

صفر T ِ پادمتقارن ِ بخش آنΎاه شود، (−T ) علامتدار ِ ِ-جایΎشت تاب΄- Έی در چپ) (از

است.

⋆

نسبت T اگر باشد: θi j ِ-نظر مˇرد- ِ جایΎشت که است ی وقت بالا یِ قضیه ِ خاص ِ حالت Έی

i یِ مئلف̃ها به نسبت T اگر البته (و است صفر T ِ پادمتقارن ِ بخش آنΎاه باشد، متقارن j و i یِ مئلف̃ها به

یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- x اگر همچنین، است). صفر T ِ متقارن ِ بخش آنΎاه باشد، پادمتقارن j و

است. صفر x ِ پادمتقارن ِ بخش آنΎاه باشند، هم) با متناسب (یا ی΋سان آنها از تا دˇ که باشد بردار n

میشود، نتیجه ͳسادِگ به ،206 و 191 یِ قضیِها از استفاده با

میشوند. جابِجا هم با V⊗n ِ پادمتقارنΎر و متقارنΎر باشد، ͳخط یِ فضا Έی V اگر :211 یِ قضیه

است. صفر پادمتقارنΎر و متقارنΎر ِ ِ-ضرب حاصل- آنΎاه باشد، 1 از بزرگتر n این بر علاوه اگر
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ِ قسمت ِ اثبات یِ برا میشود. نتیجه (206 (یا 191 یِ قضیه از مستقیمˆن ح΋م، ِ اول ِ قسمت اثبات:

میشود دیده میشود). استفاده n > 1 از (اینجا j ̸= i میΎیرم دوم،

aSymSym = aSymSym

[
1

2
(1 + Peri j) +

1

2
(1− Peri j)

]
,

=
1

2
SymaSym (1 + Peri j) +

1

2
aSymSym (1− Peri j),

=
1

2
Sym (aSym− aSym) +

1

2
aSym (Sym− Sym),

= 0. (811)

�

سرانجام،

ِ پادمتقارنΎر و متقارنΎر ِ بین آنΎاه باشد، 1 از بزرگتر n و ͳخط یِ فضا Έی V اگر :212 یِ قضیه

است. برقرار رابطه این V⊗n

1 = Sym+ aSym+ (1− Sym) (1− aSym), (812)

،V⊗n
AS و V⊗n

A و V⊗n
S زیرفضا، سه ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- n-تانسˇرها یِ فضا میشود نتیجه آن از که

که است،

V⊗n
AS = [(1− Sym) (1− aSym)] (V⊗n). (813)

بزرگتر n اگر تنها و اگر نیست)، {0} ِ برابر V⊗n
AS (یا نیست صفر (1 − Sym) (1 − aSym) ضمنَن

نباشد. یΈ-بˇعدی یا صفر-بˇعدی V و باشد 2 از

اثبات:

1 = Sym+ aSym+ (1− Sym− aSym),

= Sym+ aSym+ (1− Sym− aSym+ SymaSym),

= Sym+ aSym+ (1− Sym) (1− aSym). (814)

ِ ِ-ضرب حاصل- و میشوند جابِجا هم با که یˆند ͳی اف΋نشها برابری آخرین ِ راست ِ طرف ِ سه-تاب΄

یِ برا میشود. نتیجه V⊗n یِ تجزیه ،57 یِ قضیه ِ اساس بر اینجا از است. صفر ِشان متمایز یِ دˇتا هر
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هم V در v و u با {(1, u), (2, v)} و است 2 از بزرگتر n می΋نم فرض اول دوم، ِ قسمت ِ اثبات

می΋نم تعریف است. خطͳ-مستقل

xi = v⊗(i−1) ⊗ u⊗ v⊗(n−i). (815)

میشود دیده

Perj k xi =



xi, j ̸= i ̸= k

xj , j ̸= i = k

xk, j = i ̸= k

. (816)

میشود نتیجه است). 2 از بزرگتر n چون ست، ͳشدن (این میΎیرم مختلف ِ عدد سه را k و j و i

aSymxi = (−aSymPerj k)xi,

= −aSymxi, (817)

یا

aSymxi = 0. (818)

میشود دیده ͳسادِگ به� xi و Sym ِ تعریف از ضمنَن

Symxi =
1

n

n∑
j=1

xj ,

̸= xi. (819)

میشود نتیجه (812) و (819) و (818) ِ ترکیب از

(1− Sym) (1− aSym)xi ̸= 0. (820)

باشد، 2 با برابر n اگر میشود دیده دوم، ِ قسمت در ع΋س یِ گزاره ِ اثبات یِ برا

Sym =
1

2
(1 + Per),

aSym =
1

2
(1− Per), (821)
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میدهد نتیجه که

Sym+ aSym = 1. (822)

صفر- V اگر میشود نتیجه 187 یِ قضیه از همچنین، ست. ͳهمان Sym هم باشد 2 از کوچ΋تر n اگر

یΈ-بˇعدی یا Vصفر-بˇعدی یا نباشد 2 از بزرگتر n اگر پس ست. ͳهمان Sym باشد یΈ-بˇعدی یا بˇعدی

باشد،

(1− Sym) (1− aSym) = 0. (823)

�

Έی میشود V یِ برا پایه Έی با ست. باپایان-بˇعدی هم V⊗n
A آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی V اگر

می΋نم تعریف است. V یِ پایه Έی {(1, e1), . . . (m, em)} گیرم ساخت. V⊗n
A یِ برا پایه

(e⊗n
A )(k1,...,km) = aSym (e⊗k1

1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km
m ),

e⊗n
A =

{
(e⊗n

A )(k1,...,km)

∣∣∣∣ (k1, . . . , km),

m∑
i=1

ki = n

}
. (824)

ین هم به رفته. کار به پادمتقارنΎر متقارنΎر یِ جا به اینجا که است این (762) با تعریف این ِ تفاوت

با بردار، n یِ تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل- بر پادمتقارنΎر ِ اثر چون نمیشوند، Έی از بزرگتر ها ki خاطر

است. صفر ت΋راری، ِ بردار دˇ

،196 یِ قضیه با مشابه

e = {(1, e1), . . . (m, em)} و ست، باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :213 یِ قضیه

است. V⊗n
A یِ پایه Έی ،(824) ِ تعریف با e⊗n

A صورت این در است. آن یِ پایه Έی

e⊗n است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر Έی e⊗n
A یِ ͳخط ِ ترکیب هر که است معلوم (824) از اثبات:

نتیجه، در داد. بسط e⊗n ِ حسب بر میشود را x ِ n-تانسˇر هر پس است. V⊗n یِ پایه Έی

aSymx = xi1···in aSym(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein). (825)

Έی میدهم. نشان kj با را آمده (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) در j ِ شاخص که ͳی بارها ِ تعداد ،j هر یِ ازا به

به را ها 2 با متناظر یِ خان̃ها اول، یِ خانه k1 به را ها 1 با متناظر یِ خان̃ها که هست σ ِ n-جایΎشت

میئاورد: . . . و بعد، یِ خانه k2

aPerσ (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) = sgnσ e
⊗k1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km

m , (826)
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میشود نتیجه آن از که

aSym (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) = sgnσ (e
⊗n
S )(k1,...,km). (827)

میدهد نشان این

span(e⊗n
A ) = V⊗n

A . (828)

میΎذارم: صفر را آن از ͳخط ِ ترکیب Έی کار این یِ برا است. خطͳ-مستقل e⊗n
A شود ثابت مانده

′∑
(k1,...,km)

α(k1,...,km) (e⊗n
A )(k1,...,km) = 0. (829)

کدام هر و میئاورند بر را
∑

i ki = n ِ شرط که ست ͳی شاخصها یِ رو جم΄ ͳیعن جمعبندی در پریم

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از َند. Έی یا صفر
1

n!

′∑
(k1,...,km)

α(k1,...,km)

[∑
σ

sgnσ Perσ (e
⊗k1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗km

m )

]
= 0. (830)

چون نمیشود، ظاهر متمایز یِ α دˇ ِ ضریب در ها (e⊗k1
1 ⊗· · ·⊗e⊗km

m ) از Έی Ϳهی راست، ِ طرف در

دقیقَن (ei1⊗· · ·⊗ein) عوضنمی΋ند. را (e⊗k1
1 ⊗· · ·⊗e⊗km

m ) در j یِ شاخصها ِ تعداد جایΎشت

ست ͳی بارها ِ تعداد kj که میشود، ظاهر راست ِ طرف در α(k1,...,km) ِ ضریب یِ کروشه در بار Έی

یِ ͳخط ِ ترکیب در (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) ِ ضریب پس آمده. (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) در j ِ شاخص که

پس، باشد. صفر باید ضریب این است. ±α(k1,...,km)/(n!) بالا

α(k1,...,km) = 0. (831)

است. خطͳ-مستقل e⊗n
A پس

�

میΎویم. e⊗n یِ پایه ِ پادمتقارن ِ بخش e⊗n
A به

صورت این در است). باپایان m) ست m-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :214 یِ قضیه

و ست باپایان-بˇعدی V⊗n
A

dim(V⊗n
A ) =

(
m

n

)
. (832)

جمله، از

dim(V⊗n
A ) = dim(V⊗(m−n)

A ). (833)

dim(V⊗n
A ) = 0, n > m. (834)
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V⊗n یِ زیرفضا که هم V⊗n
A و ست، باپایان-بˇعدی هم V⊗n ست، باپایان-بˇعدی V چون اثبات:

Έی e که است، e⊗n
A یِ اعضا ِ تعداد V⊗n

A ِ بˇعد ،213 یِ قضیه به توجه با میشود. باپایان-بˇعدی است

یِ (شاخصها میشود مشخص n و 1 ِ بین متمایز ِ عدد n با (k1, . . . , km) یِ ͳتایm است. V یِ پایه

ِ ترکیب متمایز، ِ mعدد از متمایز ِ عدد n ِ انتخاب ِ مم΋ن یِ حالتها ِ تعداد است). Έی ki که ی i

می΋ند. ثابت را ِ-نظر مˇرِد- یِ رابطه که است، m از n

�

اند: 203 تا 198 یِ قضیِها یِ مانست̃ها 220 تا 215 یِ قضیِها

َست. آن یِ پایه Έی e و ست باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :215 یِ قضیه

صورت این در

اگر تنها و اگر میئاورند، بر را aPerσ x = x یِ رابطه σ ِ n-جایΎشت و x ِ n-تانسˇر a

xiσ(1)···iσ(n) = sgnσ x
i1···in . (835)

یِ n-جایΎشتها یِ همه یِ ازا به (835) اگر تنها و اگر است، پادمتقارن x ِ n-تانسˇر جمله، از

باشد. برقرار σ

اگر میئاورند، بر را T aPerσ = T یِ رابطه σ ِ n-جایΎشت و است، LF(W;V⊗n) در که T b

اگر تنها و

Tiσ−1(1)···iσ−1(n)
= sgnσ Ti1···in (836)

برقرار σ یِ nجایΎشتها یِ همه یِ ازا به (836) اگر تنها و اگر است، پادمتقارن T جمله، از

باشد.

⋆

است. LF(W;V⊗n) در T و َند ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم :216 یِ قضیه

همچنین، باشد. صفر res(T ;V⊗n
A ) اگر تنها و اگر است، صفر T ِ پادمتقارن ِ بخش صورت این در

(T aSym)i1···in =
1

n!

∑
σ

sgnσ Tiσ−1(1)···iσ−1(1)
. (837)

⋆
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ِ پادمتقارن ِ بخش اگر َند. ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V گیرم :217 یِ قضیه

صفر x بر LF(W;V⊗n) ِ پادمتقارن ِ عضو هر ِ اثر آنΎاه باشد، صفر (V⊗n در x (با x ِ n-تانسˇر

بر LF(W;V⊗n) ِ پادمتقارن ِ عضو هر ِ اثر و باشد، باپایان V ِ بˇعد نباشد، صفر W ِ بˇعد اگر است.

است. صفر x ِ پادمتقارن ِ بخش آنΎاه باشد، صفر x

⋆

آنΎاه باشد، n-جایΎشت Έی σ اگر است. ,n)-تانسˇر n) Έی x گیرم :218 یِ قضیه

Ct(aPerσ,1 x) = Ct(aPerσ−1,2 x). (838)

همچنین،

Ct(aSym1 x) = Ct(aSym2 x). (839)

اگر سرانجام،

aSym1 x = x, (840)

آنΎاه

Ct(x) = Ct(aSym2 x), (841)

اگر و

aSym2 x = x, (842)

آنΎاه

Ct(x) = Ct(aSym1 x), (843)

یِ ͳاضاف یِ رابطه فقط است. 201 یِ قضیه ِ اثبات با مشابه کاملَن اثبات اثبات:

sgnσ = sgnσ−1 , (844)

نتیجه در ∑و
σ∈Sn

aPerσ =
∑
σ∈Sn

aPerσ−1 , (845)

است. لازم

�
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Έی V و ی باپایان-عضو یِ مجموعه Έی A که است، F(V;A2n) در f گیرم :219 یِ قضیه

صورت این در ست. ͳخط یِ فضا

∑
σ∈Sn

sgnσ

 ∑
(µ1,...,µn)∈An

f [µ1, . . . , µn, µσ(1), . . . , µσ(n)]


=
∑
σ∈Sn

sgnσ

 ∑
(µ1,...,µn)∈An

f [µσ(1), . . . , µσ(n), µ1, . . . , µn]

 . (846)

⋆

در t ِ تحدید صورت این در ست. باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :220 یِ قضیه

:160 یِ قضیه

[t(Aαβ r
α ⊗ sβ)] (Bµ ν uµ ⊗ vν) = Aαβ B

µ ν (rα uµ) (s
β vν), (594)

متناظر َند. ی΋ریخت (V⊗n
A )∗ و (V∗)⊗n

A نتیجه در و است، ILF[(V⊗n
A )∗; (V∗)⊗n

A ] در ،(V∗)⊗n
A به

و است، (V⊗n
A )∗ یِ برا پایه Έی (e∗)⊗n

A یِ مجموعه ،V یِ برا e یِ پایه با

(e⊗n
A )(k1,...,km)[(e⊗n

A )(l1,...,lm)] =
1

n!
δk1

l1
· · · δkm

lm
. (847)

نباشد، برابر (k1, . . . , km) با (l1, . . . , lm) اگر دارد. نیاز نوشتن به فقط ͳریخت΋ی ِ اثبات اثبات:

ِ تعداد آنΎاه نباشد، برابر l1 با k1 مثلَن اگر چون میشود؛ صفر (847) یِ رابطه ِ چپ ِ طرف آنΎاه

یِ جمل̃ها از Έی هر در 1 یِ شاخصها ِ تعداد با (e⊗n
A )(l1,...,lm) یِ جمل̃ها از Έی هر در 1 یِ شاخصها

یِ جمل̃ها از Έی هر بر (e⊗n
A )(k1,...,km) یِ جمل̃ها از Έی هر ِ اثر پس دارد. فرق (e⊗n

A )(k1,...,km)

میشود. صفر (e⊗n
A )(l1,...,lm)

در متمایز یِ جمله هر ِ ضریب پس میشود، ت΋رار بار Έی (e⊗n
A )(k1,...,km) در متمایز یِ جمله هر

است. n! با برابر (e⊗n
A )(k1,...,km) ِ متمایز یِ جمل̃ها ِ تعداد (!n)/1±است. ِ برابر (e⊗n

A )(k1,...,km)

ِ متمایز یِ جمله هر ِ ضریب علاوه، به هست. هم (e⊗n
A )(l1,...,lm) در متناظر یِ جمل̃ها یِ برا ینها هم

یا َند، مثبت هر-دˇ (یا است. برابر (e⊗n
A )(l1,...,lm) در متناظر یِ جمله ِ ضریب با (e⊗n

A )(k1,...,km)

یˆند.) ͳمنف هر-دˇ

با برابر (847) ِ چپ ِ طرف باشد، برابر (k1, . . . , km) با (l1, . . . , lm) که ی حالت یِ برا پس

میدهد. نشان را (847) این میشود. [1/(n!)]2 در ضرب (e⊗n
A )(k1,...,km) ِ متمایز یِ جمل̃ها ِ تعداد

�
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ست: ͳخط یِ فضا Έی V

َش اثر که می΋نم، تعریف LF(V⊗(m+n)
A ;V⊗m

A ,V⊗n
A ) در تاب΄ Έی را (ͳبرون ِ (ضرب گُوه ِ عمل

است. چنین V⊗n
A در y و V⊗m

A در x ِ پادمتقارن یِ تانسˇرها بر

x ∧ y =
(m+ n)!

m!n!
aSym (x⊗ y). (848)

صورت، این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :221 یِ قضیه

aSymV⊗(m+n) = aSymV⊗(m+n) (1V⊗m ⊗ aSymV⊗n),

= aSymV⊗(m+n) (aSymV⊗m ⊗ 1V⊗n),

= (1V⊗m ⊗ aSymV⊗n) aSymV⊗(m+n) ,

= (aSymV⊗m ⊗ 1V⊗n) aSymV⊗(m+n) . (849)

است. برقرار متقارنΎرها یِ برا هم ین هم ِ مشابه

ِ ضریب که است، علامتدار ِ ِ-جایΎشت تاب΄- n! ِ شامل (1V⊗m ⊗ aSymV⊗n) مثلَن اثبات:

متقارنΎرها، یِ (برا میدهد. نتیجه را ح΋م 206 یِ قضیه با همراه این، است. 1/(n!) هم Έی هر

میرود. کار به 191 یِ قضیه و نیست علامتدار ِ-جایΎشت تاب΄-

�

است. شرکت-پذیر ͳبرون ِ ضرب :222 یِ قضیه

،(V⊗m
A × V⊗n

A × V⊗p
A ) در (x, y, z) یِ برا اثبات:

x ∧ (y ∧ z) =
(m+ n+ p)!

m! (n+ p)!
aSymV⊗(m+n+p) [x⊗ (y ∧ z)],

=
(m+ n+ p)!

m! (n+ p)!

(n+ p)!

n! p!
aSymV⊗(m+n+p){x⊗ [aSymV⊗(n+p) (y ⊗ z)]},

=
(m+ n+ p)!

m!n! p!
aSymV⊗(m+n+p) [1V⊗m ⊗ aSymV⊗(n+p) ] [x⊗ (y ⊗ z)],

=
(m+ n+ p)!

m!n! p!
aSymV⊗(m+n+p) (x⊗ y ⊗ z). (850)
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داد نشان میشود ترتیب ین هم به

(x ∧ y) ∧ z =
(m+ n+ p)!

m!n! p!
aSymV⊗(m+n+p) (x⊗ y ⊗ z). (851)

�

-ِ حاصل- میشود بالا یِ قضیه از استفاده با واق΄ در داشت. بر را پرانتزها میشود ͳبرون ِ ضرب در پس

V⊗ni

A در xi ِ تانسˇر i هر یِ ازا به اگر کرد: تعریف مستقیمˆن را پادمتقارن ِ تانسˇر چند یِ ͳبرون ِ ضرب

باشد،

x1 ∧ · · · ∧ xk =
(n1 + · · ·+ nk)!

n1! · · ·nk!
aSym (x1 ⊗ · · · ⊗ xk), (852)

یا
k∧

i=1

xi =

[(
k∑

i=1

ni

)
!

] (
k∏

i=1

1

ni!

)
aSym

(
k⊗

i=1

xi

)
. (853)

میرود. کار به هم پادمتقارن یِ تانسˇرها یِ فضا ِ نمایش یِ برا ∧ ِ نماد

V∧n =

n︷ ︸︸ ︷
V ∧ · · · ∧ V,

= V⊗n
A . (854)

این در است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر Έی y و پادمتقارن ِ m-تانسˇر Έی x گیرم :223 یِ قضیه

صورت،

y ∧ x = (−1)mn x ∧ y. (855)

می΋نم. تعریف چنین را σ ِ +m)-جایΎشت n) اثبات:

σ = [θn+(1/2) · · ·θm+n−(1/2)] · · · [θ(3/2) · · ·θm+(1/2)]. (856)

میشود دیده

y ⊗ x = Perσ (x⊗ y). (857)

پس، است. (mn) با برابر σ یِ سازنده یِ 2-جایΎشتها ِ تعداد

aPerσ = (−1)mn Perσ, (858)

آنجا از و

aSymPerσ = (−1)mn aSym. (859)
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می΋ند. ثابت را ح΋م ،(857) با همراه این

�

یِ تانسˇری یِ ِ-ضربها حاصل- (ِ (باپایان ِ مجموع Έی ِ ش΋ل به میشود را n-تانسˇر هر شد دیده

-n هر میشود معلوم پادمتقارن، یِ n-تانسˇرها و ͳبرون ِ ضرب ِ تعریف از استفاده با نوشت. بردار n

بردار n یِ ͳبرون یِ ِ-ضربها حاصل- (ِ (باپایان ِ مجموع Έی ِ ش΋ل به میشود را پادمتقارن ِ تانسˇر

میشود. نتیجه قضیه این باپایان-بˇعدی یِ فضاها یِ برا جمله، از نوشت.

صورت این در است. آن یِ پایه Έی e و باپایان-بˇعدی، یِ ͳخط یِ یΈفضا V گیرم :224 یِ قضیه

ِ ش΋ل به میشود را x ِ پادمتقارن ِ n-تانسˇر هر a

x =
1

n!
xi1···in ei1 ∧ · · · ∧ ein (860)

نوشت.

است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر Έی ها ei1 ∧ · · · ∧ ein یِ ͳخط ِ ترکیب هر b

اگر تنها و اگر است، صفر x ِ پادمتقارن ِ n-تانسˇر c∑
σ∈Sn

sgnσ x
iσ(1)···iσ(n) = 0. (861)

صورت، این در است. پادمتقارن ِ n-تانسˇر Έی x گیرم اثبات:

x = aSymx,

= aSym (xi1···in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein),

=
1

n!
xi1···in ei1 ∧ · · · ∧ ein . (862)

ِ اثبات یِ برا میشود. نتیجه ها (ei1 ∧ · · · ∧ ein) ِ تعریف از ͳسادِگ به هم b میدهد. نشان را a این

میدهم: بسط e⊗n ِ حسب بر را x ،c

x =
1

n!
xi1···in ei1 ∧ · · · ∧ ein ,

=
1

n!

∑
σ∈Sn

sgnσ x
i1···in eiσ−1(1)

⊗ · · · ⊗ eiσ−1(n)
,

=
1

n!

∑
σ∈Sn

sgnσ y
jσ(1)···jσ(n) ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn , (863)
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میشود. نتیجه e⊗n یِ ͳخط ِ استقلال به توجه با ح΋م

�

در (جز نیست خطͳ-مستقل e∧n = {[(i1, . . . , in), ei1 ∧ · · · ∧ ein ] | (i1, . . . , in)} البته

صفر باشند ی΋سان یˆش شاخصها از تا دˇ اگر (ei1 ∧ · · · ∧ ein) واق΄ در باشد). Έی n که ی حالت

متناسب میشوند، مربوط هم به یnΈ-جایΎشت با یِشان شاخصها که هم ͳی ها (ei1∧· · ·∧ein) است.

که است، (m!)/[(m − n)!] ناصفر یِ ها (ei1 ∧ · · · ∧ ein) ِ تعداد .(±1 ِ ضریب (با َند هم با

است. شده ت΋رار (±1 یِ ضریبها (با بار n! ناصفر، ِ (ei1 ∧ · · · ∧ ein) هر اما است. V ِ بˇعد m

ِ بˇعد با برابر که است، (m!)/[n !(m− n)!] نات΋راری ِ ناصفر یِ ها (ei1 ∧ · · · ∧ ein) ِ تعداد پس

پادمتقارن e∧n ِ حسب بر بسط یِ ضریبها اگر میدهد نشان بالا یِ قضیه وجود، این با است. V∧n

میشود را ی پادمتقارن ِ تانسˇر هر که ͳمعن این به کرد؛ رفتار پایه Έی ِ مثل e∧n با میشود آنΎاه باشند،

داد. بسط e∧n ِ حسب بر ی΋تا ِ طُر به ،ͳی چنین-ضریبها با

ِ حسب بر میشود هم را (V∗)∧n = (V∗)⊗n
A = (V⊗n

A )∗ یِ اعضا باشد، باپایان-بˇعدی V اگر

داد. بسط (e∗)∧n

صورت، این در است. آن یِ یΈپایه e و ست، Vباپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا گیرم :225 یِ )قضیه
n∧

k=1

eik

) (
n∧

l=1

ejl

)
= n!

∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
k=1

δikjσ−1(k)
,

= n!
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
l=1

δ
iσ−1(l)

jl
. (864)

کرد.) جایΎزین σ−1 با را σ میشود راست، ِ طرف یِ عبارتها از Έی هر (در

)اثبات:
n∧

k=1

eik

) (
n∧

l=1

ejl

)
= Ct

[(
n∧

k=1

eik

)
⊗

(
n∧

l=1

ejl

)]
,

= n!Ct

{
aSym1

[(
n⊗

k=1

eik

)
⊗

(
n∧

l=1

ejl

)]}
,

= n!Ct

{
aSym2

[(
n⊗

k=1

eik

)
⊗

(
n∧

l=1

ejl

)]}
,

= n!Ct

[(
n⊗

k=1

eik

)
⊗

(
n∧

l=1

ejl

)]
,
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= n!

(
n⊗

k=1

eik

) (
n∧

l=1

ejl

)
,

= n!
∑
σ∈Sn

sgnσ

(
n⊗

k=1

eik

) [
n⊗

l=1

ejσ−1(l)

]
, (865)

به σ ِ تبدیل است. مشابه کاملَن هم دوم یِ برابری ِ اثبات میدهد. نتیجه را ح΋م ِ اول یِ برابری که

ست. جمعبندی در ِ-متغیر تغییر- Έی فقط هم σ−1

�

به 220 یِ قضیه در که ͳی پایِها یِ مقدارها کرد. مقایسه 220 یِ قضیه یِ نتیجه با میشود را نتیجه این

دارند. تفاوت رفتند کار به اینجا که ͳی n-تانسˇرها با ±(n!) ِ ضریب Έی و نیستند، ت΋راری رفتند کار

به 220 یِ قضیه در که ای پایه یِ مقدارها پادمتقارن یِ 2-تانسˇرها یِ برا باشد، سه-بˇعدی V اگر مثلَن

یˆند. اینها رفت کار

(e⊗2
A )(1,1,0) =

1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1),

(e⊗2
A )(1,0,1) =

1

2
(e1 ⊗ e3 − e3 ⊗ e1),

(e⊗2
A )(0,1,1) =

1

2
(e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2). (866)

یˆند. اینها V یِ پایه یِ مقدارها ِ ناصفر یِ ͳبرون یِ ِ-ضربها حاصل-

e1 ∧ e2 = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1,

e2 ∧ e1 = −(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1),

e1 ∧ e3 = e1 ⊗ e3 − e3 ⊗ e1,

e3 ∧ e1 = −(e1 ⊗ e3 − e3 ⊗ e1),

e2 ∧ e3 = e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2,

e3 ∧ e2 = −(e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2). (867)

نوشت میشود را 225 یِ قضیه یِ )نتیجه
n∧

k=1

eik

) (
n∧

l=1

ejl

)
= n!

[
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
, (868)
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شده تعریف ]که
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
=
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
k=1

δikjσ−1(k)
. (869)

است. 225 یِ قضیه یِ نتیجه یِ ͳفشرده-نویس فقط این

میشود دیده ͳسادِگ به

:226 یِ ]قضیه
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
=

[
j1 · · · jn
i1 · · · in

]
. (870)

باشند، ی΋سان ها jk از تا دˇ اگر یا باشند، ی΋سان ها ik از تا دˇ اگر ]همچنین،
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
= 0. (871)

است ͳکاف اول ِ قسمت ِ اثبات یِ برا اثبات:
n∏

k=1

δikjσ−1(k)
=

n∏
l=1

δ
iσ(l)

jl
(872)

صورت، این در نیست. برابر l با k و است برابر il با ik گیرم هم، دوم ِ قسمت ِ اثبات یِ برا رود. کار ]به
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
=
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
m=1

δimjσ−1(m)
,

=
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
m=1

δ
iθk l(m)

jσ−1(m)
,

=
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
m=1

δimj
σ−1[θ

−1
k l

(m)]

,

= sgnθk l

∑
σ∈Sn

sgnθk l σ

n∏
m=1

δimj
σ−1[θ

−1
k l

(m)]

,

= −
[
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
. (873)

�

،j = {(1, j1), . . . , (n, jn)} و i = {(1, i1), . . . , (n, in)} یِ تابعها با :227 یِ قضیه

َند. همى˘رز c و b و a یِ ]گزاره�ها
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
̸= 0 a
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است. برابر i ِ تصویر با j ِ تصویر و َند Έبه-ی-Έی j و i b

j = i ◦ τ که هست τ ِ n-جایΎشت Έی فقط و Έی c

آنΎاه باشند، برقرار c تا a یِ گزارِها ]اگر
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
= sgnτ . (874)

و میدهد، نتیجه را c یِ گزاره b یِ گزاره میدهد، نتیجه را b یِ گزاره a یِ گزاره میدهم نشان اثبات:

را. a یِ گزاره c یِ گزاره

نباشد، Έبه-ی-Έی j یا نباشد Έبه-ی-Έی i اگر شد معلوم 226 یِ قضیه ]از
i1 · · · in
j1 · · · jn

]
= 0. (871)

ِ طرف پس َند، صفر (869) ِ راست ِ طرف یِ جمل̃ها یِ همه نباشد، برابر i ِ تصویر با j ِ تصویر اگر

برابر i ِ تصویر با j ِ تصویر و َند Έبه-ی-Έی j و i باشد، درست a اگر پس میشود. صفر هم چپ

میدهد. نتیجه را b یِ ͳدرست a یِ ͳدرست ͳیعن است.

که هست k′ Έی فقط و Έی k هر یِ برا ͳیعن این است. درست b گیرم

jk = ik′ . (875)

می΋نم. تعریف چنین را F(Nn;Nn) در τ

τ(k) = k′. (876)

است رˇشن است. n-جایΎشت Έی پس ست، پوشا Nn در و Έبه-ی-Έی τ میشود دیده ͳسادِگ به

اگر چون ست، ی΋تا جایΎشت این علاوه، به میئاورˆد. بر را c در ذکرشده یِ رابطه جایΎشت این که

i ِ یΈ-به-یΈ-بودن از آنΎاه باشد، برابر i ◦ τ1 با i ◦ τ2 که باشند چنان τ2 و τ1 یِ n-جایΎشتها

است. درست c که این نتیجه است. برابر τ1 با τ2 میشود معلوم

یِ جمله (869) ِ راست ِ طرف در که است رˇشن حالت این در باشد. درست c گیرم سرانجام،

میشود. نتیجه هم (874) اینجا از ضمنَن است. درست a ͳیعن این است. ناصفر جمله این فقط و σ = τ

�

F(Nn;Nn) در τ و اند، V در ͳی بردارها vn تا v1 ست، ͳخط یِ یΈفضا V گیرم :228 یِ قضیه
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صورت، این در نیست.) جایΎشت لزومˆن τ) ]است.
n∧

k=1

vτ(k)

]
=

[
τ(1) · · · τ(n)

1 · · ·n

] ( n∧
k=1

vk

)
. (877)

آنΎاه باشد، جایΎشت τ اگر ]همچنین،
n∧

k=1

vτ(k)

]
= sgnτ

(
n∧

k=1

vk

)
. (878)

صورت این در است. n از کوچ΋تر img(τ) یِ اعضا ِ تعداد آنΎاه نباشد، Έبه-ی-Έی τ اگر اثبات:

n از کوچ΋تر ها vτ(i) یِ مجموعه یِ پهنه ِ بˇعد پس است. n از کوچ΋تر متمایز یِ ها vτ(k) ِ تعداد

میشود نتیجه 226 یِ قضیه از ضمنَن حالت، این در است. صفر (877) ِ چپ ِ طرف نتیجه در و ]است،
τ(1) · · · τ(n)

1 · · ·n

]
= 0, (879)

τ آنΎاه باشد، Έبه-ی-Έی τ اگر است. درست (877) پس نیستند). متمایز ها τ(k) یِ همه (چون

پس است. جایΎشت

n∧
k=1

vτ(k) = n! aSym

[
n⊗

k=1

vτ(k)

]
,

= n! aSym

[
Perτ−1

(
n⊗

k=1

vk

)]
],

= n! sgnτ aSym

(
n⊗

k=1

vk

)
,

= sgnτ

(
n∧

k=1

vk

)
. (880)

میشود نتیجه (ͳهمان ِ برابر j و i = τ (با 227 یِ قضیه از ضمنَن حالت این در میدهد. را (878) ]این
τ(1) · · · τ(n)

1 · · ·n

]
= sgnτ , (881)

است. درست (877) هم حالت این در میدهد نشان که

�

ِ تعریف با

[i1 · · · in] =
[
i1 · · · in
1 · · ·n

]
, (882)
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نوشت ش΋ل این به میشود را (877) یِ رابطه اند) Nn ِ عضو ها ik (که
n∧

k=1

vτ(k) = [τ(1) · · · τ(n)]

(
n∧

k=1

vk

)
, (883)

است. (877) یِ ͳفشرده-نویس فقط هم باز که

است. پادمتقارن و است (V⊗n)∗ در T و ست، ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :229 یِ قضیه

صورت، این در

T (vi1 , . . . , vin) = [i1 · · · in]T (v1, . . . , vn), (884)

اند. Nn ِ عضو ها ik یِ همه که

اثبات:

T (vi1 , . . . , vin) =
1

n!
T

(
n∧

k=1

vik

)
,

=
1

n!
[i1 · · · in]T

(
n∧

k=1

vk

)
, (885)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

جمله، از میبود. درست ح΋م هم میبود Sn یِ دامنه با پادمتقارن ی تاب΄ T اگر میشود دیده ͳسادِگ به البته

هر یِ ازا به و ست، ͳخط یِ فضا Έی V که است، F[V; (Nn)
n] در f گیرم :230 یِ قضیه

،σ ِ n-جایΎشت

f [iσ(1), . . . , iσ(n)] = sgnσ f(i1, . . . , in). (886)

صورت، این در

f(i1, . . . , in) = f(1, . . . , n) [i1 · · · in]. (887)

در σ یِ جا به θj k از استفاده با صورت این در نیست. برابر j با k و است برابر ij با ik گیرم اثبات:

است، صفر هم (887) ِ راست ِ طرف حالت این در است. صفر f(i1, . . . , in) میشود نتیجه (886)

τ = {(1, i1), . . . , (n, in)} پس َند. متمایز ها ij گیرم حالا است. درست (887) یِ برابری پس
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میشود دیده میدهم. نشان j با را Nn یِ ͳهمان است. n-جایΎشت Έی

f(i1, . . . , in) = f [jτ(1), . . . , jτ(n)],

= sgnτ f(j1, . . . , jn),

= [i1, . . . , in] f(j1, . . . , jn), (888)

رفته. کار به (886) دوم یِ برابری در میدهد. نتیجه را 887 که

�

است. این قضیه این یِ نتیجه Έی

Nk در res(i;Nk) است، F(Nn;Nn) در i = {(1, i1), . . . , (n, in)} گیرم :231 یِ قضیه

صورت، این در ست. ͳهمان res(i;Nn\Nk) و میΎیرد، مقدار

[i1 · · · in] = [i1 · · · ik]. (889)

می΋نم. تعریف چنین را Nk یِ دامنه با f اثبات:

f(i1, . . . , ik) = [i1 · · · in]. (890)

و میئاورˆد بر را 230 یِ قضیه ِ فرض f میشود دیده

f(1, . . . , k) = 1. (891)

پس

f(i1, . . . , ik) = [i1 · · · ik]. (892)

�

صورت، این در اند. Nn ِ عضو jk تا j1 و ik تا i1 گیرم :232 یِ قضیه

∑
(mk+1,...,mn)∈[(Nn)n−k]

[i1 · · · ik mk+1 · · ·mn]

[j1 · · · jk mk+1 · · ·mn] = (n− k)!

[
i1 · · · ik
j1 · · · jk

]
. (893)



٢٢۵ � پادمتقارن یِ تانسˇرها یِ ͳبرون ِ ضرب 44

میدهم. نشان L با را (893) ِ چپ ِ طرف اثبات:

L =
∑
σ∈Sn

∑
τ∈Sn

∑
(mk+1,...,mn)∈[(Nn)n−k

sgnσ sgnτ

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
n∏

l=k+1

δml

σ(l)

]
[

k∏
l=1

δjlτ(l)

] [
n∏

l=k+1

δml

τ(l)

]
,

=
∑
σ∈Sn

∑
η∈Sn

∑
(mk+1,...,mn)∈[(Nn)n−k

sgnη

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
n∏

l=k+1

δml

σ(l)

]
[

k∏
l=1

δjl(σ◦η)(l)

] [
n∏

l=k+1

δml

(σ◦η)(l)

]
, (894)

ترتیب، این به است. رفته کار به τ = σ ◦ η ِ ِ-متغیر تغییر- که

L =
∑
σ∈Sn

∑
η∈Sn

sgnη

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
k∏

l=1

δjl(σ◦η)(l)

] [
n∏

l=k+1

δ
σ(l)
(σ◦η)(l)

]
,

=
∑
σ∈Sn

∑
η∈Sn

sgnη

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
k∏

l=1

δjl(σ◦η)(l)

] [
n∏

l=k+1

δlη(l)

]
. (895)

k + 1 که میشود منحصر ͳی جایΎشتها به η بر جمعبندی راست، ِ طرف در δlη(l) یِ جمل̃ها ِ خاطر به

k-جایΎشتها بر جمعبندی به η بر جمعبندی پس میشوند). صفر جمل̃ها یِ (بقیه نمی΋نند عوض را n تا

میشود: تبدیل

L =
∑
σ∈Sn

∑
η∈Sk

sgnη

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
k∏

l=1

δjl(σ◦η)(l)

]
,

=
∑
σ∈Sn

∑
η∈Sk

sgnη

[
k∏

l=1

δilσ(l)

] [
k∏

l=1

δ
jη−1(l)

σ(l)

]
. (896)

متمایز را ik تا i1 پس است. درست برابری و َند، صفر (893) ِ دˇ-طرف نباشند، متمایز ik تا i1 اگر

{(1, i1), . . . (k, ik)} با برابر res(σ;Nk) که هستند ͳی σ یِ n-جایΎشتها صورت این در میΎیرم.

پس، است. (n− k)! اینها ِ تعداد است.

L = (n− k)!
∑
η∈Sk

sgnη

[
k∏

l=1

δ
jη−1(l)

il

]
, (897)

می΋ند. ثابت را ح΋م که

�
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جمله، از

∑
(m1,...,mn)∈[(Nn)n]

[m1 · · ·mn] [m1 · · ·mn] = n!, (898)

∑
(m2,...,mn)∈[(Nn)n−1]

[im2 · · ·mn] [j m2 · · ·mn] = (n− 1)! δij . (899)
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پیشران 45

ILF(V′;V) در S و است ILF(U′;U) در R و َند، ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها V′ و U′ و V و U

است:

pf(S;R) با را آن و تعریفمی΋نم LF[LF(V′;U′); LF(V;U)] ِ یΈعضو را (S;R) با متناظر ِ پیشران

که چنان میدهم، نشان

[pf(S;R)](T ) = S T R−1. (900)

ِ خُد هم U′ حالت این در باشد. فضاها) این ِ (هیئت F ِ خُد U که است این خاص ِ حالت Έی

اما ست. ͳهمان در ناصفر ِ اس΋الر Έی ِ ضرب F به F از ِ وارون-پذیر یِ ͳخط ِ تاب΄ هر و است F

V یِ اعضا بر S ِ اثر با LF(V;F) یِ اعضا بر pf(S; 1) ِ اثر میشود دیده و است، V ان هم LF(V;F)

است. ی΋سان

U∗ ان هم LF(F;U) باشد. F ِ خُد (V′ نتیجه در (و V که است این دیΎر ِ خاص ِ حالت Έی

یِ اعضا بر (R∗)−1 = (R−1)∗ ِ اثر با LF(F;U) یِ اعضا بر pf(1;R) ِ اثر میشود دیده و است،

است. ی΋سان U∗
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میرسم. ͳکل ِ حالت در پیشران ِ تعریف به حالا

هر یِ ازا به اند. F ِ ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها V′
k تا V′

1 و Vk تا V1 و U′
l تا U′

1 و Ul تا U1

است: ILF(V′
j ;Vj) در Sj ِ تاب΄ j هر یِ ازا به و است، ILF(U′

i;Ui) در Ri ِ تاب΄ i

میبرم. کار به را زیر یِ کوتاه-شده یِ نمادگذاریها

R = (R1, . . . , Rk),

R−1 = (R−1
1 , . . . , R−1

k ),

R′ R = (R′
1 R1, . . . , R

′
k Rk),

⌣
R =

k⊗
i=1

(R̃i)
⊗mi ,

⌣
U =

k⊗
i=1

(Ũi)
⊗mi , (901)

و است، U∗
i یا Ui با برابر Ũi که

R̃i =



Ri, Ũi = Ui

(R∗
i )

−1 = (R−1
i )∗, Ũi = U∗

i

1, Ui = F

. (902)

میبرم. کار به هم ها Vj و ها Sj یِ برا را ینها هم ِ مشابه البته

که می΋نم، تعریف LF[LF(
⌣
V′;

⌣
U′); LF(

⌣
V;

⌣
U)] از ی عضو را pf(S;R)

[pf(S;R)](T ) =
⌣
S T

⌣
R−1. (903)

دارد. بر در را شدند ͳبررس قبلَن که ی خاص یِ حالتها یِ همه تعریف این میشود دیده

میشوند وارد قضیِها این در که ͳی اجزا جا هر دارد. نیاز نوشتن به فقط فصل، این یِ قضیِها ِ اثبات

انجام اجزا این با که ی عملیات که َند چنان اجزا این که است این فرض اند، نشده تعریف دقت به

َند. خُش-تعریف میشوند
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:233 یِ قضیه

[pf(S;R)]−1 = pf(S−1;R−1). (904)

pf(S′ S;R′ R) = [pf(S′;R′)] ◦ [pf(S;R)]. (905)

pf(1;1) = 1. (906)

رˇشن هم (906) در َند. خُش-تعریف چپ ِ طرف یِ ِ-ضربها حاصل- شده فرض (905) یِ برا البته

می΋نند. اثر ی متفاوت یِ فضاها بر همانیها که است

⋆

ست. ها (S;R) یِ ͳهمریخت Έی pf که کرد بیان چنین میشود را قضیه این ِ ح΋م

،σ ِ n-جایΎشت هر یِ برا صورت این در است. ILF(V′;V) در S گیرم :234 یِ قضیه

[pf(S)] ◦ Perσ,V⊗n = Perσ,V′⊗n ◦ [pf(S)]. (907)

جمله از

[pf(S)] ◦ SymV⊗n = SymV′⊗n ◦ [pf(S)]. (908)

[pf(S)] ◦ aSymV⊗n = aSymV′⊗n ◦ [pf(S)]. (909)

�� ترتیب، این به

[pf(S)](V⊗n
S ) = V′⊗n

S . (910)

[pf(S)](V⊗n
A ) = V′⊗n

A . (911)

⋆

ِ ِ-ضرب حاصل- است مم΋ن ،ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ تصویر و دامنه در شده ظاهر یِ فضاها از Έی هر

فضاها، این با متناظر ِ وارون�پذیر یِ ͳخط ِ تاب΄ صورت این در باشند. ی دیΎر یِ فضاها یِ تانسˇری

باشد. ی دیΎر ِ وارون-پذیر یِ ِ-خطیها تاب΄- ِ پیشران است مم΋ن

می΋نند. اثر ی΋سان ِ هیئت با ͳی فضاها بر که یˆند ͳی ی΋ریختیها S3 و S2 و S1 گیرم :235 یِ قضیه

صورت، این در

pf[S1, pf(S2, S3)] = pf(S1, S2, S3), (912)
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رابطه هم شوند تبدیل کاما-نقطه به دˇ-طرف ِ دوم یِ هر-دˇ-کاما یا دˇ-طرف، ِ اول یِ هر-دˇ-کاما اگر و

است. درست

⋆

،T یِ ͳخط ِ تاب΄ و u ِ بردار یِ برا :236 یِ قضیه

[pf(S)](T u) = {[pf(S;R)](T )} {[pf(R)](u)}. (913)

،U و T یِ ͳخط یِ تابعها یِ برا همچنین،

[pf(S′′;S)](U T ) = {[pf(S′′;S′)](U)} {[pf(S′;S)](T ))}. (914)

سرانجام،

ker{[pf(S;R)](T )} = R[ker(T )]. (915)

img{[pf(S;R)](T )} = S[img(T )]. (916)

{[pf(S;R)](T )} و T اگر باشد. هسته-جدا T اگر تنها و اگر ست، هسته-جدا {[pf(S;R)](T )}

باشند، هسته-جدا

edom{[pf(S;R)](T )} = R [edom(T )]. (917)

باشد. داشته راست ِ وارون T اگر تنها و اگر دارد، راست ِ وارون {[pf(S;R)](T )}

T T ′ = 1 ⇔ {[pf(S;R)](T )} {[pf(R;S)](T ′)} = 1. (918)

باشد. وارون-پذیر T اگر تنها و اگر است، وارون-پذیر {[pf(S;R)](T )}

{[pf(S;R)](T )}−1 = [pf(R;S)](T−1). (919)

⋆

باشد، ILF(W;V) در S و LF(V;V) در T اگر

[pf(S)]T = S T S−1. (920)

میΎویند. T یِ ِ-تشابهͳ-یافته تبدیل- (S T S−1) به
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:237 یِ قضیه

آنΎاه باشد، T از تعمیم-یافته) یِ ) ͳچندجمل̃ئ Έی P (T ) اگر

P (S T S−1) = S [P (T )]S−1. (921)

ker[P (S T S−1)] = S {ker[P (T )]}. (922)

و َند ی΋سان T و (S T S−1) یِ ویژه-مقدارها

ker(S T S−1 − λ) = S [ker(T − λ)]. (923)

eker(S T S−1 − λ) = S [eker(T − λ)]. (924)

(S T S−1) باشد. داشته کمین یِ ͳچندجمل̃ئ T اگر تنها و اگر دارد، کمین یِ ͳچندجمل̃ئ (S T S−1)

ژُردان- (S T S−1) باشد. داشته مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ T اگر تنها و اگر دارد، مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ

باشد. ژُردان-تجزیه-پذیر T اگر تنها و اگر است، تجزیه-پذیر

MS T S−1 = MT . (925)

CS T S−1 = CT . (926)

sem(S T S−1) = S [sem(T )]S−1. (927)

nil(S T S−1) = S [nil(T )]S−1. (928)

ͳی معنیها از Έی هر (به است ِ-تعریف قابل- f(S T S−1) صورت این در است. تاب΄ Έی f گیرم

و ،(ͳمعن ان هم (به باشد ِ-تعریف قابل- f(T ) اگر تنها و اگر شد)، تعریف قبلَن که

f(S T S−1) = S [f(T )]S−1. (929)

که است رˇشن البته و

S 1S−1 = 1. (930)
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⋆

:238 یِ قضیه

Ct(a)(b){[pf(S)](x)} = [pf(S)][Ct(a)(b)(x)]. (931)

باپایان-بˇعدی T ِ تصویر اگر تنها و اگر ست، باپایان-بˇعدی هم T یِ ِ-تشابهͳ-یافته تبدیل- ِ تصویر

و باشد.

tr(S T S−1) = tr(T ). (932)

⋆

گرفت. نتیجه میشد هم 178 یِ قضیه از را (932) البته

Έی و ِ-پریم بدون- یِ ͳخط یِ فضا دسته Έی اگر که َند آن ساده ِ بیان به فصل، این ِ مطالب

و باشد، Έبه-ی-Έی ِ تناظر Έی دˇ-دسته این یِ فضاها ِ بین که باشند، پریمدار یِ ͳخط یِ فضا دسته

یِ ͳریخت΋ی Έی م�ͳشود آنΎاه باشد، ی΋ریخت َش ِ-پریم بدون- َ متناظر یِ فضا با پریمدار یِ فضا هر

ِ متناظر یِ چیزها و ِ-پریم بدون- یِ فضاها ِ اساس بر ساخته-شده یِ چیزها یِ همه ِ بین ͳکل یِ پوشا

هر یِ نتیجه میΎویم. پیشران ͳریخت΋ی این به آورˈد. به�دست پریمدار یِ فضاها ِ اساس بر ساخته-شده

یِ فضاها در متناظر ِ عمل یِ نتیجه بر پیشران این ِ اثر با است برابر پریمدار، یِ فضاها در ی عمل

ِ طُر به میشود. جابِجا ی΋ریختیها ِ وارون-کردن و ی΋ریختیها ِ ضرب با پیشران این ِ-پریم. بدون-

را O و ِ-پریم، بدون- یِ فضاها ِ اساس بر ساخته-شده یِ ͳکل ِ چیز دˇ یِ نماینده را T2 و T1 نمادین،

می΋نم تعریف و میΎیرم، فضاها این ِ اساس بر ͳکل ِ عمل Έی یِ نماینده

T ′
i = pf(Ti). (933)

صورت، این در

pf(T1OT2) = T ′
1 O′ T ′

2 . (934)

است. پریمدار یِ فضاها ِ اساس بر O با متناظر ِ عمل O′

جمله، از

:239 یِ قضیه

mat{[pf(S;R)](T );S e,Rd} = mat(T ; e,d), (935)
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دیΎر ی ش΋ل به یا

(T ′)ı
′
1···ı

′
n
ȷ′1···ȷ′m = T i1···in

j1···jm , (936)

َند. ِ-پریم بدون- یِ پایِها با ی΋ریختیها ِ ترکیب پریمدار یِ پایِها و است T بر پیشران ِ اثر T ′ که

⋆
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دترمینان حجم،

یΈمتوازی�السطوح یِ جبری ِ حجم 46

ست: n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

،214 یِ قضیه ِ اساس بر

dim[(V∗)∧n] =

(
n

n

)
,

= 1. (937)

یِ ͳدˇ-تابع هر پس ست. یΈ-بˇعدی پادمتقارن یِ ͳخط-n یِ تابعیها یِ فضا میشود معلوم این�جا از

ِ حجم (یا حجم Έی (V∗)∧n ِ ناصفر ِ عضو هر به َند. متناسب هم با پادمتقارن، یِ ͳخط-n

یِ) جبری ِ (حجم ِ حجم اند، V در vn تا v1 و است حجم Έی ε ی وقت میΎویم. V بر جبری)

ِ علت می΋نم. تعریف ε (v1, . . . , vn) را میشود ساخته vn تا v1 یِ بردارها با که ی متوازی�السطوح

Έی لزومˆن باشد ͳحقیق ͳخط یِ فضا اگر حتا حجم، این که است این جبری ِ حجم میΎویم که این

حجم شود، عوض هم با ها vi از تا دˇ یِ جا اگر که است رˇشن واق΄ در نیست. ͳنامنف یِ ͳحقیق ِ عدد
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باشد، n-جایΎشت Έی σ اگر ،ͳکل ِ طُر به میشود. ضرب ͳمنف در

ε [vσ−1(1), . . . , vσ−1(n)] = sgnσ ε (v1, . . . , vn). (938)

ِ اثر میΎویم. V بر کن; Έی است، V یِ ͳخط یِ فضا ِ بˇعد n که ،F(V;Nn) ِ عضو Έی به

نشان ε(v) با را میشود) ساخته v ِ کن; با که ی متوازی�السطوح بر ε ِ حجم ِ (اثر v ِ کن; بر ε ِ حجم

می΋نم. تعریف چنین را آن و میدهم

ε(v) = ε (v1, . . . , vn). (939)

میشود (938) نمادها، این با

ε(v ◦ σ−1) = sgnσ ε(v). (940)

خطͳ-مستقل کن; Έی e اگر و است، V یِ پایه Έی ،V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی که است رˇشن

باشد، (V∗)⊗n در ε و V بر

εi1···in = [1 · · ·n] ε1···n,

= [1 · · ·n] ε(e). (941)

بر کن; Έی v و V بر حجم Έی ε و ست، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :240 یِ قضیه

اگر است، صفر میشود ساخته v ِ کن; با که ی متوازی�السطوح یِ جبری ِ حجم صورت این در است. V

باشد. خطͳ-وابسته v اگر تنها و

پس است. n از کوچ΋تر V′ = span(v) ِ بˇعد صورت این در است. خطͳ-وابسته v گیرم اثبات:

جمله از و است، {0} با برابر (V′)∧n

aSym

(
n⊗

i=1

vi

)
= 0. (942)

صفر ε(v) ͳیعن است، صفر (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) بر ε ِ اثر ،217 یِ قضیه ِ طبق پس است. پادمتقارن ε

است.

w ِ کن; داد. بسط v ِ حسب بر میشود را V در ی بردار هر پس است. خطͳ-مستقل v گیرم حالا

میشود. چنین v ِ حسب بر ها wj ِ بسط میΎیرم. را V بر

wj = wi
j vi. (943)
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میشود دیده

ε (w1, . . . , wn) = wi1
1 · · ·win

n ε (vi1 , . . . , vin),

=
∑

i1···in

wi1
1 · · ·win

n [i1 · · · in] ε(v1, . . . , vn). (944)

است. صفر ε ͳیعن است، صفر w ِ کن; هر یِ برا ε(w) آنΎاه باشد، صفر ε(v) اگر که است این نتیجه

است. ناصفر ε(v) باشد، خطͳ-مستقل v و نباشد)، صفر نتیجه در (و باشد حجم ε اگر پس

�

ست: n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

ِ تناظر Έی متناظر (V ِ (هیئت F و (V∗)∧n ِ بین میشود نتیجه ست، یΈ-بˇعدی (V∗)∧n که این از

بر َش اثر با ی΋تا ِ طُر به (V∗)∧n ِ عضو هر باشد، V یِ پایه Έی e اگر واق΄ در هست. Έبه-ی-Έی

با را V بر ℓe ِ حجم میشود. مشخص e

ℓe(e) = 1, (945)

ͳیعن

(ℓe)1···n = 1, (946)

ساخت. ℓe با میشود جمله از را، F و (V∗)∧n ِ بین ِ تناظر می΋نم. تعریف

صورت این در است. آن یِ پایه Έی e و ست n-بˇعدی یِ ͳخط یِ یΈفضا V گیرم :241 یِ قضیه

که هست α ِ اس΋الر Έی (V∗)∧n در ε هر یِ برا

ε = α ℓe. (947)

ℓe با ͳیعن) باشد (V∗)∧n در ε ی وقت است. (V∗)∧n در ε آنΎاه باشد، برقرار (947) اگر ع΋س، بر

باشد)، متناسب

α = ε(e),

= ε1···n. (948)
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ِ بردار n بر َش اثر (چون است آن ِ ناصفر ِ عضو Έی ℓe و ست، یΈ-بˇعدی (V∗)∧n چون اثبات:

α ِ به-دست-آوردن یِ برا برع΋س. و است، ℓe از ی مضرب (V∗)∧n ِ عضو هر است)، Έی معین

میشود. نتیجه (948) میدهم. اثر e بر را رابطه این ِ دˇ-طرف ،(947) در

�

(W∗)∧n در ε و یˆند، n-بˇعدی ͳی فضاها W و V است، LF(W;V) در T گیرم :242 یِ قضیه

اگر است، V بر حجم Έی ε ◦ (T⊗n) همچنین است. (V∗)∧n در ε ◦ (T⊗n) صورت این در است.

باشد. ͳریخت΋ی T و باشد W بر حجم Έی ε اگر تنها و

پادمتقارن- ِ اثبات م�ͳدهد. عدد Έی و می΋ند اثر V ِ بردار n بر که ست ی تاب΄ ε ◦ (T⊗n) اثبات:

یِ باقͳ-مانده ِ اثبات یِ برا است. (V∗)∧n در ε ◦ (T⊗n)پس دارد. نیاز نوشتن به فقط هم آن ِ بودن

میΎیرم. V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e ح΋م،

[ε ◦ (T⊗n)](e) = ε(T ◦ e). (949)

ِ عبارت ِ راست ِ طرف باشد. ناصفر بالا ِ عبارت ِ راست ِ طرف اگر تنها و اگر است، حجم ε◦(T⊗n)

خطͳ-مستقل T ◦ e باشد. خطͳ-مستقل T ◦ e و باشد حجم ε اگر تنها و اگر است، ناصفر هم بالا

باشد. ͳریخت΋ی T اگر تنها و اگر است،

�

ͳحجم ِ م΋مل 47

ست: n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

َند. ی΋ریخت دˇ-فضا این پس است. برابر (V∗)∧(n−k) ِ بˇعد V∧kبا ِ بˇعد میشود نتیجه 214 یِ قضیه از

در Qk,ε ساخت. دˇ-فضا این ِ بین ͳریخت΋ی Έی میشود ،(V∗)∧n بر ε ِ حجم از استفاده با

می΋نم. تعریف چنین را F[(V∗)∧(n−k);V∧k]

(Qk,ε x) y =
(n− k)!

n!
ε (x ∧ y). (950)

،(950) در Qε به میبرم. کار به را Qε ِ نماد Qk,ε یِ جا به ͳسادِگ یِ برا باشد، معلوم k ی وقت

هم باز ِ نماد میشود باشد، معلوم هم ε ِ خُد جا هر میΎویم. (ε ِ حجم با متناظر (یِ ͳحجم ِ م΋مل
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برد. کار به را Q ِ سادِتر

این در است. V بر حجم Έی ε و ست n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :243 یِ قضیه

وارون-پذیر (V∗)∧(n−k) در و ست ͳ(950)خط ِ تعریف با F[(V∗)∧(n−k);V∧k] در Qk,ε صورت

آنΎاه، باشد، V یِ پایه Έی e اگر همچنین، است.

Qk,ε (ei1 ∧ · · · ∧ eik) =
1

(n− k)!
εi1···ik l1···ln−k

el1 ∧ · · · ∧ eln−k . (951)

ِ تناسب ِ ضریب و است، متناسب Qk,ε با Qk,ε′ آنΎاه باشد، V بر دیΎر ِ حجم Έی ε′ اگر سرانجام،

است. ε با ε′ ِ تناسب ِ ضریب ان هم Qk,ε با Qk,ε′

،(951) ِ اثبات یِ برا ست. ͳخط x به نسبت ε (x ∧ y) که میشود نتیجه این از خطͳ-بودن اثبات:

میشود دیده میدهم. نشان R و L ترتیب، به با، را (951) ِ راست و چپ یِ طرفها

L (ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
) =

(n− k)!

n!
ε (ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

),

= [(n− k)!] ε (ei1 , . . . , eik , ej1 , . . . , ejn−k
). (952)

همچنین،

R (ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
) = (εi1···ik l1···ln−k

el1 ⊗ · · · ⊗ eln−k)

(ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
),

= [(n− k)!] (εi1···ik l1···ln−k
el1 ⊗ · · · ⊗ eln−k)

(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn−k
),

= [(n− k)!] εi1···ik j1···jn−k
. (953)

میشود. نتیجه (951) یِ رابطه (953) با (952) یِ مقایسه از

در Qk,ε یِ وارون-پذیری ِ نشان-دادن یِ برا است، برابر (V∗)∧(n−k) ِ بˇعد با V∧k ِ بˇعد چون
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میشود دیده ست. پوشا (V∗)∧(n−k) در Qk,ε شود ثابت ست ͳکاف (V∗)∧(n−k)

Qk,ε

 ∑
(i1,...,ik)∈(Nn)k

[i1 · · · ikj1 · · · jn−k] ei1 ∧ · · · ∧ik


=

ε(e)

(n− k)!

∑
(i1,...,ik,l1,...,ln−k)∈(Nn)n

[i1 · · · ik j1 · · · jn−k] [i1 · · · ik l1 · · · ln−k],

el1 ∧ · · · ∧ eln−k ,

=
k! ε(e)

(n− k)!

∑
(l1,...,ln−k)∈(Nn)n−k

[
j1 · · · jn−k

l1 · · · ln−k

]
el1 ∧ · · · ∧ eln−k ,

=
k! ε(e)

(n− k)!

∑
σ∈Sn−k

sgnσ e
jσ(1) ∧ · · · ∧ ejσ(n−k) ,

=
k! ε(e)

(n− k)!

∑
σ∈Sn−k

ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k ,

= k! [ε(e)] ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k . (954)

پس،

ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k =
1

k! ε(e)

Qk,ε

 ∑
(i1,...,ik)∈(Nn)k

[i1 · · · ikj1 · · · jn−k] ei1 ∧ · · · ∧ik

 . (955)

دست به V∧k ِ عضو Έی بر Qk,ε ِ اثر-دادن با میشود را (V∗)∧(n−k) ِ عضو هر میدهد نشان این

α در هم Qk,ε شود، ضرب α در ε (اگر میشود. نتیجه (951) از هم Qk,ε با Qk,ε′ ِ تناسب آورد.

میشود.) ضرب

�

است. این بالا یِ قضیه یِ نتیجه Έی

این در است. V بر حجم Έی ε و ست n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :244 یِ قضیه

است. چنین e ِ دˇگان بر (Qε)
−1 ِ اثر باشد، V یِ برا پایه Έی e اگر صورت

(Qε)
−1 (ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k) =

1

k!
(ε∗)i1···ik j1···jn−k ei1 ∧ · · · ∧ eik , (956)
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و است V∗ بر حجم Έی ε∗ که

ε∗(e∗) = (ε∗)1···n,

= ε∗(e1, . . . , en),

=
1

ε(e)
. (957)

⋆

میشود نتیجه 232 یِ قضیه از میΎویم. ε ِ حجم ِ دˇگان ،(957) در ε∗ ِ حجم به

صورت، این در ست. n-بˇعدی ͳی فضا V و است V بر حجم Έی ε گیرم :245 یِ قضیه

(ε∗)i1···ik mk+1···mn εj1···jk mk+1···mn = (n− k)!

[
i1 · · · ik
j1 · · · jk

]
. (958)

جمله، از

(ε∗)m1···mn εm1···mn = n!. (959)

(ε∗)im2···mn εj m2···mn = (n− 1)! δij . (960)

⋆

میشود دیده ͳسادِگ به سرانجام،

صورت، این در است. V یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا بر حجم Έی ε گیرم :246 یِ قضیه

Qε 1 = ε. (961)

(Qε)
−1 ε = 1. (962)

⋆

همچنین،

با ͳی ͳریخت΋ی S و ،V یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا بر حجم Έی ε گیرم :247 یِ قضیه
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صورت، این در است. V یِ دامنه

Q[pf(S)](ε) = [pf(S)]Qε. (963)

{[pf(S)](ε)}{[pf(S)](e)} = ε(e). (964)

[pf(S)](ε∗) = {[pf(S)](ε)}∗. (965)

⋆

دترمینان 48

یΈحجم ε و است، LF(V;V) در T ست، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :248 یِ قضیه

صورت، این در است. V بر

ε ◦ (T⊗n) = α ε, (966)

ندارد. ͳΎ̃بست ε به که ست ی اس΋الر α که

ست، یΈ-بˇعدی (V∧n)∗ و است (V∧n)∗ در ε ◦ (T⊗n) که میشود نتیجه این از α ِ وجود اثبات:

ِ اثبات یِ برا است. ε از ی مضرب (V∧n)∗ ِ عضو هر پس نیست. صفر و است (V∧n)∗ در هم ε و

که هست β ِ ناصفر ِ اس΋الر Έی میΎیرم. ε′ ِ دیΎر ِ حجم Έی ندارد ͳΎ̃بست ε به α که این

ε′ = β ε. (967)

پس،

ε′ ◦ (T⊗n) = β [ε ◦ (T⊗n)],

= β α ε,

= α ε′. (968)

�

است: LF(V;V) در T و است، آن بر حجم Έی ε ست، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

می΋نم. تعریف چنین را detε(T )

ε ◦ (T⊗n) = [detε(T )] ε. (969)
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میشود دیده 248 یِ قضیه از

در T و است، V بر حجم Έی ε ست، n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :249 یِ قضیه

ندارد. ͳΎ̃بست ε به detε(T ) صورت این در است. LF(V;V)

⋆

مینامند: T ِ دترمینان را det(T ) برمیدارم. آن از را ε ِ شاخص ندارد ͳΎ̃بست ε به detε(T ) چون

ε ◦ (T⊗n) = [det(T )] ε, (970)

یا

ε (T v1, . . . , T vn) = [det(T )] ε (v1, . . . , vn), (971)

ِ ش΋ل است. V بر حجم Έی ε و ،V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی v = {(1, v1), . . . , (n, vn)} که

میشود (971) یِ بسته

ε [(T⊗n) ◦ v] = [det(T )] ε (v). (972)

نباشد خطͳ-مستقل v ی وقت (971) ندارد. ͳΎ̃بست v به (971) در det(T ) که است رˇشن (970) از

به (971) از نمیشود را det(T ) و میشوند صفر (971) ِ دˇ-طرف حالت آن در اما است. درست هم

آورد. دست

دترمینان یِ ویژِگیها 49

صورت این در است. LF(V;V) در T و ست n-بˇعدی یِ ͳخط یِ یΈفضا V گیرم :250 یِ قضیه

همچنین است. برابر T ِ دترمینان با T ∗ ِ دترمینان

det(T ) =
∑

(i1,...,in)

[i1 · · · in]T i1
1 · · ·T in

n,

=
∑

(j1,...,jn)

[j1 · · · jn]T 1
j1 · · ·Tn

jn ,

=
1

n!

∑
(i1,...,in)

∑
(j1,...,jn)

[i1 · · · in] [j1 · · · jn]T i1
j1 · · ·T in

jn . (973)
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کار به را ε = ℓe ِ حجم و vk = ejk یِ بردارها (971) در میΎیرم. V یِ پایه Έی را e اثبات:

میبرم:

[j1 · · · jn] det(T ) =
∑

(i1,...,in)

[i1 · · · in]T i1
j1 · · ·T in

jn . (974)

از استفاده با می΋نم. جم΄ ها jk بر را حاصل و ضرب، [j1 · · · jn] در را رابطه این ِ ∑دˇ-طرف
(j1,...,jn)

[j1 · · · jn] [j1 · · · jn] = n!, (975)

میشود نتیجه

n! det(T ) =
∑

(j1,...,jn)

∑
(i1,...,in)

[j1 · · · jn] [i1 · · · in]T i1
j1 · · ·T in

jn . (976)

میشود نتیجه ،ℓe و e و T ترتیب، به یِ، جا به ℓe∗ و e∗ و T ∗ ِ کاربرد با

[i1 · · · in] det(T ∗) =
∑

(j1,...,jn)

[j1 · · · jn] (T ∗)j1
i1 · · · (T ∗)jn

in , (977)

میشود 129 یِ قضیه از استفاده با که

[i1 · · · in] det(T ∗) =
∑

(j1,...,jn)

[j1 · · · jn]T i1
j1 · · ·T in

jn . (978)

میشود نتیجه می΋نم. جم΄ ها ik بر را حاصل و ضرب، [i1 · · · in] در را رابطه این ِ دˇ-طرف

n! det(T ∗) =
∑

(j1,...,jn)

∑
(i1,...,in)

[j1 · · · jn] [i1 · · · in]T i1
j1 · · ·T in

jn . (979)

میشود نتیجه (979) و (976) یِ مقایسه از

det(T ∗) = det(T ). (980)

به-دست- یِ برا میدهند. نتیجه را (973) در det(T ) ِ سوم ِ ش΋ل ضمنَن ،(979) یا (976) یِ رابط̃ها

ِ به-دست-آوردن یِ برا شود. جایΎزین k با jk ِ شاخص (974) در ست ͳکاف اول، ِ ش΋ل ِ آوردن

رود. کار به (980) و شود، جایΎزین k با ik ِ شاخص (978) در ست ͳکاف هم دوم ِ ش΋ل

�

باید صورت این در برد. کار به det(T ) ِ تعریف ِ عنوان به را (973) یِ برابریها از Έی هر میشد

،det(T ∗) با det(T ) یِ برابری ندارد. ͳΎ̃بست انتخاب-شده یِ پایه به راست ِ طرف میشد داده نشان

شود، عوض هم با ماتریس Έی یِ ستونها و سطرها یِ جا اگر که میشود این ͳماتریس یِ ش΋لها ِ زبان به

یِ ستونها و سطرها که است رˇشن (973) ِ سوم ِ ش΋ل از واق΄ در نمیشود. عوض ماتریس آن ِ دترمینان

میشوند. ظاهر ماتریس آن ِ دترمینان در ی مشابه ِ ش΋ل به ماتریس هر



دترمینان حجم، ٢۴۴

یِ پایه در یِشان ͳماتریس یِ نمایشها ِ بین که یˆند ͳی ِ-خطیها تاب΄- یِ باره در 254 تا 251 یِ قضیِها

و رود کار به (971) ِ تعریف ست ͳکاف قضیِها، این ِ اثبات یِ برا هست. ی خاص ِ ارتباط ی خاص

شود. جایΎزین خاص یِ پایه آن با v

n-جایΎشت Έی σ اند، LF(V;V) در T ′ و T ست، n-بˇعدی ͳی فضا V گیرم :251 یِ قضیه

که چنان است، V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی e و است،

T ′ ej = T eσ(j). (981)

صورت، این در

det(T ′) = sgnσ det(T ). (982)

⋆

(−1) در ماتریس ِ دترمینان شود، عوض هم با ماتریس Έی ِ ستون ُ د یِ جا اگر ماتریسها: ِ زبان به

میشود. ضرب

َند، اس΋الر α2 و α1 اند، LF(V;V) در T و T2 و T1 ست، باپایان-بˇعدی V گیرم :252 یِ قضیه

که چنان است، V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی e و

T2 ej = T1 ej , j ̸= k, (983)

و

T ej =


T1 ej = T2 ej , j ̸= k

α1 T1 ej + α2 T2 ej , j = k

. (984)

صورت، این در

det(T ) = α1 det(T1) + α2 det(T2). (985)

⋆

ست. ͳخط ماتریس آن یِ ستونها از Έی هر به نسبت ماتریس هر ِ دترمینان ماتریسها: ِ زبان به
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Έی e و است، اس΋الر α اند، LF(V;V) در T ′ و T ست، باپایان-بˇعدی V گیرم :253 یِ قضیه

که چنان است، V بر خطͳ-مستقل ِ کن;

T ′ ej = T ej + α δj k T el, k ̸= l. (986)

صورت، این در

det(T ′) = det(T ). (987)

⋆

ماتریس ان هم از دیΎر ی ستون به ماتریس Έی یِ ستونها از یΈی از ی مضرب اگر ماتریسها: ِ زبان به

نمیشود. عوض ماتریس آن ِ دترمینان شود، افزوده

صورت، این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی V گیرم :254 یِ قضیه

است. صفر det(T ) آنΎاه باشند، خطͳ-وابسته mat(T ) یِ ستونها پایه، Έی در اگر a

اند. خطͳ-وابسته mat(T ) یِ ستونها ای پایه هر در آنΎاه باشد، صفر det(T ) اگر b

mat(T ) یِ ستونها ای پایه هر در آنΎاه باشند، mat(Tخطͳ-وابسته ) یِ ستونها یΈپایه، در اگر c

اند. خطͳ-وابسته

⋆

هم، با T و T ∗ یِ ͳماتریس یِ عنصرها ِ ارتباط و ،det(T ) با det(T ∗) یِ برابری از استفاده با

است. برقرار هم ماتریسها یِ سطرها ِ مورد در بالا یِ چهار-قضیه ِ عین که میشود دیده ͳسادِگ به

است. این 252 یِ قضیه یِ نتیجه Έی

است. اس΋الر α و است، LF(V;V) در T ست، n-بˇعدی ͳی فضا V گیرم :255 یِ قضیه

صورت، این در

det(αT ) = αn det(T ). (988)

⋆

سه-گزاره این صورت این در است. LF(V;V) در T و ست باپایان-بˇعدی V گیرم :256 یِ قضیه

َند. همى˘رز
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است. صفر det(T ) a

است. ت΋ین T b

یا، نیست. خطͳ-مستقل T ◦ e و است خطͳ-مستقل e که هست V بر e یِ برداری ِ تاب΄ Έی c

است. dim(V′) از کوچ΋تر dim[T (V′)] که دارد V′ یِ زیرفضا Έی V

Έی را e ،b و a یِ همى˘رزی ِ اثبات یِ برا است. 32 یِ قضیه از ی بخش c و b یِ هم�ى˘رزی اثبات:

T ِ ت΋ین-بودن ،32 یِ قضیه ِ اساس بر میΎیرم. V بر حجم Έی را ε و ،V بر خطͳ-مستقل ِ کن;

ِ صفر-بودن و نیست صفر ε(e) ،240 یِ قضیه ِ اساس بر است. همى˘رز T ◦ e ِ خطͳ-وابسته-بودن با

نتیجه (971) ِ تعریف از b و a یِ همى˘رزی حالا است. همى˘رز T ◦ e ِ خطͳ-وابسته-بودن با ε(T ◦ e)

میشود.

�

در T و است، ILF(W;V) در S َند، ی΋ریخت هم با و Wباپایان-بˇعدی و V گیرم :257 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(V;V)

det(S T S−1) = det(T ). (989)

میΎیرم. V یِ پایه Έی را e و ،V بر حجم Έی را ε است. [pf(S)](T ) ان هم (S T S−1) اثبات:

از ح΋م می΋نم. حساب [pf(S)] ◦ e و [pf(S)](ε) با را det(S T S−1) و ،e و ε با را det(T )

میشود. نتیجه 236 یِ قضیه

�

نوشت. چنین میشود را قضیه این ِ ح΋م

det{[pf(S)](T )} = det(T ). (990)

صورت، این در اند. LF(V;V) در U و T و ست، باپایان-بˇعدی V گیرم :258 یِ قضیه

det(T U) = [det(T )] [det(U)],

det(U T ) = [det(T )] [det(U)]. (991)
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میشود دیده (971) از میΎیرم. V بر حجم Έی را ε و ،V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e اثبات:

[det(T U)] ε(e) = ε(T ◦ U ◦ e),

= [det(T )] ε(U ◦ e),

= {[det(T )] [det(U)]} ε(e), (992)

است. مشابه کاملَن هم دوم یِ برابری ِ اثبات میشود. نتیجه ح΋م ِ اول یِ برابری آن از که

�

میشود نتیجه بالا یِ قضیه از ͳسادِگ به هم قضیه این

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :259 یِ قضیه

det(1V) = 1. (993)

آنΎاه باشد، ILF(V;V) در T اگر همچنین

det(T−1) = [det(T )]−1. (994)

⋆

و LF(W;V) در T و َند، ی΋سان ِ هیئت با باپایان-بˇعدی ͳی فضاها W و V گیرم :260 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(V;W) در U

است. صفر det(T U) آنΎاه باشد، dim(W) از کوچ΋تر dim(V) اگر a

است. برابر det(T U) با det(U T ) آنΎاه باشد، برابر dim(W) با dim(V) اگر b

هم ker(T U) پس ست. ͳنابدیه ker(U) آنΎاه باشد، dim(W) از کوچ΋تر dim(V) اگر اثبات:

می΋ند. ثابت را a این است. صفر det(T U) نتیجه در و ست، ͳنابدیه

ILF(W;V) در S Έی صورت این در است. برابر dim(W) با dim(V) گیرم ،b ِ اثبات یِ برا
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میشود دیده اند. LF(V;V) در (S−1 T ) و (U S) که است رˇشن و هست

det(U T ) = det[U (S S−1)T ],

= det[(U S−1) (S T )],

= det[(S T ) (U S−1)],

= det[S (T U)S−1], (995)

میدهد نتیجه 257 یِ قضیه حالا رفته. کار به 258 یِ قضیه که

det(U T ) = det(T U). (996)

�

یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا گیرم :261 یِ قضیه

و است، T یِ ناوردا یِ زیرفضا V′ است، LF(V;V) در T است، V′′ و V′

PJ V′′,V′ [res(T,V′′)] = 1V′′ . (997)

صورت، این در

det(T ) = det[res(T ;V′)]. (998)

یِ برا e = {(1, e1), . . . , (n, en)} یِ پایه میدهم. نشان k با را V′ ِ بˇعد و n با را V ِ بˇعد اثبات:

Έی {(k+1, ek+1), . . . (n, en)} و ،V′ یِ پایه Έی {(1, e1), . . . (k, ek)} که میΎیرم چنان را V

میشود دیده میدهم. نشان T ′ با را res(T ;V′) باشد. V′′ یِ پایه

T ei =


T ′ ei, i ≤ k

ei + T̃i, i > k

, (999)

می΋نم. تعریف چنین را V′ یِ دامنه با ε′ و میΎیرم، V بر حجم Έی را ε است. V′ در T̃i که

ε′ (v′1, . . . , v
′
k) = ε (v′1, . . . , v

′
k, ek+1, . . . , en). (1000)

همچنین، است. V′ بر حجم Έی ε′ میشود دیده ͳسادِگ به

[det(T )] ε(e1, . . . , en) = ε(T e1, . . . , T en),

= ε(T ′ e1, . . . , T
′ ek, ek+1 + T̃k+1, . . . , en + T̃n). (1001)
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ε(T ′ e1, . . . , T
′ ek, vk+1, . . . , vn)Έی هر که است، جمله 2n−k ِ ِ-جم΄ حاصل- راست ِ طرف

باشد T̃j ِ شامل که ای جمله هر است. T̃j یا است ej یا k از بزرگتر j با ها vj از Έی هر که است،

یِ همه یِ (پهنه یˆند بˇعدی (n − 1) ͳی زیرفضا در که است بردار n با متناظر ِ حجم چون است، صفر

پس، .(ej جز ها ei

[det(T )] ε(e1, . . . , en) = ε(T ′ e1, . . . , T
′ ek, ek+1, . . . , en),

= ε′(T ′ e1, . . . , T
′ ek),

= [det(T ′)] ε′(e1, . . . , ek),

= [det(T ′)] ε(e1, . . . , en), (1002)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

َش قطر یِ بل΋ُها که باشد، ͳمثلث-ͳ΋ُبل T ِ ماتریس اگر که است این ماتریسها ِ زبان به قضیه این ِ ح΋م

است: det(T ′) با برابر det(T ) آنΎاه واحد، ِ ماتریس دیΎری و T ′ ِ ماتریس ی Έی یˆند، تا 2

det

T ′ T̃

0 1

 = det(T ′). (1003)

یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا گیرم :262 یِ قضیه

صورت، این در است، T یِ ناوردا یِ زیرفضا V′ و است، LF(V;V) در T است، V′′ و V′

det(T ) = {det[res(T ;V′)]}
(
det{PJ V′′,V′ [res(T,V′′)]}

)
. (1004)

میشود نتیجه است T یِ ناوردا یِ زیرفضا V′ که این از اثبات:

PJ V′,V′′ T PJ V′,V′′ = T PJ V′,V′′ . (1005)

PJ V′′,V′ T PJ V′,V′′ = 0. (1006)

می΋نم تعریف

T̃ ′ = T PJ V′,V′′ + PJ V′,V′′ T PJ V′′,V′ + PJ V′′,V′ . (1007)

T̃ ′′ = PJ V′,V′′ + PJ V′′,V′ T PJ V′′,V′ . (1008)
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همچنین، است. T̃ ′′ یِ ناوردا یِ زیرفضای V′′ و T̃ ′ یِ ناوردا یِ زیرفضا V′ میشود دیده

PJ V′′,V′ [res(T̃ ′;V′′)] = 1V′′ . (1009)

PJ V′,V′′ [res(T̃ ′′;V′)] = 1V′ . (1010)

میشود دیده 261 یِ قضیه از ترتیب، این به

det(T̃ ′) = det[res(T̃ ′;V′)]. (1011)

det(T̃ ′′) = det[res(T̃ ′′;V′′)]. (1012)

میشود نتیجه T̃ ′′ و T̃ ′ ِ تعریف از

T = T̃ ′′ T̃ ′. (1013)

ترتیب، این به

det(T ) = [det(T̃ ′)] [det(T̃ ′′)],

= {det[res(T̃ ′;V′)]} {det[res(T̃ ′′;V′′)]}. (1014)

میشود نتیجه همچنین T̃ ′′ و T̃ ′ ِ تعریف از

res(T̃ ′;V′) = res(T ;V′). (1015)

res(T̃ ′′;V′′) = PJ V′′,V′ [res(T ;V′′)]. (1016)

میشود. نتیجه ح΋م (1014) و اینها از

�

َش قطر یِ بل΋ُها که باشد، ͳمثلث-ͳ΋ُبل T ِ ماتریس اگر که است این ماتریسها ِ زبان به قضیه این ِ ح΋م

[det(T ′)] [det(T ′′)] با برابر det(T ) آنΎاه ،T ′′ ِ ماتریس دیΎری و T ′ ِ ماتریس ی Έی یˆند، تا 2

است:

det

T ′ T̃

0 T ′′

 = [det(T ′)] [det(T ′′)]. (1017)

میشود نتیجه ساده یِ استقرا Έی با و بالا یِ قضیه از استفاده با
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V1 یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ Vحاصل- یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا گیرم :263 یِ قضیه

LF(V;V) در T که است، T یِ ناوردا یِ زیرفضا (
⊕i

j=1 Vj) یِ فضا i هر یِ ازا به و است، Vm تا

صورت، این در است.

det(T ) =
m∏
i=1

det{Πi [res(T ;Vi)]}, (1018)

j با ها Vj ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- اَش هسته و است Vi َش تصویر که ست ی اف΋نش Πi که

i هر یِ ازا به ،V بر e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; با که باشد چنان T اگر جمله، از است. i ِ مخالف

T ei = λi ei + T̃i, (1019)

آنΎاه است، span{e1, . . . , ei−1} در T̃i و اس΋الر λi که

det(T ) =
∏
i

λi. (1020)

⋆

برابر det(T ) آنΎاه باشد، ͳمثلث-ͳ΋ُبل T ِ ماتریس اگر که است این ͳماتریس ِ زبان به قضیه این ِ ح΋م

آنΎاه باشد، ͳمثلث T ِ ماتریس اگر جمله، از است. T یِ قطری یِ بل΋ُها ِ دترمینان ِ ِ-ضرب حاصل- با

است. T یِ قطری یِ عنصرها ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر det(T )

T و است، ی΋سان ِشان هیئت و یˆند Wباپایان-بˇعدی و V یِ ͳخط یِ فضاها گیرم :264 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(V;V) در

det(T ⊗ 1W) = [det(T )]dim(W).

det(1W ⊗ T ) = [det(T )]dim(W). (1021)

می΋نم تعریف i هر یِ برا و میΎیرم W بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را f اثبات:

Vi = {v ⊗ fi | v ∈ V}. (1022)

یِ زیرفضا ها Vi از Έی هر ست، ها Vi ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V ⊗W میشود دیده ͳسادِگ به

و است، T ⊗ 1W یِ ناوردا

res(T ⊗ 1W;Vi) = Si T S−1
i , (1023)
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و است ILF(Vi;V) در Si که

Si v = v ⊗ fi. (1024)

میشود دیده 257 و 263 یِ قضیِها از استفاده با میدهم. نشان n با را dim(W)

det(T ⊗ 1W) =
∏
i

det[res(T ⊗ 1W;Vi)],

=
∏
i

det(T ),

= [det(T )]n. (1025)

است. مشابه کاملَن هم 1W ⊗ T یِ برا مشابه یِ رابطه ِ اثبات

�

کرد: ثابت ی کلیتر یِ قضیه میشود قضیه این از استفاده با

T است، ی΋سان ِشان هیئت و یˆند باپایان-بˇعدی W و V یِ ͳخط یِ فضاها گیرم :265 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(W;W) در U و است، LF(V;V) در

det(T ⊗ U) = [det(T )]dim(W) [det(U)]dim(V). (1026)

det(U ⊗ T ) = [det(T )]dim(W) [det(U)]dim(V). (1027)

مثلَن ست ͳکاف اثبات:

T ⊗ U = (T ⊗ 1W) (1V ⊗ U) (1028)

میشود. نتیجه ͳسادِگ به ح΋م رود. کار به

�

ست. باپایان-بˇعدی V و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :266 یِ قضیه

صورت این در

det(T ) =
∏

λ∈[spec(T )]

λdim[eker(T−λ)]. (1029)

میبرم. کار به را (263 یِ (قضیه (1020) و مینویسم (97 یِ (قضیه ژُردان ِ ش΋ل به را T اثبات:
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میشود. نتیجه ح΋م

�

وارون و ͳالحاق 50

است: V بر حجم Έی ε و ست، n-بˇعدی ͳی فضا V است، LF(V;V) در T

می΋نم. تعریف چنین را V یِ دامنه با adjε(T ) ِ تاب΄

adjε(T ) = (Qε)
−1 ◦ [(T ∗)⊗(n−1)] ◦ Qε. (1030)

است. V بر حجم Έی ε و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :267 یِ قضیه

ندارد. ͳΎ̃بست ε به و است LF(V;V) در adjε(T ) صورت این در

میشود دیده میΎیرم. V ِ عضو Έی را v اثبات:

(Qε v) ∈ [(V∗)∧(n−1)].

{[(T ∗)⊗(n−1)] (Qε v)} ∈ (V∗)∧(n−1).(
(Qε)

−1 {[(T ∗)⊗(n−1)] (Qε v)}
)
∈ V. (1031)

که ی سه-تاب΄ که میشود نتیجه این از هم adjε(T ) ِ خطͳ-بودن است. F(V;V) در adjε(T ) پس

یˆند. ͳخط است adjε(T ) ِشان ترکیب

Έی میبرم. کار به را ε′ ِ دیΎر ِ حجم Έی نیست، وابسته ε به adjε(T ) که این ِ اثبات یِ برا

پس است. (α ε) با برابر ε′ که هست α ِ ناصفر ِ اس΋الر

adjε′(T ) = (Qε′)
−1 ◦ [(T ∗)⊗(n−1)] ◦ Qε′ ,

= (αQε)
−1 ◦ [(T ∗)⊗(n−1)] ◦ (αQε),

= (Qε)
−1 ◦ [(T ∗)⊗(n−1)] ◦ Qε,

= adjε(T ). (1032)

�
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مینویسم: سادِتر هم را (1030) ِ تعریف میدهم. نشان adj(T ) با را آن است، ε از مستقل adjε(T ) چون

adj(T ) = Q−1 [(T ∗)⊗(n−1)]Q. (1033)

میΎویم. T یِ ͳالحاق adj(T ) به

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت، این در ست. یΈ-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :268 یِ قضیه

adj(T ) = 1. (1034)

⋆

همچنین،

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V یِ ͳخط یِ فضا گیرم :269 یِ قضیه

adj(1V) = 1V. (1035)

⋆

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و اند LF(V;V) در T و S گیرم :270 یِ قضیه

adj(T S) = [adj(S)] [adj(T )]. (1036)

میشود دیده میدهم. نشان n با را V ِ بˇعد اثبات:

adj(T S) = Q−1 {[(T S)∗]⊗(n−1)}Q,

= Q−1 [(S∗ T ∗)⊗(n−1)]Q,

= Q−1 [(S∗)⊗(n−1)] [(T ∗)⊗(n−1)]Q,

= Q−1 [(S∗)⊗(n−1)]QQ−1 [(T ∗)⊗(n−1)]Q, (1037)

میدهد. نتیجه را ح΋م که

�

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :271 یِ قضیه
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[adj(T )]ij =
1

(n− 1)!

∑
(i2,...,in,j2,...,jn)

[j j2 · · · jn] [i i2 · · · in]T j2
i2 · · ·T jn

in ,

=
1

(n− 1)!
εj j2···jn (ε∗)i i2···in T j2

i2 · · ·T jn
in , (1038)

است. V بر حجم Έی ε و V ِ بˇعد n که

[adj(T )]T = [det(T )] 1V. (1039)

T [adj(T )] = det(T ) 1V. (1040)

adj(T ∗) = [adj(T )]∗. (1041)

،V در v با میΎیرم. V یِ پایه Έی را e اثبات:

[adj(T )] v = vj (Qε)
−1

[
1

(n− 1)!
εj j2···jn (T ∗)⊗(n−1) (ej2 ∧ · · · ∧ ejn)

]
,

= vj
[

1

(n− 1)!
εj j2···jn T j2

i2 · · ·T jn
in (Qε)

−1 (ei2 ∧ · · · ∧ ein)

]
,

= vj
[

1

(n− 1)!
εj j2···jn T j2

i2 · · ·T jn
in (ε∗)i i2···in ei

]
. (1042)

آن، از استفاده با میدهد. نشان را (1038) این

{[adj(T )]T}ij = {[adj(T )]}ik T k
j ,

=
1

(n− 1)!
εk j2···jn T j2

i2 · · ·T jn
in (ε∗)i i2···in T k

j ,

=
1

(n− 1)!
[det(T )] εj i2···in (ε∗)i i2···in ,

= [det(T )] δij , (1043)

ترتیب، ین هم به میدهد. نشان را (1039) که

{T [adj(T )]}ij = [det(T )] δij , (1044)

میشود. نتیجه (1038) در اول یِ برابری از ͳسادِگ به هم (1041) میدهد. نشان را (1040) که

�
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است. این قضیه این یِ نتیجه Έی

نات΋ین T اگر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :272 یِ قضیه

و است نات΋ین هم adj(T ) آنΎاه باشد،

T−1 =
1

det(T )
adj(T ). (1045)

[adj(T )]−1 = adj(T−1),

=
1

det(T )
T. (1046)

adj(T ) اگر ͳیعن این است. ت΋ین هم adj(T ) آنΎاه باشد، 1 از بزرگتر dim(V) و باشد ت΋ین T اگر

است. نات΋ین هم T آنΎاه باشد، 1 از بزرگتر dim(V) و باشد نات΋ین

گیرم دوم، ِ قسمت ِ اثبات یِ برا است. 271 یِ قضیه ِ مستقیم یِ نتیجه ح΋م، اول ِ قسمت اثبات:

چون و است، صفر T میشود نتیجه (1039) از صورت این در است. نات΋ین adj(T ) و است ت΋ین T

است. adj(T ) ِ ت΋ین-نبودن ِ فرض ِ خلاف که میشود، صفر هم adj(T ) است، 1 از بیش dim(T )

�

V یِ دامنه با ͳی ͳریخت΋ی S و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :273 یِ قضیه

صورت، این در است.

adj(S T S−1) = S [adj(T )]S−1. (1047)

استفاده با را adj(S T S−1) و ،V یِ برا e یِ پایه Έی با و (1038) از استفاده با را adj(T ) اثبات:

میشود دیده می΋نم. حساب e′ = S ◦ e یِ پایه و (1038) از

[adj(S T S−1)]ı
′

ȷ′ = [adj(T )]ij , (1048)

ε است. [pf(S)](T ) ان هم (S T S−1) که است این همى˘رز ِ بیان Έی میدهد. نتیجه را ح΋م که

می΋نم. حساب Q[pf(S)](ε) با را adj{[pf(S)](T )} و Qε با را adj(T ) میΎیرم. V بر حجم Έی را

از ح΋م

Q[pf(S)](ε) = [pf(S)]Qε (963)

میشود. نتیجه 236 یِ قضیه و

�
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-ِ تبدیل- با است برابر ،ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ ِ-تشابهͳ-یافته تبدیل- یِ ͳالحاق ͳیعن قضیه این ِ ح΋م

.ͳخط ِ تاب΄ آن یِ ͳالحاق یِ تشابهͳ-یافته

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :274 یِ قضیه

[adj(T )]ij = det(T ′i
j),

= (−1)i+j det(T ′′i
j). (1049)

برابر T ِ ماتریس یِ ستونها و سطرها ِ تعداد با یˆش ستونها و سطرها ِ تعداد که ست ی ماتریس T ′i
j

و است،

(T ′i
j)

k
l =



T k
l, k ̸= j, l ̸= i

0, k ̸= j, l = i

0, k = j, l ̸= i

1, k = j, l = i

, (1050)

و دارد کمتر ستون و سطر Έی که است ی ماتریس T ′′i
j و

(T ′′i
j)

k
l = (T ′i

j)
aj(k)

ai(l), (1051)

که

ap(q) =


q, q < p

q + 1, q > p

. (1052)

،(1038) از میدهم. نشان n با را V ِ بˇعد اثبات:

[adj(T )]ij =
1

(n− 1)!

∑
(i2,...,in,j2,...,jn)

[j j2 · · · jn] [i i2 · · · in]T j2
i2 · · ·T jn

in ,

=
1

(n− 1)!

∑
(i2,...,in,j2,...,jn)

[j j2 · · · jn] [i i2 · · · in] (T ′i
j)

j2
i2 · · · (T ′i

j)
jn

in ,

=
1

(n− 1)!

∑
(i2,...,in,j2,...,jn)

[j j2 · · · jn] [i i2 · · · in]

(T ′i
j)

j2
i2 · · · (T ′i

j)
jn

in (T ′i
j)

j
i,
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=
1

(n− 1)!

∑
(i2,...,in,k,j2,...,jn)

[k j2 · · · jn] [i i2 · · · in]

(T ′i
j)

j2
i2 · · · (T ′i

j)
jn

in (T ′i
j)

k
i,

=
1

(n− 1)!
det(T ′i

j)
∑

(i2,...,in)

[i i2 · · · in] [i i2 · · · in], (1053)

میدهد. نشان را (1049) ِ اول یِ برابری که

می΋نم. تعریف چنین را T ′′′i
j ِ ماتریس

(T ′′′i
j)

k
l = (T ′i

j)
bj(k)

bi(l), (1054)

است. چنین bp ِ n-جایΎشت که

bp = θp+(1/2) · · ·θn−(1/2). (1055)

م�ͳشود دیده

bp(q) =


ap(q), q < n

p, q = n

. (1056)

sgnbp
= (−1)n−p. (1057)

پس،

(T ′′′i
j)

k
l =



(T ′′i
j)

k
l, k < n, l < n

0, k < n, l = n

0, k = n, l < n

1, k = n, l = n

. (1058)

میشود نتیجه 262 یِ قضیه از

det(T ′′i
j) = det(T ′′′i

j), (1059)

میشود نتیجه 251 یِ قضیه از و

det(T ′′′i
j) = (−1)i+j det(T ′i

j), (1060)
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میدهد. نشان را ح΋م یِ باقͳ-مانده که

�

ِ دترمینان در ضرب (−1)i+j با است برابر adj(T ) ِ j ِ ستون و i ِ سطر ِ عنصر م�ͳگوید قضیه این

ِ ستون و i ِ سطر ِ عنصر همچنین، میئاید. دست به T ِ i ِ ستون و j ِ سطر ِ حذف با که ی ماتریس

با میئاید: دست به T ِ ماتریس از ترتیب این به که ی ماتریس ِ دترمینان با است برابر adj(T ) ِ j

ِ ماتریس ِ i ِ ستون و j ِ سطر ِ عنصر می΋نم؛ صفر را i ِ ستون و j ِ سطر می΋نم. شروع T ِ ماتریس

می΋نم. 1 را حاصل

میئاید: دست به det(T ) یِ محاسبه یِ برا دستور Έی 271 یِ قضیه و 274 یِ قضیه با

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است، LF(V;V) در T گیرم :275 یِ قضیه

det(T ) = T i
1 [adj(T )]

1
i,

= T i
2 [adj(T )]

2
i,

= · · · , (1061)

و

det(T ) = T 1
i [adj(T )]

i
1,

= T 2
i [adj(T )]

i
2,

= · · · . (1062)

⋆

بر دترمینان ِ بسط (1062) به و ،(. . . یا دوم (یا اول ِ ستون ِ حسب بر دترمینان ِ بسط (1061) به

ِ سطر ِ حسب بر det(T ) ِ بسط ،274 یِ قضیه به توجه با میΎویند. (. . . یا دوم (یا اول ِ سطر ِ حسب

است: چنین i

می΋نم. حذف را ماتریس ِ j ِ ستون و i ِ سطر a

می΋نم. حساب را حاصل ِ ماتریس ِ دترمینان b

می΋نم. ضرب (−1)i+j در را b ِ حاصل c
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می΋نم. ضرب T i
j در را c ِ حاصل d

می΋نم. ت΋رار ها j یِ همه یِ برا را d تا a یِ کارها e

است. det(T ) حاصل می΋نم. جم΄ هم با را ها j یِ همه یِ برا d ِ حاصل f

است. ker(T ) در و ناصفر v و ، ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :276 یِ قضیه

صورت این در

{img[adj(T )]} ⊑ [span(v)]. (1063)

میشود دیده باشد. v با برابر e1 که میΎیرم، V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e اثبات:

T i
1 = 0. (1064)

اینجا، از باشد. 1 با برابر i مΎر است، صفر 274 یِ قضیه در T ′i
j ِ ماتریس ِ اول ِ ستون ترتیب این به

[adj(T )]ij = 0, i ̸= 1, (1065)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

است. این قضیه این یِ نتیجه Έی

ِ-کم دست- dim[ker(T )] و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :277 یِ قضیه

است. صفر adj(T ) صورت این در است. 2

⋆

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :278 یِ قضیه

det[adj(T )] = [det(T )]dim(V)−1. (1066)

باشد، Έی dim(V) اگر است. (1039) یِ رابطه یِ نتیجه بالا یِ رابطه باشد، نات΋ین T اگر اثبات:

adj(T ) باشد، Έی از بزرگتر dim(V) و باشد ت΋ین T اگر است. 268 یِ قضیه یِ نتیجه بالا یِ رابطه

َند. برابر بالا یِ رابطه ِ دˇ-طرف و است ت΋ین هم

�
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است. 1 از بزرگتر dim(V) و ست باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :279 یِ قضیه

صورت این در

adj[adj(T )] = [det(T )]dim(V)−2 T. (1067)

ح΋م باشد نات΋ین T اگر کرد. تحقیق مستقیمˆن میشود را است 2 با برابر dim(V) که ی حالت اثبات:

دست- dim{ker[adj(T )]} آنΎاه باشد، ت΋ین T اگر میشود. نتیجه 278 یِ قضیه و (1039) یِ رابطه از

dim{ker[adj(T )]} باشد، 2 از بزرگتر dim(V) و باشد ت΋ین T اگر پس است. [dim(V)− 1] ِ-کم

است. برقرار ح΋م هم حالت این در و است صفر adj[adj(T )] نتیجه در است. 2 ِ-کم دست-

�

و یˆند باپایان-بˇعدی W و V یِ ͳخط یِ فضاها و است LF(V;V) در T گیرم :280 یِ قضیه

صورت، این در است. ی΋سان ِشان هیئت

adj(T ⊗ 1W) = [det(T )]dim(W)−1 [adj(T )]⊗ 1W. (1068)

adj(1W ⊗ T ) = [det(T )]dim(W)−1 1W ⊗ [adj(T )]. (1069)

(1021) از بالا یِ رابط̃ها باشد، نات΋ین T اگر است. ͳبدیه ح΋م باشد، یΈ-بˇعدی W اگر اثبات:

و dim[ker(T ⊗ 1W)] آن�گاه باشد، ت΋ین T و ،Έی از بیش dim(W) اگر میشوند. نتیجه (1039) و

بالا یِ رابط̃ها در چپ یِ طرفها ،277 یِ قضیه ِ اساس بر پس است. 1 از بیش ،dim[ker(1W ⊗ T )

َند. برقرار برابریها و َند صفر

�

میشود نتیجه 270 یِ قضیه و قضیه این ِ ترکیب با

با و باپایان-بˇعدی W و V و است، LF(W;W) در U و LF(V;V) در T گیرم :281 یِ قضیه

صورت، این در َند. ی΋سان ِ هیئت

adj(T ⊗ U) = [det(T )]dim(W)−1 [det(U)]dim(V)−1 [adj(T )]⊗ [adj(U)]. (1070)

⋆

یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی V′ و است، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :282 یِ قضیه

V یِ دامنه با ی اف΋نش Π اگر است. adj(T ) یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی V′ صورت این در است. T
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آنΎاه، است، V′ اَش هسته که باشد

res{[adj(T )];V′} =
(
det{res[ΠT ; img(Π)]}

)
{adj[res(T ;V′)]}. (1071)

که جنان میΎیرم، V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e میدهم. نشان k با را dim(V′) اثبات:

میشود دیده است. V′ یِ پایه Έی {(1, e1), . . . (k, ek)}

T i
j = 0, j ≤ k < i. (1072)

ماتریس این ،(j ≤ k < i) یِ برا میشود دیده میΎیرم. نظر در را 274 یِ قضیه در T ′i
j ِ ماتریس

ِ دترمینان ِ حاصل�-ضرب با است برابر آن ِ دترمینان پس .(T یِ بل΋ُها ان هم (با است ͳبالا-مثلث-ͳ΋ُبل

چون است، صفر اول) ِ k-ستون و k-سطر ͳیعن) V′ با متناظر ِ Έُبل ِ دترمینان یˆش. قطری یِ بل΋ُها

پس، است. صفر Έُبل این ِ j ِ سطر

[adj(T )]ij = 0, j ≤ k < i. (1073)

را e بار این ،(1071) ِ نشان-دادن یِ برا است. adj(T ) یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی V′ میدهد نشان این

یِ پایه Έی {(1, e1), . . . (k, ek)} و V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی e که آن بر علاوه که میΎیرم چنان

mat(T ) صورت این در باشد. img(Π) یِ پایه Έی هم {(k + 1, ek+1), . . . (n, en)} است، V′

ست: بلͳ΋ُ-قطری

mat(T ) =

mat[res(T ;V′)] 0

0 mat{res[ΠT ; img(Π)]}

 . (1074)

میشود دیده 263 و 274 یِ قضیِها از استفاده با

[adj(T )]ij =
(
det{res[ΠT ; img(Π)]}

)
{adj[res(T ;V′)]}ij , i ≤ k, j ≤ k, (1075)

است. (1071) ان هم که

�

میشود نتیجه ͳسادِگ به قضیه این از

ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- و ست باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :283 یِ قضیه

هر صورت این در است. T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی ها Vi از Έی هر و است، Vm تا V1 یِ زیرفضاها

و است adj(T ) یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی ها Vi از Έی

res[adj(T );Vi] =

 \i∏
j

{det[res(T ;Vj)]}

 {adj[res(T ;Vi)]}. (1076)
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Έی λ صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :284 یِ قضیه

اگر تنها و اگر است، T ِ ویژه-مقدار

det(λ 1− T ) = 0. (1077)

باشد. T ِ ویژه-مقدار Έی λ اگر تنها و اگر است، T ∗ ِ ویژه-مقدار Έی λ همچنین

ت΋ین هم (λ 1− T ) باشد. ت΋ین (λ 1− T ) اگر تنها و اگر است، T ِ ویژه-مقدار Έی λ اثبات:

همچنین، .(256 یِ (قضیه باشد برقرار (1077) اگر تنها و اگر است،

det(λ 1V∗ − T ∗) = det(λ 1V − T ), (1078)

َند. ی΋سان T و T ∗ یِ ویژه-مقدارها میدهد نشان که

�

است. ژُردان-تجزیه-پذیر T و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :285 یِ قضیه

صورت، این در

det(z 1− T ) = CT (z). (1079)

میبرم. کار به را (263 یِ (قضیه (1020) و مینویسم (97 یِ (قضیه ژُردان ِ ش΋ل به را T اثبات:

میشود نتیجه

det(z 1− T ) =
∏
λ

(z − λ)dim[eker(T−λ)], (1080)

است. T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئی ان هم راست ِ طرف

�

V که شد تعریف ی حالت یِ برا است LF(V;V) در T که T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ این از پیش

یِ ͳچندجمل̃ئ ِ تعریف یِ برا ی تعمیم 285 یِ قضیه است. ژُردان-تجزیه-پذیر T و ست باپایان-بˇعدی

V است لازم همچنان (البته باشد ژُردان-تجزیه-پذیر T ندارد ی لزوم آن در که مینهد، پیش مشخصه

باشد). باپایان-بˇعدی
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چنین را (T یِ مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ) CT ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم

می΋نم. تعریف

CT (z) = det(z 1− T ). (1081)

باشد، مم΋ن (245) ِ ش΋ل به مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ ِ تعریف که یِ حالت در میΎوید 285 یِ قضیه

(1081) ِ کلیتر ِ تعریف پس این از خاطر، ین هم به است. ی΋سان (245) ِ تعریف با (1081) ِ تعریف

میبرم. کار به مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ یِ برا را

میشود دیده ͳسادِگ به

با متناظر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :286 یِ قضیه

،b و a یِ اس΋الرها

Ca+b T (z) =


bdim(V) CT

(
z−a
b

)
, b ̸= 0

(z − a)dim(V), b = 0

. (1082)

یِ معادله T صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :287 یِ قضیه

میئاورˆد: بر را T یِ مشخصه

CT (T ) = 0. (1083)

میشود نتیجه 271 یِ قضیه از میΎیرم. V یِ پایه Έی را e اثبات:

[adj(z 1− T )]kj (z 1− T )ik = [det(z 1− T )] δij , (1084)

یا

[Mk
j(z)] (z δ

i
k − T i

k) = [CT (z)] δ
i
j , (1085)

ست: ͳچندجمل̃ئ Έی ها Mk
j از Έی هر که

Mk
j(z) = [adj(z 1− T )]kj . (1086)

میشود نتیجه (1085) از

[Mk
j(T )] (T δik − T i

k 1) = [CT (T )] δ
i
j . (1087)
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رابطه، این از استفاده با

[CT (T )] ej = [CT (T )] δ
i
j ei,

= [Mk
j(T )] (T ek − T i

k ei),

= 0. (1088)

CT (T ) ِ خُد پس است، صفر e یِ پایه یِ مقدارها از Έی هر بر CT (T ) یِ ͳخط ِ تاب΄ ِ اثر ͳیعن این

است. صفر

�

میشود دیده ͳسادِگ به میΎویند. هˆمیلت̃ن ک̃یل�ͳــ� یِ قضیه قضیه، این به

یِ درجه صورت این در ست. n-بˇعدی ͳی فضا V و است LF(V;V) در T گیرم :288 یِ قضیه

همچنین، است. n با برابر CT

CT∗ = CT . (1089)

⋆

پوچ-توان T صورت این در ست. n-بˇعدی ͳی Vفضا و است LF(V;V) در T گیرم :289 یِ قضیه

اگر تنها و اگر است،

CT = monn0 , (1090)

ͳیعن

CT (z) = zn. (1091)

پوچ-توان T اگر است. پوچ-توان T ͳیعن است، صفر Tn آنΎاه باشد، zn با برابر CT (z) اگر اثبات:

zn با برابر CT (z) است، صفر َش تنها-ویژه-مقدار چون و است، ژُردان-تجزیه-پذیر T آنΎاه باشد،

است.

�

V1 یِ زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ Vحاصل- یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا گیرم :290 یِ قضیه

LF(V;V) در T که است، T یِ ناوردا یِ زیرفضا (
⊕i

j=1 Vj) یِ فضا i هر یِ ازا به و است، Vm تا
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ِ ِ-جم΄ حاصل- اَش هسته و است Vi َش تصویر که می΋نم تعریف اف΋نشی i هر یِ ازا به Πiرا است.

صورت، این در است. i ِ مخالف j با ها Vj ِ مستقیم

CT =
m∏
i=1

[Cres(Πi T ;Vi)], (1092)

میشود نتیجه آن از که

spec(T ) =
m∪
i=1

{spec[res(Πi T ;Vi)]}. (1093)

i هر یِ ازا به ،V بر e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; با که باشد چنان T اگر جمله، از

T ei = λi ei + T̃i, (1094)

آنΎاه است، span{e1, . . . , ei−1} در T̃i و اس΋الر λi که

CT =
∏
i

mon1λi
, (1095)

هستند. ها λi ان هم T یِ ویژه-مقدارها میشود نتیجه آن از که

رود. کار به (z 1− T ) ِ تاب΄ یِ برا 263 یِ قضیه ست ͳکاف اثبات:

�

یِ m-گانه یِ ریشه Έی λ و ست، باپایان-بˇعدی V است، LF(V;V) در T گیرم :291 یِ قضیه

است. m با برابر dim[eker(T − λ)] صورت این در است. CT

میشود دیده اثبات:

CT = monmλ P, (1096)

میشود نتیجه 68 یِ قضیه از است، صفر CT (T ) چون نیست. صفر P (λ) و ست ͳچندجمل̃ئ Έی P که

V = {ker[monmλ (T )]} ⊕ {ker[P (T )]}, (1097)

یِ زیرفضاها ker[P (T )] و ker[monmλ (T )] است. eker(T − λ) با برابر ker[monmλ (T )] که این و

میشود نتیجه 290 یِ قضیه از ترتیب این به اند. T یِ ناوردا

CT = Cres{T ;ker[monmλ (T )]} Cres{T ;ker[P (T )]}. (1098)

پس است. پوچ-توان
(
res{T ; ker[monmλ (T )]} − λ

)
Cres{T ;ker[(T−λ)m]} = monm

′

λ , (1099)
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پس است، نات΋ین
(
res{T ; ker[P (T )]} − λ

)
است. dim{ker[monmλ (T )]} با برابر m′ که

است. CT یِ ′m-گانه یِ ریشه Έی λ میشود نتیجه این�جا از نیست. صفر Cres{T ;ker[P (T )]}(λ)

ͳیعن است، m با برابر m′ پس

dim{ker[monmλ (T )]} = m, (1100)

است. m با برابر dim[eker(T − λ)] میدهد نشان که

�

میشود نتیجه 80 و 287 یِ قضیِها از سرانجام،

یِ ͳچندجمل̃ئ T صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :292 یِ قضیه

است. dim(V) از نابزرگتر MT یِ درجه و دارد، کمین

⋆

همچنین،

با متناظر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است LF(V;V) در T گیرم :293 یِ قضیه

،b و a یِ اس΋الرها

Ma+b T (z) =



bm MT

(
z−a
b

)
, b ̸= 0

z − a, b = 0, a ̸= 0,

1, b = 0, a = 0,

, (1101)

است. MT یِ درجه m که

⋆
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ِ زیرماتریس Έی آید، دست به T ِ ماتریس یِ سطرها یا ستونها از ی تعداد ِ حذف با که ماتریس، هر به

میΎویند. T

صورت، این در یˆند. باپایان-بˇعدی W و V و است LF(W;V) در T گیرم :294 یِ قضیه
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[dim(V)]× [dim(V)] ِ زیرماتریس Έی پایه هر mat(Tدر ) آنΎاه باشد، Έبه-ی-Έی T اگر a

است. ناصفر َش دترمینان که دارد

داشته ناصفر ِ دترمینان با [dim(V)]× [dim(V)] ِ زیرماتریس Έی پایه، Έی در mat(T ) اگر b

است. Έبه-ی-Έی T آنΎاه باشد،

با برابر rank(T صورت( این در است. Έبه-ی-Έی T گیرم میدهم. mنشان با را dim(V) اثبات:

W∗ یِ پایه Έی f∗ اگر پس mاست. با برابر هم rank(T ∗) میشود نتیجه 127 یِ قضیه از و mاست،

یِ m-عضوی یِ زیرمجموعه Έی میشود معلوم اینجا از mاست. با برابر dim[span(T ∗ ◦f∗)] باشد،

یِ ͳماتریس ِ mat(Tنمایش ∗) یِ ستونها از Έی هر است. خطͳ-مستقل T ∗ ◦ f̃∗ که هست، f∗ از f̃∗

نباشد. f̃∗ در fa اگر تنها و اگر می΋نم، حذف را a ِ ستون mat(T ∗) از ست. ها T ∗ fa از ی Έی

mat(T ) از اگر ͳیعن این اما است. ناصفر َش دترمینان که است، m×m ِ ماتریس Έی باقͳ-مانده

که میئاید دست m×mبه ِ ماتریس Έی بΎذارم، کنار را حذف�شده یِ ستونها این با متناظر یِ سطرها

است. ناصفر َش دترمینان

باشد، داشته ناصفر ِ دترمینان با m ×m ِ زیرماتریس Έی پایه Έی در mat(T ) اگر برع΋س،

یِ ستونها از mتا میدهد نتیجه این است. ناصفر هم mat(T ∗) در متناظر ِ زیرماتریس ِ دترمینان آن�گاه

V∗ در T ∗ پس است. خطͳ-مستقل یِشان مجموعه که َند بردار m یِ ͳماتریس ِ نمایش mat(T ∗)

یΈ-به- T ͳیعن که mاست، با برابر rank(T پس( mاست. با برابر rank(T ∗) نتیجه در ست. پوشا

است. Έی

�

صورت، این در یˆند. باپایان-بˇعدی W و V و است LF(W;V) در T گیرم :295 یِ قضیه

آنΎاه باشد، داشته ناصفر ِ دترمینان با m × m ِ زیرماتریس Έی پایه، Έی در mat(T ) اگر a

است. m از ناکوچ΋تر rank(T )

m×m ِ زیرماتریس Έی ای پایه هر در mat(T ) آنΎاه باشد، m از ناکوچ΋تر rank(T ) اگر b

دارد. ناصفر ِ دترمینان با

ناصفر َش دترمینان که دارد m×m ِ زیرماتریس Έی V یِ برا e یِ پایه در mat(T ) گیرم اثبات:
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ی بعض است مم΋ن البته که است، mat(T ) در im تا i1 یِ ستونها ِ شامل زیرماتریس این است.

میدهم. نشان ẽ با را res(e; {i1, . . . , im}) باشند. شده حذف آن از هم mat(T ) یِ یِ سطرها از

ِ برابر rank{res[T ; span(ẽ)]}پس است. Έبه-ی-Έی res[T ; span(ẽ)] ،294 یِ قضیه ِ اساس بر

است. m از ناکوچ΋تر rank(T ) نتیجه در است. m

ناکوچ΋تر dim[span(T ◦ e)] میΎیرم. V یِ پایه Έی را e mاست. از ناکوچ΋تر rank(T ) گیرم

است. خطͳ-مستقل T ◦ ẽ که است، ẽ یِ m-عضوی یِ زیرمجموعه Έی ِ شامل e پس است. m از

ِ زیرماتریس Έی mat{res[T ; span(ẽ)]} پس است. Έبه-ی-Έی res[T ; span(ẽ)] میشود نتیجه

هست. هم mat(T ) ِ زیرماتریس Έی زیرماتریس، این است. ناصفر َش دترمینان که دارد m×m

�

بزرگترین یِ ستونها) (یا سطرها ِ تعداد با برابر rank(T ) کرد. بیان چنین میشود را بالا یِ قضیه

است. mat(T ) ِ ِ-ناصفر یِ ͳمربع ِ زیرماتریس
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ͳخط ِ معادلات ِ یΈدستΎاه ِ حل

ͳخط ِ معادلات ِ یΈدستΎاه یِ جوابها یِ فضا 53

ͳیعن ͳخط ِ معادلات ِ دستΎاه Έی

T x = y, (1102)

ِ به-دست-آوردن هدف و اند، مسئله یِ داده y و T است. LF(V;U) در T و (U×V) در (x, y) که

میشود دیده ͳسادِگ به است. x

یِ برا (1102) صورت این در است. LF(V;U) در T و (U×V) در (x, y) گیرم :296 یِ قضیه

(1102) یِ ͳکل ِ جواب باشد، چنین اگر باشد. img(T ) در y اگر تنها و اگر دارد، جواب x

x = xp + xh (1103)

است، (1102) ِ خاص ِ جواب Έی xp که است،

T xp = y, (1104)
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همΎن، یِ معادله یِ ͳکل ِ جواب xh و

T xh = 0. (1105)

ِ وارون Έی Sp و باشد داشته راست ِ وارون T اگر است. y = 0 با (1102) یِ ͳکل ِ جواب xh ͳیعن

آنΎاه باشد، T ِ راست

x = Sp y + xh. (1106)

⋆

میشود دیده ͳسادِگ به همچنین،

هر یِ ازا به صورت این در است. LF(V;U) در T و (U × V) در (x, y) گیرم :297 یِ قضیه

با (1102) یِ معادله ،LF(V;V) در S ِ Έبه-ی-Έی ِ تاب΄

S T x = S y (1107)

است. همى˘رز

⋆

یΈ-به- یِ ͳخط یِ تابعها مینهد: پیش (1102) ِ ساده-کردن یِ برا ͳاحتمال ِ راه Έی 297 یِ قضیه

(از سادِتر آن با کار-کردن که بدهد ی تاب΄ T در چپ از ِشان ِ-ضرب حاصل- که شوند یافته ی Έی

باشد. (T با کار-کردن

مینماید. (1102) از پیچیدِتر زیر یِ معادله

(T ⊗ 1W) x̃ = ỹ, (1108)

هدف و اند، مسئله یِ داده ỹ و T است. LF(V;U) در T و [(U⊗W)× (V⊗W)] در (x̃, ỹ) که

است: (1102) یِ معادله ان هم ِ حل واق΄ در (1108) یِ معادله ِ حل میدهم نشان است. x̃ ِ یافتن

صورت، این در است. LF(V;U) در T گیرم :298 یِ قضیه

ker(T ⊗ 1W) = [ker(T )]⊗W. (1109)

img(T ⊗ 1W) = [img(T )]⊗W. (1110)
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نوشت. چنین میشود را (U⊗W) در x̃ ِ بردار اثبات:

x̃ = xµ ⊗ wµ, (1111)

میشود دیده است. خطͳ-مستقل {(µ,wµ)} و اند، W در ها wµ اند، U در ها xµ که

(T ⊗ 1W) x̃ = (T xµ)⊗ wµ. (1112)

را (1109) این باشند. صفر ها (T xµ) یِ همه اگر تنها و اگر است، صفر بالا ِ عبارت ِ راست ِ طرف

در ،(1112) ِ چپ ِ طرف ،img(T ⊗ 1W) ِ عضو هر میدهد نشان همچنین (1112) میدهد. نشان

img(T ⊗ 1W) در ،(1112) ِ راست ِ طرف ،[img(T )]⊗W ِ عضو هر و است؛ [img(T )]⊗W

میدهد. نشان را (1110) هم این است.

�

جواب (1108) واق΄ در است. معلوم هم (1108) ِ حل باشد، معلوم (1102) ِ حل اگر میشود دیده

ِ ش΋ل به ỹ در اگر تنها و اگر دارد،

ỹ = yµ ⊗ wµ, (1113)

ِ یΈجواب µ هر یِ ازا به گیرم باشند. img(T ) در ها yµ یِ همه است، خطͳ-مستقل {(µ,wµ)} که

میشود (1108) یِ ͳکل ِ جواب صورت، این در است. xµ
p با برابر y = yµ با (1102) ِ خاص

x̃ = xµ
p ⊗ wµ + xν

h ⊗ w′
ν , (1114)

راست ِ وارون T اگر است. ،y = 0 با (1102) همΎن، یِ معادله ِ جواب Έی ها xν
h از Έی هر که

نوشت. میشود هم ش΋ل این به را (1114) آنΎاه باشد، T ِ راست ِ وارون Έی Sp و باشد داشته

x̃ = (Sp ⊗ 1W) ỹ + xν
h ⊗ w′

ν . (1115)

ِ ش΋ل به میشود را img(T ) در ỹ هر آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی img(T ) اگر

ỹ = ei ⊗ yi (1116)

ش΋ل این به (1115) صورت این در اند. W در ها yi و است img(T ) یِ پایه Έی e که نوشت،

میئاید. در

x̃ = (Sp ei)⊗ yi + xν
h ⊗ w′

ν . (1117)
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،img(T ) و dom(T ) ِ هیئت ،F ِ Wخُد که ست ی وقت ِ شبیه کاملَن راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله

است. گرفته W در yi یِ بردارها را yi یِ اس΋الرها یِ جا فقط است.

نوشت. چنین میشود هم را (1117) باشد، باپایان-بˇعدی هم dom(T ) این بر علاوه اگر

x̃ = [(Sp)
a
i da]⊗ yi + d′α ⊗ x′α

h , (1118)

d′ که است این خاص ِ حالت Έی) است. ker(T ) یِ پایه Έی d′ و dom(T ) یِ پایه Έی d که

ِ شبیه کاملَن راست ِ طرف میشود دیده اند. W در هم ها x′α
h و ها yi باشد.) d یِ زیرمجموعه

W در x′α
h و yi یِ بردارها را x′α

h و yi یِ اس΋الرها یِ جا فقط است. F ِ خُد W که ست ی وقت

است. گرفته

یِ برا معادله ی باپایان ِ تعداد ِ شامل ِ دستΎاه Έی ِ حل 54

ی̶ردان گاؤس�ــ� ِ روش مجهول: باپایانی ِ تعداد

یˆند: باپایان-بˇعدی V و U و است، LF(V;U) در T است، (U× V) در (x, y)

میشود. چنین ͳماتریس یِ عنصرها ِ حسب بر ،(1102) یِ معادله

T i
a x

a = yi. (1119)

اند. dim(V) و dim(U) ترتیب، به ،n و m که است، مجهول m یِ برا معادله n ِ دستΎاه Έی این

ها yi و ها xa میشود میدهد نشان پیش ِ بخش یِ بحثها ضمنَن اما َند، اس΋الر ها T i
a و ها xa و ها yi

جواب ِ ش΋ل و گرفت، (V و U یِ فضاها ِ (هیئت F ِ هیئت با W یِ ͳخط یِ فضا Έی ِ عضو را

نمی΋ند. ی تغییر

ͳیعن این ست، باپایان-بˇعدی V چون که باشد؛ Έبه-ی-Έی که ام، LF(V;V) در S Έی ِ دنبال

سه ،V یِ برا e یِ پایه با متناظر باشند. ساده (S T ) یِ ͳماتریس یِ عنصرها و باشد؛ ILF(V;V) در S
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می΋نم: تعریف ILF(V;V) در تاب΄ نُ΄

matij [Ik l(e); e] = δij + δik δj l + δil δj k − δik δj k − δil δj l, l ̸= k. (1120)

matij [Tk(e, λ); e] = δij + (λ− 1)δik δj k, λ ̸= 0. (1121)

matij [Sk l(e, λ); e] = δij + λ δik δj l, l ̸= k. (1122)

یِ ͳمقدمات یِ) ماتریس�ها (یا یِ تابعها ماتریسها)، (یا تابعها این به است. Sاس΋الر و T ِ تعریف در λ

می΋نم: حذف نمادگذاری از را e ͳسادِگ یِ برا باشد، معلوم e یِ پایه جا هر میΎویند. V

(Ik l)
i
j = δij + δik δj l + δil δj k − δik δj k − δil δj l, l ̸= k. (1123)

[Tk(λ)]
i
j = δij + (λ− 1)δik δj k, λ ̸= 0. (1124)

[Sk l(λ)]
i
j = δij + λ δik δj l, l ̸= k. (1125)

شوند، تعریف بالا با مشابه هم l = k ِ حالت یِ برا Sk l و Ik l اگر میشود دیده

Ik k(e) = 1. (1126)

Sk k(e, λ) = Tk(e, λ+ 1). (1127)

سادِتر، یا،

Ik k = 1. (1128)

Sk k(λ) = Tk(λ+ 1). (1129)

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V یِ ͳخط یِ فضا گیرم :299 یِ قضیه

det(Ik l) = −1, l ̸= k. (1130)

det[Tk(λ)] = λ. (1131)

det[Sk l(λ)] = 1, l ̸= k. (1132)
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⋆

همچنین،

صورت، این در یˆند. باپایان-بˇعدی V و U و است LF(V;U) در T گیرم :300 یِ قضیه

اند. شده جابِجا هم با َش l و k یِ سطرها که است mat(T ; e) ان هم mat{[Ik l(e)]T ; e} a

اند. شده جابِجا هم با َش l و k یِ سطرها که است T ان هم (Ik l T ) سادِتر،

است. شده ضرب λ در َش k ِ سطر که است mat(T ; e) ان هم mat{[Tk(e, λ)]T ; e} b

است. شده ضرب λ در َش k ِ سطر که است T ان هم {[Tk(λ)]T} سادِتر،

َش k ِ سطر به َش l ِ سطر ِ برابر λ که است mat(T ; e) ان هم mat{[Sk l(e, λ)]T ; e} c

است. شده اضافه

است. شده اضافه َش k ِ سطر به َش l ِ سطر ِ برابر λ که است T ان هم {[Sk l(λ)]T} سادِتر،

⋆

چنین m با ͳخط یِ معادله n ِ شامل (1119) ِ دستΎاه ِ ساده-کردن یِ برا یˇردان گاؤس�ــ� ِ روش

است.

j ↞ 1 a

b ↞ 0

پایان ،j > n اگر b

صورت، این ِ غیر در

b ↞ (b+ 1) c

پایان ،b > m اگر d

صورت، این ِ غیر در

c به بودند، صفر j ≤ i ≤ n با ها T i
b یِ همه اگر e

صورت، این ِ غیر در
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aj ↞ b f

i آن با .T i
b ̸= 0 که j ≤ i ≤ n با i Έی ِ (انتخاب) یافتن g

(T, y) ↞ [Ii j (T, y)]

λ ↞ (T j
b)

−1 h

(T, y) ↞ {[Tj(λ)] (T, y)}

i ̸= j با i هر یِ ازا به i

λ ↞ (−T i
b)

(T, y) ↞ {[Si j(λ)] (T, y)}

.j ↞ (j + 1) j

.b به k

ِ الΎریتم ِ پایان در میدهم. نشان ỹ و T̃ ترتیب، به با، را بالا ِ الΎریتم یِ جانشانیها ِ پایان در y و T

ِ پایان در (اگر .aj−1 تا a1 و b و j آمده: دست به هم ی دیΎر یِ خروجیها ỹ و T̃ بر علاوه بالا،

میشود دیده نیامده.) دست به ی ai Ϳهی آنΎاه ،j = 1 الΎریتم

b+ 1 ≥ j. (1133)

(∀ i | 1 ≤ i < j) : ai ≥ i. (1134)

میئاید: پیش حالت دˇ ،b و j یِ مقدارها ِ حسب بر

و ،n ≤ m حالت این در میشود دیده .j = n+ 1 و b ≤ m اول: ِ حالت

[∀ (i, k) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n] : T̃ i
ak

= δik. (1135)

ِ عنصر هم آن که دارد، ناصفر ِ عنصر Έی فقط T̃ ِ ماتریس ِ ak ِ ستون ،k هر یِ ازا به ͳیعن این

همچنین، است. Έی با برابر و k ِ سطر

[∀ (i, k) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k < ai] : T̃ i
k = 0. (1136)

کوچ΋تر ai از ِشان ستون یِ شماره که T̃ ِ ماتریس ِ i ِ سطر در ͳی عنصرها ،i هر یِ ازا به ͳیعن این

َند. صفر است،
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آمده. در ش΋ل این به (1119) ِ دستΎاه میشود دیده (1136) و (1135) از

(∀i | 1 ≤ i ≤ n) : xai = ỹi −
m∑

c=ai+1

T̃ i
c x

c. (1137)

این نتیجه نمیشود. ظاهر ها xal از Έی Ϳهی بالا، ِ عبارت ِ راست ِ طرف در میشود دیده (1135) از

آورد. دست به بقیه ِ حسب بر را مجهولها از تا n میشود ،(1119) یِ معادله n از استفاده با که

حالت، این در .j ≤ n و b = m+ 1 دوم: ِ حالت

(∀ i | j ≤ i ≤ n) : T̃ i
a = 0. (1138)

که است این (1119) یِ برا جواب ِ وجود ِ شرط میشود نتیجه

(∀ i | j ≤ i ≤ n) : ỹi = 0. (1139)

یِ جا به n′ (با قبل ِ حالت به مسئله و می΋نم تعریف (j − 1) با برابر را n′ باشد، برقرار شرط این اگر

به b ِ تبدیل هم حالت این در اما بود، (m + 1) از کوچ΋تر b قبل ِ حالت در البته میشود. تبدیل (n

آخر یِ مرحله ِ حذف پس نمیشود. انجام ی کار Ϳهی آن از پس و میدهد رخ مرحله آخرین در (m+1)

فقط (1119) یِ معادله n از که است این (1139) یِ ͳمعن mگرفت. ان هم میشود را b و ندارد ی اثر

َند. مستقل تا n′

ِ ضرب-کردن ِ بدون میشود را (T, y) ↞ [S (T, y)] یِ ͳجانشان هر یِ نتیجه بالا، ِ الΎریتم در

ضرب λ در j ِ سطر h در میشوند، جابِجا هم با j ِ سطر و i ِ سطر g در آورد: دست به هم S ِ ماتریس

میشود. اضافه i ِ سطر به λ در ضرب j ِ سطر i در و میشود،

باشد. T i
b ̸= 0 با i چند است مم΋ن که ،g در ی Έی هست. هم ͳی اختیارها بالا ِ الΎریتم در

کار به را ͳی ها i فقط میشود ،i در که این دیΎر شود. انتخاب ها i این از ی Έی باید صورت این در

یˆش، جا به بود. نخاهد برقرار (1135) صورت این در َند. بزرگتر j از که برد

[∀ (i, k) | 1 ≤ k < i ≤ n] : T̃ i
ak

= 0. (1140)

باشد. i از بزرگتر l اگر فقط اما میشوند، ظاهر هم ها xal ِ خُد (1137) ِ راست ِ طرف در حالت این در

.. . . و ،i = n− 1 یِ برا بعد ،i = n یِ برا اول کرد: حل ͳبازگشت باید را (1137) پس

T ِ ماتریس در میشود نمیشود: دیده بالا ِ الΎریتم در که هست، هم دیΎر ِ اختیار Έی سرانجام،

در ترتیب، این به کرد. جابِجا هم با هم را xb و xa همزمان و کرد، جابِجا هم با را b و a یِ ستونها

آزادی ی حد تا هم میئایند دست به بقیه ِ حسب بر که ͳی مجهولها و َند آزاد که ͳی مجهولها ِ انتخاب
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با متناظر ،x در b و a یِ سطرها و T ِ ماتریس در b و a یِ ستونها ِ همزمان ِ جابِجا-کردن هست.

است. زیر یِ برابری ِ راست ِ طرف از استفاده

T x = T Ia b Ia b x, (1141)

که است آن از ͳناش که

Ia b Ia b = 1. (1142)

ِ دستΎاه ِ حل یِ برا را یˇردان گاؤس�ــ� ِ روش پیش، ِ بخش یِ بحثها به توجه با

T X = Y (1143)

یِ جا به که است این تنهاتفاوت برد. کار به میشود هم LF(V;W) در Y و LF(U;W) در X با

رود. کار به Y ↞ (S Y ) یِ ͳجانشان باید y ↞ (S y) یِ ͳجانشان

برد. کار به ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ راست ِ وارون ِ به-دست-آوردن یِ برا میشود را روش این جمله، از

است. این براورد باید (T ِ راست ِ (وارون X که ای معادله ،LF(V;U) در T با

T X = 1V. (1144)

img(T ) ͳیعن باشد. پوشا V در T اگر تنها و اگر دارد جواب (1144) یِ معادله که است رˇشن البته

ِ پایان در و ،n ≤ m میشود نتیجه است n با برابر rank(T ) که این از حالت، این در باشد. V با برابر

ِ راست ِ وارون ِ ستون هر در پس .b ≤ m و j = n+ 1 ͳیعن بیاید، پیش اول ِ حالت باید الΎریتم

آورد. دست به دیΎر یِ تا (m− n) ِ حسب بر را مئلف̃ها از تا n میشود T

ِ به-دست-آوردن یِ برا را یˇردان گاؤس�ــ� ِ روش باشند، همبˇعد V و U و باشد LF(V;U) در T اگر

است، T ِ راست ِ وارون ان هم T ِ وارون حالت این در که است رˇشن برد. کار به میشود هم T ِ وارون

باشد. ILF(V;U) در T اگر تنها و اگر میئاید دست به جواب و

هم را det(T ) میشود یˇردان گاؤس�ــ� ِ روش از استفاده با باشد، LF(V;V) در T اگر سرانجام،

صورت این در میشود. ضرب T در ͳمقدمات ِ تاب΄ Έی روش، این از مرحله هر در کرد. حساب

Tk = Sk · · ·S1 T, (1145)

میشود دیده بالا یِ رابطه از است. T در ͳجانشان بار k ِ حاصل Tk که

det(Tk) = [det(Sk)] · · · [det(S1)] [det(T )]. (1146)
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det(Tk) یِ محاسبه اگر پس است. معلوم 299 یِ قضیه از هم ِشان دترمینان و َند وارون-پذیر ها Si

است، ساده الΎریتم) یِ ͳخروج) det(T̃ ) یِ محاسبه میئاید. دست به ͳسادِگ به هم det(T ) باشد، ساده

صفر det(Tk) شود معلوم ͳپایان یِ مرحله به رسیدن از پیش است مم΋ن اما ست. ͳبالامثلث T̃ چون

یِ همه ،e یِ مرحل̃ها از یΈی در که میدهد رخ ی زمان این است. صفر det(T ) میدهد نتیجه که است،

باشند. صفر i ≥ j با ها T i
b

مثال چند 55

ِ دستΎاه
T 1

1 · · · T 1
m

...
. . .

...

Tn
1 · · · Tn

m




X1

1 · · · X1
p

...
. . .

...

Xm
1 · · · Xm

p

 =


Y 1

1 · · · Y 1
p

...
. . .

...

Y n
1 · · · Y n

p

 (1147)

با را

mat(T |Y ) =


T 1

1 · · · T 1
m

...
. . .

...

Tn
1 · · · Tn

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Y 1

1 · · · Y 1
p

...
. . .

...

Y n
1 · · · Y n

p

 (1148)

بر عمل Έی با میشود را Y و T بر ͳی (ͳمقدمات ِ تاب΄ در (ضرب ͳمقدمات ِ عمل هر میدهم. نشان

داد. نشان بالا ِ ماتریس

ͳیعن m = 0 ِ حالت َند. آزاد مجهولها یِ همه پس نیست. ای معادله Ϳهی ͳیعن ،n = 0 ِ حالت

و اگر است برقرار تساوی و است، صفر (1147) ِ چپ ِ طرف صورت این در نیست. ی مجهول Ϳهی

باشند. صفر Y یِ مئلف̃ها یِ همه اگر تنها

ِ دستΎاه

mat(T |Y ) =

0 1 1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
3

4

 . (1149)
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می΋نم: جابِجا هم با را دوم و اول یِ سطرها

mat(T1|Y1) =

1 1 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
4

3

 . (1150)

می΋نم: کم اول ِ سطر از را دوم ِ سطر

mat(T2|Y2) =

1 0 0

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1

3

 . (1151)

میشود نتیجه

X1 = 1.

X2 = 3−X3. (1152)

میشد نتیجه صورت این در نداد. انجام را دوم یِ مرحله میشد

X2 = 3−X3.

X1 = 4−X2 −X3,

= 1. (1153)

میئاید. دست به X2 ِ حسب بر X1 چون میشد، حساب X2 باید اول حالت این در

کرد: حساب هم را T ِ راست ِ وارون میشود ͳمقدمات یِ عملها همین با

mat(T |Y ) =

0 1 1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

 . (1154)

mat(T1|Y1) =

1 1 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

1 0

 . (1155)

mat(T2|Y2) =

1 0 0

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1

1 0

 . (1156)
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میشود چنین T ِ راست ِ وارون Έی پس

mat(X) =


−1 1

1−X3
1 −X3

2

X3
1 X3

2

 (1157)

ِ دستΎاه

mat(T |Y ) =


1 1 1 1

1 2 1 0

1/2 1 1/2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

4

2

 . (1158)

می΋نم: کم سوم ِ سطر از را اول ِ سطر ِ برابر (1/2) و دوم، ِ سطر از را اول ِ سطر

mat(T1|Y1) =


1 1 1 1

0 1 0 −1

0 1/2 0 −1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

0

0

 . (1159)

می΋نم: کم سوم ِ سطر از را دوم ِ سطر ِ برابر (1/2) و اول، ِ سطر از را دوم ِ سطر

mat(T2|Y2) =


1 0 1 2

0 1 0 −1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

0

0

 . (1160)

میشود دستΎاه ِ جواب است. اتحاد سوم یِ معادله

X1 = 4−X3 − 2X4.

X2 = X4. (1161)

َند. مستقل تا دˇ فقط اولیه یِ سه-معادله از

راست: ِ طرف در تغییر Έی با ،(1158) ِ دستΎاه ان هم

mat(T |Y ) =


1 1 1 1

1 2 1 0

1/2 1 1/2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

4

3

 . (1162)
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،ͳمقدمات یِ عملها ان هم با

mat(T2|Y2) =


1 0 1 2

0 1 0 −1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

0

1

 . (1163)

ندارد. جواب دستΎاه پس است. 0 = 1 سوم یِ معادله

می΋نم: ͳبررس را (1158) در T ِ راست ِ وارون سرانجام،

mat(T |Y ) =


1 1 1 1

1 2 1 0

1/2 1 1/2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (1164)

،ͳمقدمات یِ عملها ان هم با

mat(T2|Y2) =


1 0 1 2

0 1 0 −1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0

−1 1 0

0 −1/2 1

 , (1165)

است. 3 از کوچ΋تر dim[img(T )] که است آن علت ندارد. جواب دستΎاه میدهد نشان که

ِ دستΎاه

mat(T |Y ) =

1 2 3

1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣
6

5

 . (1166)

می΋نم: کم دوم ِ سطر از را اول ِ سطر

mat(T1|Y1) =

1 2 3

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
6

−1

 . (1167)

می΋نم: ضرب (−1) در را دوم ِ سطر

mat(T2|Y2) =

1 2 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
6

1

 . (1168)
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می΋نم: کم اول ِ سطر از را دوم ِ سطر ِ برابر 3

mat(T3|Y3) =

1 2 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
3

1

 . (1169)

نتیجه، در

X1 = 3− 2X2.

X3 = 1. (1170)

ِ دستΎاه

mat(T |Y ) =



1 2 3

3 2 2

1 0 0

2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6

7

1

3


. (1171)

ِ سطر از را اول ِ سطر ِ برابر 2 و سوم، ِ سطر از را اول ِ سطر دوم، ِ سطر از را اول ِ سطر ِ برابر 3

می΋نم: کم چهارم

mat(T1|Y1) =



1 2 3

0 −4 −7

0 −2 −3

0 −3 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6

−11

−5

−9


. (1172)

می΋نم: ضرب (−1/4) در را دوم ِ سطر

mat(T2|Y2) =



1 2 3

0 1 7/4

0 −2 −3

0 −3 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6

11/4

−5

−9


. (1173)
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و می΋نم، جم΄ سوم ِ سطر با را دوم ِ سطر ِ برابر 2 می΋نم، کم اول ِ سطر از را دوم ِ سطر ِ برابر 2

می΋نم: جم΄ چهارم ِ سطر با را دوم ِ سطر ِ برابر 3

mat(T3|Y3) =



1 0 −1/2

0 1 7/4

0 0 1/2

0 0 −3/4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1/2

11/4

1/2

−3/4


. (1174)

می΋نم: ضرب 2 در را سوم ِ سطر

mat(T4|Y4) =



1 0 −1/2

0 1 7/4

0 0 1

0 0 −3/4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1/2

11/4

1

−3/4


. (1175)

کم دوم ِ سطر از را سوم ِ سطر ِ برابر (7/4) می΋نم، جم΄ اول ِ سطر با را سوم ِ سطر ِ برابر (1/2)

می΋نم: جم΄ چهارم ِ سطر با را سوم ِ سطر ِ برابر (3/4) و می΋نم،

mat(T5|Y5) =



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1

1

0


, (1176)

میدهد نتیجه که

X1 = 1.

X2 = 1.

X3 = 1. (1177)
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با عملها ین هم اگر

mat(T |Y ) =



1 2 3

3 2 2

1 0 0

2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6

7

0

3


(1178)

میشد، انجام

mat(T5|Y5) =



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

9/2

−1

−3/2


(1179)

ندارد. جواب که میئامد، دست به

با T یِ ͳخط ِ تاب΄

mat(T ) =


1 2 3

1 1 0

0 1 3

 . (1180)

می΋نم: کم دوم ِ سطر از را اول ِ سطر det(T ) یِ محاسبه یِ برا

mat(T1) =


1 2 3

0 −1 −3

0 1 3

 . (1181)

می΋نم: ضرب (−1) در را دوم ِ سطر است. (+1) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

mat(T2) =


1 2 3

0 1 3

0 1 3

 . (1182)
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می΋نم: کم سوم ِ سطر از را دوم ِ سطر است. (−1) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

mat(T3) =


1 2 3

0 1 3

0 0 0

 . (1183)

ست، ͳبالا-مثلث ِ ماتریس Έی mat(T3) است. (+1) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

پس است. صفر یˆش قطری یِ اعضا از یِ Έی که

det(T3) = 0, (1184)

آنجا از و

det(T ) = 0. (1185)

با T یِ ͳخط ِ تاب΄

mat(T ) =


1 1 3

1 1 0

0 2 3

 . (1186)

می΋نم: کم دوم ِ سطر از را اول ِ سطر det(T ) یِ محاسبه یِ برا

mat(T1) =


1 1 3

0 0 −3

0 2 3

 . (1187)

با را سوم و دوم یِ سطرها است. det(S1) = (+1) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

می΋نم: جابِجا هم

mat(T2) =


1 1 3

0 2 3

0 0 −3

 . (1188)
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(1/2) در را دوم ِ سطر است. det(S2) = (−1) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

می΋نم: ضرب

mat(T3) =


1 1 3

0 1 3/2

0 0 −3

 . (1189)

(−1/3) در را سوم ِ سطر است. det(S3) = (1/2) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

می΋نم: ضرب

mat(T4) =


1 1 3

0 1 3/2

0 0 1

 . (1190)

اینجا، از است. det(S4) = (−1/3) تبدیل این با متناظر یِ ͳمقدمات ِ تاب΄ ِ دترمینان

det(T ) = {[det(S4)] · · · [det(S1)]}−1 [det(T4)],

= 6. (1191)

یِ عملها همین یِ ادامه با ست. ͳبالا-مثلث T2 چون کرد، حساب را det(T ) هم T2 ان هم با میشد البته

از شروع با کرد. حساب هم را T−1 میشود ͳمقدمات

mat(T |Y ) =


1 1 3

1 1 0

0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , (1192)

،ͳمقدمات یِ سطری یِ عملها ِ انجام و

mat(T̃ |Ỹ ) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1/2 1/2 −1/2

−1/2 1/2 1/2

1/3 −1/3 0

 , (1193)
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ͳیعن که

mat(T−1) =


1/2 1/2 −1/2

−1/2 1/2 1/2

1/3 −1/3 0

 . (1194)

ِ روش .Y = 1 با (1143) ِ حل ͳیعن T−1 ِ به-دست-آوردن است. Ỹ ان هم T−1 میشود دیده

ͳیعن این شود. تبدیل 1 به T تا شود، ضرب ͳمقدمات یِ تابعها چپ از Y و T در که است این حل

T̃ = Sk · · ·S1 T,

= 1,

Ỹ = Sk · · ·S1 Y,

= Sk · · ·S1, (1195)

است. T−1 ان هم Ỹ میدهد نشان که
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اند: F ِ ی΋سان ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V

با LF(F;V,W) ،156 یِ قضیه ِ اساس بر البته میΎویند. دˇ-فرم Έی LF(F;V,W) ِ عضو هر به

fc1 میدهم. نمایش هم (V⊗W)∗ با را LF(F;V,W) خاطر ین هم به است. ی΋ریخت (V⊗W)∗

که چنان می΋نم، تعریف F[LF(V∗;W); (V⊗W)∗] در را fc2 و F[LF(W∗;V); (V⊗W)∗] در را

{[fc1 (g)] v}w = g (v, w). (1196)

{[fc2 (g)]w} v = g (v, w). (1197)

میشود دیده ͳسادِگ به

َند. وارون-پذیر و یˆند ͳخط fc2 و fc1 :301 یِ قضیه

⋆

همچنین،



دˇ-فرم ٢٩٠

صورت، این در است. (V⊗W)∗ در g گیرم :302 یِ قضیه

res[(fc1 g)
∗;W] = fc2 g. (1198)

res[(fc2 g)
∗;V] = fc1 g. (1199)

باشد، باپایان-بعدی W اگر علاوه، به

(fc1 g)
∗ = fc2 g, (1200)

باشد، باپایان-بعدی V اگر و

(fc2 g)
∗ = fc1 g. (1201)

باشند، باپایان-بعدی هردˇ W و V اگر همچنین،

(fc1 g)α i = gi α. (1202)

(fc2 g)i α = gi α. (1203)

⋆

می΋نم تعریف

ker1(g) = ker[(fc1 g)]. (1204)

ker2(g) = ker[(fc2 g)]. (1205)

� همچنین،

img1(g) = img[(fc1 g)]. (1206)

img2(g) = img[(fc2 g)]. (1207)

دیده ͳسادِگ به میΎویم. g یِ تصویرها img2(g) و img1(g) به و ،g یِ هست̃ها ker2(g) و ker1(g) به

میشود
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صورت، این در است. (V⊗W)∗ در g گیرم :303 یِ قضیه

[img1(g)]
c = ker2(g). (1208)

[img2(g)]
c = ker1(g). (1209)

باشد، V یِ زیرفضا Έی U اگر و

res{g;U, [(fc1 g)(U)]c} = 0. (1210)

⋆

همچنین،

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی img1(g) و است (V ⊗ W)∗ در g گیرم :304 یِ قضیه

V در ker1(g) و است، برابر dim[img1(g)] با dim[img2(g)] است، باپایان-بˇعدی هم img2(g)

ست. ͳجداشدن W در ker2(g) و ست ͳجداشدن

که هست W از U یِ زیرفضا Έی 119 یِ قضیه ِ اساس بر اثبات:

W = [img1(g)]
c ⊕ U. (1211)

dim(U) = dim[img1(g)]. (1212)

میشود نتیجه 303 یِ قضیه و (1211) از

W = [ker2(g)]⊕ U, (1213)

میدهد نشان که

[img2(g)]
iso
= U. (1214)

پس

dim[img2(g)] = dim[img1(g)]. (1215)

یˆند. هسته-جدا fc2 g و fc1 g یˆند، باپایان-بعدی img2(g) و img1(g) چون سرانجام،

�

میشود دیده ͳسادِگ به
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ست. باپایان-بˇعدی یΈی img2(g) و img1(g) از و است، (V⊗W)∗ در g گیرم :305 یِ قضیه

صورت، این در

{W⊖ [ker2(g)]}
iso
= {V⊖ [ker1(g)]}. (1216)

⋆

است. این بالا یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

و ست، باپایان-بˇعدی W است، (V⊗W)∗ در g گیرم :306 یِ قضیه

ker2(g) = {0}. (1217)

صورت، این در

dim{V⊖ [ker1(g)]} = dim(W),

= dim[img1(g)],

= dim[img2(g)]. (1218)

⋆

میشود دیده ͳسادِگ به باشند. نات΋ین هردˇ (fc2 g) و (fc1 g) اگر است، نات΋ین g ِ دˇ-فرم میΎویند

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی WیΈی Vو از و است، (V⊗W)∗ در g گیرم :307 یِ قضیه

باشد. نات΋ین ی Έی (fc2 g) و (fc1 g) از و باشند همبˇعد W و V اگر تنها و اگر است، نات΋ین g

⋆

همچنین،

و eqker1(g)(v) فقط ِ تاب΄ g(v, w) صورت این در است. (V⊗W)∗ در g گیرم :308 یِ قضیه

و است
(
{V⊖ [ker1(g)]} ⊗ {W⊖ [ker2(g)]}

)∗
در g̃ که g̃ ِ دˇ-فرم و است، eqker2(g)(w)

g̃ [eqker1(g)(v), eqker2(g)(w)] = g (v, w), (1219)

آنΎاه باشند، هسته-جدا هردˇ (fc2 g) و (fc1 g) اگر و است نات΋ین g̃ ِ دˇ-فرم است. خُش-تعریف

است. نات΋ین res{g; [edom(g1)], [edom(g2)]}

⋆
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و است، W یِ زیرفضا X است، V یِ زیرفضا U است، (V ⊗W)∗ در g گیرم :309 یِ قضیه

صورت این در است. نات΋ین res(g;U,X)

U ∩ [(fc2 g)(X)]c = {0}. (1220)

آنΎاه باشد، باپایان-بعدی X این بر علاوه اگر

V = U⊕ [(fc2 g)(X)]c. (1221)

،{U ∩ [(fc2 g)(X)]c} در u با اثبات:

∀ w ∈ X : g (u,w) = 0, (1222)

باپایان- X گیرم میدهد. نشان را (1220) این است. ker1[res(g;U,X)] در u میدهد نشان که

ِ اساس بر است. خطͳ-مستقل {fc2 [res(g;U,X)]} ◦ e میΎیرم. X یِ پایه Έی را e ست. بعدی

ِ تعداد با یˆش اعضا ِ تعداد است، خطͳ-مستقل که هست U بر f یِ برداری ِ تاب΄ Έی ،119 یِ قضیه

و است، برابر e یِ اعضا

∀ (i, j) :
(
{fc2 [res(g;U,X)]} ei

)
f j = δji , (1223)

میدهد نتیجه که

∀ (i, j) : g (f j , ei) = δji . (1224)

،V در v با

∀ i : g {v − [g (v, ej)] f
j , ei} = 0, (1225)

میدهد نتیجه که

{v − [g (v, ej)] f
j} ∈ [(fc2 g)(X)]c. (1226)

میدهند. نتیجه را (1221) یِ رابطه ،(1220) و این

�

یِ زیرفضا X است، V یِ زیرفضا U است، نات΋ین و است (V⊗W)∗ در g گیرم :310 یِ قضیه

با h صورت این در است. نات΋ین res(g,U,X) و ست، باپایان-بˇعدی و است W

h = res{g; [(fc2 g)(X)]c, [(fc1 g)(U)]c} (1227)
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است. نات΋ین

که است رˇشن اثبات:

res{g; [(fc2 g)(X)]c, ker2(h)} = 0. (1228)

است، [(fc1 g)(U)]c یِ زیرفضا ker2(h) چون

res[g;U, ker2(h)] = 0. (1229)

میشود نتیجه 309 یِ قضیه از استفاده با اینجا از

res[g;V, ker2(h)] = 0. (1230)

هم ker2(h) ست، ͳبدیه ker2(g) چون پس است. ker2(g) یِ زیرمجموعه ker2(h) ͳیعن این

باپایان- هم U میشود نتیجه ست، باپایان-بˇعدی X و است نات΋ین res(g,U,X) که این از ست. ͳبدیه

ست. ͳبدیه هم ker1(h) میشود معلوم ی مشابه ِ استدلال با ترتیب، این به ست. بˇعدی

�

و است، F(W;Nn) در f است، F(V;Nn) در e است، (V⊗W)∗ در g گیرم :311 یِ قضیه

g(ei, fj) = gi δi j , (1231)

و َند، خطͳ-مستقل f و e صورت این در َند. ناصفر ها giا یِ همه که

[ker1(g)] ∩ [span(e)] = {0}. (1232)

[ker2(g)] ∩ [span(f)] = {0}. (1233)

،{[ker1(g)] ∩ [span(e)]} در (vi ei) با اثبات:

∀ j : g(vi ei, fj) = 0. (1234)

میدهد نتیجه این

∀ j : vj = 0, (1235)

این است. صفر (vi ei) گیرم حالا میدهد. نشان را (1232) این است. صفر (vi ei) میدهد نتیجه که

مشابه هم f یِ برا ح΋مها ِ اثبات است. خطͳ-مستقل eپس . میدهد را (1235) نتیجه در و ،(1234)
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است.

�

است، (V⊗W)∗ در g گیرم :312 یِ قضیه

V = U⊕ U′, (1236)

U ⊑ [ker1(g)], (1237)

صورت این در ست. ͳبدیه ker1[res(g;U′,X)] که هست X ِ مثل W یِ زیرفضا Έی و

U = ker1(g). (1238)

که هستند U′ در u′ و U در u یِ بردارها ،[ker1(g)] در v با اثبات:

v = u+ u′. (1239)

پس است. ker1[res(g;U′,X)] در نتیجه در و ker1(g) در هم u′ است، ker1(g) یِ زیرفضا U چون

آنجا، از و است، صفر u′

[ker1(g)] ⊆ U, (1240)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

یˆند: باپایان-بˇعدی W و V و است (V⊗W)∗ در g

می΋نم. تعریف چنین را (W⊗ V)∗ در g∗ ِ دˇ-فرم

fc2 (g
∗) = (fc2 g)

∗. (1241)

می΋نم. تعریف چنین را (V×W) در gN و (W⊗V) در g−1 یِ دˇ-فرمها باشد نات΋ین g اگر همچنین،

fc2 (g
−1) = (fc2 g)

−1. (1242)

fc2 (gN) = [(fc2 g)
∗]−1. (1243)

میشود، دیده ͳسادِگ به
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صورت این در یˆند. باپایان-بˇعدی W و V و است (V⊗W)∗ در g گیرم :313 یِ قضیه

fc1 (g
∗) = (fc1 g)

∗. (1244)

(g∗)∗ = g. (1245)

(g∗)α i = gi α. (1246)

باشد، (V×W) در (v, w) اگر همچنین،

g∗ (w, v) = g (v, w). (1247)

باشد، نات΋ین g اگر و

fc1 (g
−1) = (fc1 g)

−1. (1248)

(g∗)−1 = (g−1)∗. (1249)

(g−1)α i gi β = δαβ . (1250)

gi α (g−1)α j = δji . (1251)

و

fc2 (gN) = (fc1 g)
−1. (1252)

fc1 (gN) = [(fc1 g)
∗]−1,

= (fc2 g)
−1. (1253)

gN = (g∗)−1,

= (g−1)∗. (1254)

(gN)i α gi β = δαβ . (1255)

gi α (gN)j α = δji . (1256)

⋆
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پیش را ی سادِتر یِ نمادگذاری (1203) و (1202) یِ رابط̃ها یˆند باپایان-بˇعدی W و V ی وقت

مینهند:

fc2 g = g. (1257)

fc1 g = g∗. (1258)

ش΋ل، این به

g(v, w) = (g w) v. (1259)

g∗(w, v) = (g∗ v)w,

= (g w) v. (1260)

باشد، نات΋ین g اگر و

fc2 (g
−1) = g−1,

= (gN)∗. (1261)

fc1 (g
−1) = (g−1)∗,

= gN. (1262)

ͳی تابعها یا دˇ-فرم میشود وجود) ِ صورت در آخر یِ (دˇ-تا gN و g−1 و g∗ و g یِ ماتریسها با ͳیعن اینها

باشد. لازم ی جدید ِ ساختار که آن ͳب ساخت، ͳخط

متقارن ِ دˇ-فرم 57

است: (V⊗ V)∗ در g ِ دˇ-فرم

(V× V) در (u, v) هر یِ برا اگر است، متقارن g میΎویند

g(v, u) = g(u, v). (1263)
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اگر است متقارن g میΎویند این، با همى˘رز

g∗ = g. (1264)

194 یِ قضیه از میدهم. نشان SLF(F;V,V) با را LF(F;V,V) ِ عضو ِ متقارن یِ دˇ-فرمها یِ مجموعه

(V⊗2
S )∗ با را SLF(F;V,V) خاطر ین هم به است. ی΋ریخت (V⊗2

S )∗ با SLF(F;V,V) میشود دیده

میدهم. نشان هم

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت این در است. (V⊗2
S )∗ در g گیرم :314 یِ قضیه

fc2 g = fc1 g, (1265)

میدهد نتیجه که

ker2(g) = ker1(g). (1266)

img2(g) = img1(g). (1267)

⋆

به میدهم. نشان ker(g) با را آن و میΎویم g یِ هسته ker1(g) = ker2(g) به باشد، (V⊗2
S )∗ در g اگر

میدهم. نشان img(g) با را آن و میΎویم g ِ تصویر هم img1(g) = img2(g)

اگر تنها و اگر است، صفر g صورت این در است. (V⊗2
S )∗ در g گیرم :315 یِ قضیه

∀ v ∈ V : g(v, v) = 0. (1268)

،V در v و u با اثبات:

g(u, v) =
1

2
[g(u+ v, u+ v)− g(u, u)− g(v, v)]. (1269)

(1268) هم باشد صفر g اگر که است رˇشن است. صفر g باشد درست (1268) اگر میدهد نشان این

است. درست

�
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Vصورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2
S )∗ در g گیرم :316 یِ قضیه

که دارد e یِ پایه Έی

g(ei, ej) = gi δi j , (1270)

َند. ناصفر ها gi یِ همه و

هست e1 ِ بردار Έی است، ناصفر) نتیجه در (و نات΋ین g چون میسازم. استقرا با را e یِ پایه اثبات:

چنان {(i, ei) | i ∈ Nk} است، کوچ΋تر dim(V) از که k یِ برا گیرم نیست. صفر g(e1, e1) که

می΋نم تعریف میئاورˆد. بر Nk در j و i یِ ازا به و ناصفر یِ ها gi با را (1270) که شده ساخته

Vk = span{(i, ei) | i ∈ Nk}. (1271)

Wk = (fc2 g)(Vk). (1272)

نتیجه در و است، نات΋ین res(g;Vk,Vk) که است رˇشن

Vk ⊕ (Wk)
c = V, (1273)

میدهد نتیجه که

dim[(Wk)
c] = dim(V)− k,

> 0. (1274)

(Wk)
c در ek+1 ِ بردار Έی پس است. نات΋ین res[g; (Wk)

c, (Wk)
c] میشود نتیجه 310 یِ قضیه از

یِ رابطه {(i, ei) | i ∈ Nk+1} بردار، این با میشود دیده نیست. صفر g(ek+1, ek+1) که هست

میشود، کامل استقرا ترتیب این به میئاورˆد. بر Nk+1 در j و i یِ ازا به و ناصفر یِ ها gi با را (1270)

(1270) و است برابر dim(V) با یˆش اعضا ِ تعداد که ساخت V بر e یِ برداری ِ تاب΄ Έی میشود ͳیعن

است. پایه بنابراین و خطͳ-مستقل، تاب΄ این میدهد نتیجه 311 یِ قضیه میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را

�

هر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی img(g) و است (V⊗2
S )∗ در g گیرم :317 یِ قضیه

که e هر علاوه، به میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را (1270) که دارد e یِ پایه Έی edom(fc2 g)

نیست. dim[img(g)] از بزرگتر یˆش اعضا ِ تعداد براورˆد، ناصفر یِ ها gi با را (1270)
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است. نات΋ین res(g;U,U) میشود نتیجه 308 یِ قضیه از است. edom(fc2 g)Έی U گیرم اثبات:

میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را (1270) که دارد e یِ پایه Έی U میشود نتیجه 316 یِ قضیه از

ِ تعداد پس است، خطͳ-مستقل e میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را (1270) یِ رابطه e گیرم حالا

dim[span(e)]پس ست. ͳبدیه ker(g) با span(e) ِ اشتراک است. dim[span(e)] با برابر e یِ اعضا

ِ تعداد پس نیست. بزرگتر dim[img(g)] از هم یΈی این که است، dim{(fc2 g)[span(e)]} با برابر

نیست. بزرگتر dim[img(g)] از e یِ اعضا

�

e یِ پایه Έی V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است (V⊗2
S )∗ در g گیرم :318 یِ قضیه

ِ تعداد براورˆد، را (1270) که V یِ برا e یِ پایه هر یِ ازا به علاوه، به میئاورˆد. بر را (1270) که دارد

است. dim[ker(g)] با برابر gi = 0 با یِ ها i

است. نات΋ین res(g;U,U) میشود دیده 308 یِ قضیه از میΎیرم. edom(fc2 g) Έی را U اثبات:

Έی و پایه این ِ اجتماع را e میئاورˆد. بر را (1270) که دارد ای پایه U میدهد نتیجه 316 یِ قضیه

میئاورˆد. بر را (1270) پایه این میشود دیده میΎیرم. ker(g) یِ پایه

بسط e ِ حسب بر را V در v ِ بردار میئاورˆد. بر را (1270) که است V یِ پایه Έی e گیرم حالا

vi باشد ناصفر gi که i هر یِ ازا به اگر تنها و اگر است، ker(g) در v میشود دیده ͳسادِگ به میدهم.

ͳیعن این باشد. صفر

ker(g) = span{(i, ei) | gi = 0}. (1275)

است. dim[ker(g)] با برابر gi = 0 با یِ ها i ِ تعداد پس

�

-ͳخط ِ تاب΄ Έی میئاورˆد بر را (1270) که e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ به ،(V⊗2
S )∗ در g با

باشد، آن یِ پایه Έی e و باپایان-بˇعدی V این بر علاوه اگر میΎویم. (g با (متناظر متعامد ِ مستقل

در g میΎویم یا است. g ِ قطریΎر یِ پایه Έی e یا است، (g با (متناظر متعامد یِ پایه Έی e میΎویم

میΎویم. (e یِ پایه (در g یِ قطری یِ عنصرها ها gi به ست. قطری پایه این

: است SLF(R;V,V) در g
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V در v هر یِ برا اگر است، ِ-معین-مثبت شبه- g میΎویند

g (v, v) ≥ 0. (1276)

باشد. نات΋ین و ِ-معین-مثبت شبه- g اگر است، معین-مثبت g میΎویند

اگر تنها و اگر است، معین-مثبت g صورت این در است. SLF(R;V,V) در g گیرم :319 یِ قضیه

V در ناصفر یِ v هر یِ برا

g (v, v) > 0. (1277)

است. معین-مثبت g باشد، برقرار (1277) ناصفر یِ v هر یِ برا اگر که است رˇشن اثبات:

هر یِ برا میشود نتیجه است. صفر g (v, v) که ست ی بردار v و است، معین-مثبت g گیرم حالا

،(R× V) در (α, u)

α2 g (u, u) + 2α g (u, v) = g (v + αu, v + αu),

≥ 0. (1278)

میدهد نتیجه این

g(u, v) = 0. (1279)

است. برقرار (1277) نباشد صفر v اگر ͳیعن است. صفر نتیجه در و است ker(g) در v پس

�

میشود دیده ͳسادِگ به

-ِ شبه- g صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است SLF(R;V,V) در g گیرم :320 یِ قضیه

یِ عنصرها باشد، g ِ قطریΎر که e یِ پایه هر با متناظر اگر تنها و اگر است، (معین-مثبت) معین-مثبت

باشند. (مثبت) ͳنامنف g یِ قطری

⋆

است: SLF(R;V,V) در g

ست، ͳمعین-منف g میΎویند باشد. ِ-معین-مثبت شبه- (−g) اگر ست، ͳمعین-منف-ِ شبه- g میΎویند

یا ͳمعین-منف یِ g یِ برا 320 و 319 یِ قضیِها یِ مانسته که است رˇشن باشد. معین-مثبت (−g) اگر

َند. درست هم ͳمعین-منف-ِ شبه-
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است، SLF(R;V,V) در g گیرم :321 یِ قضیه

V = V0 ⊕ V+ ⊕ V−, (1280)

ست، ͳمعین-منف res(g;V−,V−) است، معین-مثبت res(g;V+,V+) است، ker(g) یِ V0زیرفضا

و است نات΋ین res(g;V+ ⊕ V−,V+ ⊕ V−) صورت این در است. صفر res(g;V+,V−) و

V0 = ker(g). (1281)

res(g;V0 ⊕ V−,V0 ⊕ V−) است، ِ-معین-مثبت شبه- res(g;V0 ⊕ V+,V0 ⊕ V+) همچنین

است. صفر res(g;V+,V0 ⊕ V−) و ست، ͳمعین-منف-ِ شبه-

v+ که است، (v+ + v−) با برابر v میΎیرم. ker[res(g;V+ ⊕V−,V+ ⊕V−)] در را v اثبات:

میشود دیده است. V− در v− و V+ در

g (v+, v+) = g (v, v+),

= 0, (1282)

این است. صفر v پس است. صفر v− میشود ثابت ترتیب ین هم به است. صفر v+ میدهد نشان که

میشود. نتیجه 312 یِ قضیه از هم (1281) ست. ͳبدیه ker[res(g;V+ ⊕ V−,V+ ⊕ V−)] ͳیعن

دارد. نیاز نوشتن به فقط هم ح΋م یِ باقͳ-مانده ِ اثبات

�

است، SLF(R;V,V) در g گیرم :322 یِ قضیه

V = V+ ⊕ V−, (1283)

V = V′
+ ⊕ V′

−, (1284)

شبه- res(g;V′
−,V′

−) و res(g;V−,V−) َند، معین-مثبت res(g;V′
+,V′

+) و res(g;V+,V+)

LF(V′
+;V+) صورت این در َند. صفر res(g;V′

+,V′
−) و res(g;V+,V−) و یˆند، ͳمعین-منف-ِ

V′
+ و V+ از اگر دارد. Έبه-ی-Έی ِ یΈعضو هم LF(V′

−;V−) و دارد Έبه-ی-Έی ِ یΈعضو

باپایان-بˇعدی ی Έی V′
− و V− از اگر است. ی΋ریخت V+ با V′

+ آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی ی Έی

است. ی΋ریخت V− با V′
− آنΎاه باشد،
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(v′++v′−) با برابر v که هستند V′
− در v′− و V′

+ در v′+ یِ ی΋تا یِ بردارها ،V در v هر یِ برا اثبات:

می΋نم. تعریف چنین را F(V′
−,V−) در P− و F(V′

+,V+) در P+ است.

P+(v) = v′+. (1285)

P−(v) = v′−. (1286)

V′
− در v میشود نتیجه است. صفر (P+ v) و است V+ در v گیرم یˆند. ͳخط P− و P+ که است رˇشن

صفر g (v, v) پس است. V+ در v چون ست، ͳنامنف g (v, v) اما است. نامثبت g (v, v) پس است.

است. Έبه-ی-Έی P+ میدهد نشان این است. صفر v پس است، V+ در v چون و است،

g (v, v) پس است. V′
+ در v میشود نتیجه است. صفر (P− v) و است V− در v گیرم حالا

در v چون و است، صفر g (v, v) پس است. V− در v چون است، نامثبت g (v, v) اما ست. ͳنامنف

است. Έبه-ی-Έی P− میدهد نشان این است صفر v پس است، V′
+

V′
+ و V+ از اگر پس هست. Έبه-ی-Έی ِ تاب΄ Έی ِ شامل هم LF(V+;V′

+) که است رˇشن

ترتیب، ین هم به است. ی΋ریخت V+ با V′
+ و است چنین هم ی دیΎر باشد، باپایان-بˇعدی ی Έی

است. ی΋ریخت V− با V′
− باشد، باپایان-بˇعدی ی Έی V′

− و V− از اگر میشود دیده

�

یِ فضاها صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است SLF(R;V,V) در g گیرم :323 یِ قضیه

که هستند ی V− و V+

V = [ker(g)]⊕ V+ ⊕ V−, (1287)

صفر res(g;V+,V−) و ست، ͳمعین-منف res(g;V−,V−) است، معین-مثبت res(g;V+,V+) که

ندارند). ͳΎ̃بست V− و V+ ِ انتخاب (به یˆند ی΋تا dim(V−) و dim(V+) است.

می΋نم تعریف ست. قطری آن در g که میΎیرم V یِ پایه Έی را e اثبات:

V0 = span{(i, ei) | gi = 0},

V+ = span{(i, ei) | gi > 0},

V− = span{(i, ei) | gi < 0}. (1288)
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res(g;V−,V−) و است معین-مثبت res(g;V+,V+) است، ker(g) یِ زیرفضا V0 میشود دیده

V0 ان هم ker(g) میشود نتیجه 321 یِ قضیه از است. صفر res(g;V+,V−) و ست، ͳمعین-منف

ی΋ریخت V+ با V′
+ میشود نتیجه 322 یِ قضیه از است. برقرار هم V′

− و V′
+ با (1287) گیرم است.

است. برقرار V− و V′
− یِ برا هم ی مشابه ِ ح΋م َند. همبˇعد دˇ-فضا این پس است.

�

ست: باپایان-بˇعدی V و است SLF(R;V,V) در g

می΋نم تعریف

snt0(g) = dim[ker(g)]. (1289)

snt+(g) = dim(V+). (1290)

snt−(g) = dim(V−). (1291)

[snt0(g); snt+(g), snt−(g)] به رفتند. کار به 323 یِ قضیه در که یˆند ͳی زیرفضاها ان −Vهم +Vو

میدهم: نشان snt(g) با را آن و میΎویم g ِ نشانΎان

snt(g) = [snt0(g); snt+(g), snt−(g)]. (1292)

میΎویم: g ِ نشانΎان [snt+(g), snt−(g)] به و است صفر snt0(g) باشد، نات΋ین g اگر

snt(g) = [snt+(g), snt−(g)]. (1293)

است. این 323 یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

Έی V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است SLF(R;V,V) در g گیرم :324 یِ قضیه

(−1) یا 1 یا 0 پایه آن در g یِ قطری یِ عنصرها از Έی هر و ست قطری آن در g که دارد e یِ پایه

ͳΎ̃بست ست) قطری آن در g البته (که پایه به هم ͳمنف یا مثبت، صفر، یِ قطری یِ عنصرها ِ تعداد است.

ندارد.

⋆

است: SLF(R;V,V) در g

(±1) یا صفر ها g(ei, ei) یِ همه و باشد متعامد (g با (متناظر که e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ به

باپایان-بˇعدی V اگر میΎویم. (g با (متناظر ی΋ه-متعامد ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی باشند
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یِ پایه Έی باشند (±1) یا صفر ها g(ei, ei) یِ همه و باشد متعامد (g با (متناظر که e یِ پایه به باشد،

میΎویم. (g با (متناظر ی΋ه-متعامد
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است: (V⊗ V)∗ در g ِ دˇ-فرم

(V× V) در (u, v) هر یِ برا اگر است، پادمتقارن g میΎویند

g(v, u) = −g(u, v). (1294)

اگر است پادمتقارن g میΎویند این، با همى˘رز

g∗ = −g. (1295)

یِ قضیه از میدهم. نشان ALF(F;V,V) با را LF(F;V,V) ِ عضو ِ پادمتقارن یِ دˇ-فرمها یِ مجموعه

با را ALF(F;V,V) خاطر ین هم به است. ی΋ریخت (V⊗2
A )∗ با ALF(F;V,V) میشود دیده 209

میدهم. نشان هم (V⊗2
A )∗

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت این در است. (V⊗2
A )∗ در g گیرم :325 یِ قضیه

fc2 g = −fc1 g, (1296)

میدهد نتیجه که

ker2(g) = ker1(g). (1266)

img2(g) = img1(g). (1267)

⋆

به میدهم. نشان ker(g) با را آن و میΎویم g یِ هسته ker1(g) = ker2(g) به باشد، (V⊗2
A )∗ در g اگر

میدهم. نشان img(g) با را آن و میΎویم g ِ تصویر هم img1(g) = img2(g)
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Vصورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2
A )∗ در g گیرم :326 یِ قضیه

که دارد {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} ِ ی پایه Έی

g(ei, fj) = δi j . (1297)

g(ei, ej) = 0. (1298)

g(fi, fj) = 0. (1299)

V در ِ ناصفر ِ بردار Έی را e1 میسازم. استقرا با را {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} یِ پایه اثبات:

میΎیرم. چنین را f1 نیست. صفر g(e1, v) که هست V در v ِ بردار Έی است، نات΋ین g چون میΎیرم.

f1 =
1

g(e1, v)
v. (1300)

1 از نابزرگتر j و i با را (1299) تا (1297) یِ رابط̃ها {[(1, 1), e1], [(1, 2), f1]} که است رˇشن

ست ͳکاف است: خطͳ-مستقل {[(1, 1), e1], [(1, 2), f1]} میشود دیده هم 311 یِ قضیه از میئاورˆد. بر

روند. کار به قضیه آن در f و e یِ جا به {[(1, 1), f1], [(1, 2), e1]} و {[(1, 1), e1], [(1, 2), f1]}

یِ رابط̃ها {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i ∈ Nk} و است [dim(V)]/2 از کوچ΋تر k گیرم

نشان Vk با را span{[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i ∈ Nk} میئاورˆد. بر را (1299) تا (1297)

است. خطͳ-مستقل {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i ∈ Nk} میشود دیده 311 یِ قضیه از میدهم.

میشود دیده است. نات΋ین res(g;Vk,Vk) که است رˇشن است. (2 k) با برابر dim(Vk) پس

نتیجه 310 یِ قضیه از است. مثبت بنابراین و ،{[dim(V)] − 2 k} با برابر dim{[(fc2 g)(Vk)]
c}

یِ برا چه آن با مشابه ی روش با است. نات΋ین هم res{g; [(fc2 g)(Vk)]
c, [(fc2 g)(Vk)]

c} میشود

که میسازم چنان را [(fc2 g)(Vk)]
c در fk+1 و ek+1 یِ بردارها رفت، کار به f1 و e1 ِ ساختن

g(ek+1, fk+1) = 1. (1301)

میئاورˆد. بر را (1299) تا (1297) یِ رابط̃ها {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i ∈ Nk+1} ترتیب این به

می΋ند. ثابت را ح΋م و کامل را استقرا این

�

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی
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صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2
A )∗ در g گیرم :327 یِ قضیه

است. زُج dim(V)

⋆

میشود ثابت 317 یِ قضیه با مشابه همچنین

هر صورت این در ست. باپایان-بˇعدی img(g) و است (V⊗2
A )∗ در g گیرم :328 یِ قضیه

میئاورˆد. بر را (1299) تا (1297) که دارد {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} یِ پایه Έی edom(fc2 g)

ِ تعداد براورˆد، را (1299) تا (1297) که {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} یِ مجموعه هر علاوه، به

است. dim[img(g)] از بزرگتر نا یˆش اعضا

⋆

،318 یِ قضیه با مشابه و

یِ پایه Έی V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است (V⊗2
A )∗ در g گیرم :329 یِ قضیه

ker(g) یِ پایه Έی {[(k, 0), dk] | k} که دارد {[(k, 0), dk] | k}∪{[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i}

هر یِ ازا به علاوه، به میئاورˆد. بر را (1299) تا (1297) یِ رابط̃ها {[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} و است

{[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} Vکه یِ برا {[(k, 0), dk] | k}∪{[(i, 1), ei], [(i, 2), fi] | i} یِ پایه

باشد، ker(g) یِ زیرمجموعه span{[(k, 0), dk] | k} و براورˆد را (1299) تا (1297) یِ رابط̃ها

است. ker(g) یِ پایه Έی {[(k, 0), dk] | k}

⋆

میΎویم. (g با (متناظر همتافته یِ پایه Έی باشد، داشته را بالا یِ ویژِگیها که ای پایه به
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(fc2 g) و (fc1 g) با متناظر یِ پیشرانها ست، باپایان-بˇعدی V که ،(V⊗2)∗ در g ِ نات΋ین ِ دˇ-فرم با

میبرم. کار به را نمادگذاری این و مینامم g ِ دˇ-فرم با متناظر یِ پیشرانها را

pfi(g) = pf(fci g). (1302)
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(V∗ × V) در (r, v) اگر البته و می΋نند، تبدیل بردار به را همبردار و همبردار به را بردار پیشرانها این

باشد،

{[(pfi g)] r} {[(pfi g)] v} = r v. (1303)

نوشت: سادِتر یِ نمادها با میشود را همبردار و بردار بر پیشرانها این ِ اثر

(pf1 g) v = g∗ v. (1304)

(pf1 g) r = g−1 r. (1305)

(pf2 g) v = g v. (1306)

(pf2 g) r = (g∗)−1 r. (1307)

مئلف̃ها، ِ حسب بر

[(pf1 g) v]i = gj i v
j ,

= (g∗)i j v
j . (1308)

[(pf1 g) r]
i = (g−1)i j rj ,

= (gN)j i rj . (1309)

[(pf2 g) v]i = gi j v
j ,

= (g∗)j i v
j . (1310)

[(pf2 g) r]
i = (g−1)j i rj ,

= (gN)i j rj . (1311)

میدهم نشان vi با را [(pf2 g) v]i برد. ُ-بالا پایین- را شاخصها میشود g ِ دˇ-فرم با میΎویند اصطلاحˆن

میشود دیده میدهم. نشان ri با را [(pf1 g) r]i و

vi = (g v)i,

= gi j v
j ,

= (g∗)j i v
j . (1312)
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ri = (g−1 r)i,

= (g−1)i j rj ,

= (gN)j i rj . (1313)

رفته. بالا (g∗)−1 = gN با همبردار ِ شاخص و آمده، پایین g با بردار ِ شاخص میشود دیده

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :330 یِ قضیه

،(V∗ × V∗) در (r, s) یِ برا

g[(g∗)−1 r, (g∗)−1 s] = g(g−1 r, g−1 s). (1314)

g[(g∗)−1 s, g−1 r] = g(g−1 r, g−1 s). (1315)

یا

g(gN r, gN s) = g(g−1 r, g−1 s). (1316)

g[gN s, g−1 r] = g(g−1 r, g−1 s). (1317)

اثبات:

g(g−1 r, g−1 s) = s (g−1 r),

= s {[(g∗)−1]∗ r},

= r [(g∗)−1 s]. (1318)

از

r [(g∗)−1 s] = {g∗ [(g∗)−1 r]} [(g∗)−1 s],

= g[(g∗)−1 r, (g∗)−1 s], (1319)

از و (1314) یِ رابطه

r [(g∗)−1 s] = [g (g−1 r)] [(g∗)−1 s],

= g[(g∗)−1 s, g−1 r], (1320)
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میشود. نتیجه (1317) یِ رابطه

�

نوشت میشود را (1314) یِ رابطه

[pf2(g)](g) = [pf1(g)](g). (1321)

میشود دیده

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :331 یِ قضیه

همچنین، است. نات΋ین و است [(V∗)⊗2]∗ = (V⊗2) در [pfi(g)]

pfi(g) = gN. (1322)

⋆

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :332 یِ قضیه

[pfi(g)](fcj g) = [(fcj g)
−1]∗. (1323)

اثبات:

[pfi(g)](fcj g) = [(fci g)
−1]∗ (fcj g) (fci g)

−1. (1324)

با j و i اگر ست. ͳهمان راست ِ طرف ِ آخر ِ دˇ-عامل ِ ِ-ضرب حاصل- باشند، برابر هم با j و i اگر

پس، ست. ͳهمان راست ِ طرف ِ اول ِ دˇ-عامل ِ ِ-ضرب حاصل�- نباشند، برابر هم

[pfi(g)](fcj g) =


[(fci g)

−1]∗, j = i

(fci g)
−1, j ̸= i

. (1325)

میشود. نتیجه ح΋م ،302 یِ قضیه با همراه این، از

�

که است این بالا یِ قضیه ،LF(V∗;V) و (V⊗2)∗ یِ اعضا ِ بین ِ تناظر با

[pfi(g)] (g) = (g−1)∗,

= gN. (1326)
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[pfi(g)] (g
∗) = g−1,

= (gN)∗. (1327)

میشود قضیه این مئلفه�ها، ِ حسب بر

(gN)mk gml = δkl . (1328)

[(gN)∗]mk (g∗)ml = δkl . (1329)

مینویسند. چنین سادِتر را این

gmk gml = δkl . (1330)

gkm glm = δkl . (1331)

رفته. بالا یˆش شاخصها که است g ان هم gN

میشود دیده ͳسادِگ به پیشران یِ قضیِها از استفاده با

صورت، این در ست. Vباپایان-بˇعدی و است، نات΋ین g اند، (V⊗2)∗ در h و g گیرم :333 یِ قضیه

fcj {[pf(fci g)](h)} = [pf(fci g)](fcj h). (1332)

جمله، از

fcj {[pf(fci g)](g)} = [pf(fci g)](fcj g). (1333)

⋆

ترانهاده 60

W و V َند، نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV گیرم :334 یِ قضیه

که هستند LF(V;W) در ͳی T2 و T1 صورت این در است. LF(W;V) در T و یˆند، باپایان-بˇعدی
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،(V×W) در (v, w) هر یِ برا

gV (T1 w, v) = gW (w, T v). (1334)

gV (v, T2 w) = gW (T v,w). (1335)

و یˆند ی΋تا تابعها این

Ti = (fci gV)
−1 T ∗ (fci gW). (1336)

با است همى˘رز (1334) یِ رابطه اثبات:

(fc1 gV)T1 = T ∗ (fc1 gW), (1337)

است. مشابه کاملَن هم T2 یِ برا اثبات است. i = 1 یِ برا (1336) با همى˘رز هم این که

�

یˆند: باپایان-بˇعدی W و V و َند، نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV

یِ (ترانهادِها [ts2(gW; gV)](T ) و [ts1(gW; gV)](T ) یِ تابعها است، LF(W;V) در که T با متناظر

می΋نم. تعریف چنین را (T

[tsi(gW; gV)](T ) = (fci gV)
−1 T ∗ (fci gW). (1338)

:ͳمئلف̃ئ

{[ts1(gW; gV)](T )}ai = (gV)
a b T j

b (gW)i j . (1339)

{[ts2(gW; gV)](T )}ai = (gV)
b a T j

b (gW)j i. (1340)

سادِتر: ِ نماد با

[ts1(gW; gV)](T ) = [(gV)
∗]−1 T ∗ (gW)∗. (1341)

[ts2(gW; gV)](T ) = (gV)
−1 T ∗ gW. (1342)

W و V َند، نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV گیرم :335 یِ قضیه



٣١٣ � ترانهاده 60

صورت این در . است. LF(W;V) در T و یˆند، باپایان-بˇعدی

[ts2(gV; gW)] {[ts1(gW; gV)](T )} = T. (1343)

[ts1(gV; gW)] {[ts2(gW; gV)](T )} = T. (1344)

اثبات:

[ts2(gV; gW)]{[ts1(gW; gV)](T )} = (gW)−1 {[ts1(gW; gV)](T )}∗ gV,

= (gW)−1 {[(gV)∗]−1 T ∗ (gW)∗}∗ gV,

= (gW)−1 gW T (gV)
−1 gV, (1345)

است. مشابه کاملَن هم (1344) ِ اثبات میدهد. نتیجه را (1343) که

�

است. ساده بسیار زیر یِ قضیِها ِ اثبات

W و V َند، نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV گیرم :336 یِ قضیه

صورت، این در َند. اس΋الر β و α و اند، LF(W;V) در T و S یˆند، باپایان-بˇعدی

[tsi(gW; gV)](αS + β T ) = α [tsi(gW; gV)](S) + β [tsi(gW; gV)](T ). (1346)

⋆

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :337 یِ قضیه

[tsi(g; g)](1V) = 1V. (1347)

⋆

و gV و gU است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV و (U⊗2)∗ در gU گیرم :338 یِ قضیه

است. LF(W;V) در T و است LF(V;U) در S و یˆند، باپایان-بˇعدی W و V و U َند، نات΋ین gW

صورت، این در

[tsi(gW; gU)](T S) = {[tsi(gV; gU)](S)} {[tsi(gW; gV)](T )}. (1348)

⋆
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W و V َند، نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV گیرم :339 یِ قضیه

یِ ترانهادِها باشد، وارون-پذیر (T,W) اگر صورت این در است. LF(W;V) در T و یˆند، باپایان-بˇعدی

و َند وارون-پذیر V در هم T

{[tsi(gW; gV)](T )}−1 = [tsi(gV; gW)](T−1). (1349)

⋆

LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :340 یِ قضیه

صورت، این در است.

det{[tsi(g; g)](T )} = det(T ). (1350)

باشد. T ِ ویژه-مقدار λ اگر تنها و اگر است [tsi(g; g)](T ) ِ ویژه-مقدار λ همچنین،

⋆

میشود دیده ͳسادِگ به 134 یِ قضیه از

LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :341 یِ قضیه

، صورت این در است. اس΋الر λ و است،

null
(
{[tsi(g; g)](T )− λ}l

)
= null[(T − λ)l]. (1351)

جمله، از

dim
(
eker{[tsi(g; g)](T )− λ}

)
= dim[eker(T − λ)]. (1352)

و است پوچ-توان هم {[tsi(g; g)](N)} باشد پوچ-توان و باشد LF(V;V) در N اگر همچنین،

np{[tsi(g; g)](N)} = np(N). (1353)

⋆

میشود دیده هم 135 یِ قضیه از

LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :342 یِ قضیه

برابر λ با µ و باشد eker{[tsi(g; g)](T )−µ} در vi و eker(T −λ) در v اگر صورت این در است.
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آنΎاه نباشد،

g (v1, v) = 0. (1354)

g (v, v2) = 0. (1355)

⋆

LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :343 یِ قضیه

َند ژُردان-تجزیه-پذیر هم ها {[tsi(g; g)](T )} باشد، ژُردان-تجزیه-پذیر T اگر صورت این در است.

و

sem{[tsi(g; g)](T )} = [tsi(g; g)][sem(T )]. (1356)

nil{[tsi(g; g)](T )} = [tsi(g; g)][nil(T )]. (1357)

باشد: T ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} اگر

T eλ,r,s,j = λ eλ,r,s,j + eλ,r,s−1,j , (1358)

است: [tsi(g; g)](T ) ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی {[(λ, r, s, j), (fci g)−1 eλ,r,r−s,j ] | (λ, r, s, j)}

{[tsi(g; g)](T )} [(fcig)−1 eλ,r,s,j ] = λ [(fci g)
−1 eλ,r,s,j ]

+ [(fci g)
−1 eλ,r,s+1,j ], (1359)

است. {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} ِ دˇگان {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} که

⋆

LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :344 یِ قضیه

یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی [(fci g)∗(U)]c صورت این در است. T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی U و است،

است. [tsi(g; g)](T )

میشود دیده میΎیرم. [(fci g)∗(U)]c در را v و U در را u اثبات:

[(fci g)
∗ u]

(
[tsi(g; g)](T )} v

)
=
(
(fci g) {[tsi(g; g)](T )} v

)
u,

= [T ∗(fci g) v]u,

= [(fci g)
∗ T u] v. (1360)



دˇ-فرم ٣١۶

است: [(fci g)∗ (T u)]c در v پس است. U در (T u)

[(fci g)
∗ T u] v = 0, (1361)

میدهد نشان که

(
{[tsi(g; g)](T )} v

)
∈ {[(fci g)∗ u]c}, (1362)

آنجا از و

(
{[tsi(g; g)](T )} v

)
∈ {[(fci g)∗(U)]c}. (1363)

�

ͳΎ̃بست یΈشاخصهم به که مقصد و مبدیٔ یِ فضاها یِ دˇ-فرمها به تنها نَ ترانهاده ،ͳکل ِ حالت در

است، ِ-متقارن شبه- g ِ دˇ-فرم میΎویم میشود. شاخصحذف این به ͳΎ̃بست که هست ͳی حالتها دارد.

باشد. پادمتقارن یا متقارن g اگر

میشود دیده ͳسادِگ به

متقارن هر-دˇ و نات΋ین gW و gV است، (W⊗2)∗ در gW و (V⊗2)∗ در gV گیرم :345 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(W;V) در T و یˆند، باپایان-بˇعدی W و V َند، پادمتقارن هر-دˇ یا

[ts2(gW; gV)](T ) = [ts1(gW; gV)](T ). (1364)

⋆

ِ نماد این ترانهاده یِ برا َند، معلوم هم متناظر یِ دˇ-فرمها و نیست ی فرق ترانهادِها ِ بین ی وقت

میبرم. کار به را سادِتر

[ts1(gW; gV)](T ) = T t. (1365)

[ts2(gW; gV)](T ) = T t. (1366)

میشود 335 یِ قضیه ِ ح΋م حالت این در

(T t)t = T. (1367)
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میشوند، 343 تا 336 یِ قضیِها یِ ح΋مها همچنین،

(αS + β T )t = αSt + β T t. (1368)

1t = 1. (1369)

(T S)t = St T t. (1370)

(T−1)t = (T t)−1. (1371)

det(T t) = det(T ). (1372)

null[(T t − λ)l] = null[(T − λ)l]. (1373)

np(N t) = np(N). (1374)

sem(T t) = [sem(T )]t. (1375)

nil(T t) = [nil(T )]t. (1376)

T t [(fci g)
−1 eλ,r,s,j ] = λ [(fci g)

−1 eλ,r,s,j ] + [(fci g)
−1 eλ,r,s+1,j ]. (1377)

یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار یΈی که بردار دˇ بر g ِ اثر و َند، ی΋سان T t و T یِ ویژه-مقدارها که این و

باشند. ی΋سان متناظر یِ ویژه-مقدارها مΎر است، صفر است T t یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار دیΎری و T

اند. LF(V∗;V) در (fci g) یِ تابعها ست، باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین g که ،(V⊗2)∗ در g با

(V⊗2)∗ در نات΋ین ِ دˇ-فرم Έی ترانهادِها این ِ ساختن یِ برا است. LF(V;V∗) در اینها یِ ترانهادِها

سادِتر یا ،gN را ͳدوم و g ِ خُد را ͳاول است. لازم [(V∗)⊗2]∗ = V⊗2 در نات΋ین ِ دˇ-فرم Έی و

میΎیرم. ،(g∗)−1

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :346 یِ قضیه

[tsi(gN, g)](fcj g) = (fcj g)
−1, (1378)

میشود َش سادِتر که

{tsi[(g∗)−1, g]}(fcj g) = (fcj g)
−1. (1379)
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اثبات:

[tsi(gN, g)](fcj g) = (fci g)
−1 (fcj g)

∗ (fci gN),

= (fci g)
−1 (fcj g)

∗ [(fci g)
∗]−1. (1380)

با j و i اگر ست. ͳهمان راست ِ طرف ِ آخر ِ دˇ-عامل ِ ِ-ضرب حاصل- باشند، برابر هم با j و i اگر

پس، ست. ͳهمان راست ِ طرف ِ اول ِ دˇ-عامل ِ ِ-ضرب حاصل- نباشند، برابر هم

[tsi(gN, g)](fcj g) =


(fci g)

−1, j = i

[(fci g)
−1]∗, j ̸= i

. (1381)

میشود. نتیجه ح΋م ،302 یِ قضیه با همراه این، از

�

َند. ی΋سان شوند تعریف fcjg یِ برا g ِ خُد با که ͳی ترانهادِها یِ همه که است آن قضیه این یِ نتیجه

نوشت. چنین میشود را 346 یِ قضیه یِ نتیجه ترتیب این به

(fcj g)
t = (fcj g)

−1, (1382)

سادِتر، ِ ش΋ل به و ΀تسام با یا

gt = g−1, (1383)

،ͳمئلف̃ئ و

(gt)i j = gj i. (1384)

حجم و دˇ-فرم 61

ست: n-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا Έی V

ِ تعیین یِ برا باشد، (V∗)∧n در ε اگر ͳیعن میشود. مشخص عدد Έی فقط با پادمتقارن ِ n-تانسˇر هر
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پادمتقارن ِ n-تانسˇر میشود است. V بر خطͳ-مستقل ِ یΈکن; e که مشخصشود، ε(e)ست ͳکاف ε

LF(V;V∗) در δe یِ ͳخط ِ تاب΄ ،e یِ پایه با متناظر کرد. مربوط (V⊗2)∗ در نات΋ین ِ دˇ-فرم Έی به را

می΋نم. تعریف چنین را

δe e
i = ei, (1385)

َند. چنین δe یِ ͳماتریس یِ عنصرها که است رˇشن است. e ِ دˇگان {(i, ei) | i} که

(δe)
i j = δi j . (1386)

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت این در است. V یِ پایه Έی e و ست باپایان-بˇعدی V یِ ͳخط یِ فضا گیرم :347 یِ قضیه

(δe)
∗ = δe. (1387)

δe∗ = (δe)
−1. (1388)

⋆

(V⊗2)∗ در که ،g ِ نات΋ین ِ دˇ-فرم با e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; در ε ِ پادمتقارن ِ n-تانسˇر میΎویم

اگر است، سازگار است،

[ε (e)]2 = ±det(δe g). (1389)

میشود دیده ͳسادِگ به

(V∗)∧n در ε و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :348 یِ قضیه

(و ناصفر εصورت این در است. سازگار g با e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; در و است) V ِ بˇعد n (که است

است. حجم) Έی بنابراین

⋆

بر حجم Έی ε و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :349 یِ قضیه

ی خطͳ-مستقل ِ کن; هر در εصورت این در است. سازگار g با e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; در و است V

است. سازگار g با

میشود دیده میΎیرم. V خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e′ = Λ ◦ e اثبات:

ε(e′) = [det(Λ)] [ε(e)]. (1390)
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همچنین

(δe′)
i j = (δe)

k l Λi
k Λ

j
l, (1391)

میدهد نتیجه که

δe′ = Λ δe Λ
∗. (1392)

اینجا، از

det(δe′ g) = det(Λ δe Λ
∗ g),

= [det(Λ)] [det(δe Λ
∗ g)],

= [det(Λ)] [det(g δe Λ
∗)],

= [det(Λ)] [det(g δe)] [det(Λ
∗)],

= [det(Λ)]2 [det(g δe)],

= [det(Λ)]2 [det(δe g)]. (1393)

میشود نتیجه (1390) با این ِ ترکیب از

[ε(e′)]2 = ±det(δe′ g), (1394)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

که گزاره این و ندارد ͳΎ̃بست خطͳ-مستقل ِ کن; به دˇ-فرم Έی با حجم Έی یِ سازگاری ترتیب این به

حجم یِ سازگاری یِ ͳمعن دارد. ͳمعن خطͳ-مستقل ِ کن; از مستقل است، سازگار g ِ دˇ-فرم با ε ِ حجم

ی΋ه-متعامد ِ خطͳ-مستقل ِ کن; Έی e گیرم است. ساده بسیار متقارن یِ دˇ-فرمها یِ برا دˇ-فرم، با

ِ حجم ͳیعن دˇ-فرم با حجم یِ سازگاری پس است. ±1 با برابر ε(e) حالت این در است. g با متناظر

است. Έی ی΋ه ِ متوازی�السطوح ِ حجم یِ اندازه یا است، ±1 ی΋ه ِ متوازی�السطوح یِ جبری

َند: همى˘رز دˇ-تعریف این اما کرد. تعریف g یِ جا به g∗ با میشد را سازگاری
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بر حجم Έی ε و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :350 یِ قضیه

e ِ خطͳ-مستقل ِ کن; با متناظر که این با است همى˘رز g با ε یِ سازگاری صورت این در است. V

[ε(e)]2 = ±det(δe g∗). (1395)

میشود دیده اثبات:

det(δe g
∗) = det{[g (δe)∗]∗},

= det[g (δe)
∗],

= det(g δe),

= det(δe g), (1396)

میدهد. نشان را ح΋م که

�

میشود دیده ͳسادِگ به

(V∗)∧n در ε ست، n-بˇعدی ͳی فضا V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :351 یِ قضیه

صورت، این در است. V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی e و است،

[(pfi g) ε](e
∗) =

1

det(δe g)
[ε(e)], (1397)

جمله، از است. e ِ دˇگان e∗ که

(pf2 g) ε = (pf1 g) ε. (1398)

⋆

است. این قضیه این یِ نتیجه Έی

بر حجم Έی ε و ست، باپایان-بˇعدی V است، نات΋ین و است (V⊗2)∗ در g گیرم :352 یِ قضیه

است. سازگار gt با هم [(pfi g) ε] صورت این در است. سازگار g با و است V

میشود دیده میΎیرم. e ِ دˇگان را e∗ و V بر خطͳ-مستقل ِ کن; Έی را e اثبات:

{[(pfi g) ε](e∗)}2 = ± 1

det(δe g)
,
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= ±det[g−1 (δe)
−1],

= ±det(g−1 δe∗),

= ±det(gt δe∗), (1399)

میدهد. نشان را ح΋م که

�
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یِ عددها یِ مجموعه U یِ ͳخط یِ فضا ِ هیئت اگر ست، ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی U میΎویم

یِ مجموعه V یِ ͳخط یِ فضا ِ هیئت اگر است، مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V میΎویم باشد. ͳحقیق

باشد. مختلط یِ عددها

َند: مختلط ͳی فضا-یِ-خطیها W و V و F(W;V)است در T

،(u, v) ∈ (V× V) هر یِ برا اگر ست، ͳخط-ِ شبه�- T میΎویم

T (u+ v) = T (u) + T (v), (1400)

،(a, v) ∈ (C× V) هر یِ برا و

T (a v) = a′ T (v), (1401)

و است C در a′ که

|a′| = |a|. (1402)
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میدهم. نشان LFp(W;V) با را F(W;V) یِ ͳخط-ِ شبه- یِ اعضا یِ مجموعه

(a, v) ∈ (C× V) هر یِ برا اگر ست، ͳپادخط است، LFp(W;V) در که ،T میΎویم

T (a v) = a⋆ T (v), (1403)

مختلط یِ فضا Έی اَش دامنه (که ͳخط ِ تاب΄ Έی ترتیب این به است. a ِ مختلط ِ مزدوج a⋆ که

Έی ͳپادخط ِ تاب΄ Έی و است، a ان هم a′ که ست ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ از ی خاص ِ حالت است)

است. a⋆ ان هم a′ که دیΎر ِ خاص ِ حالت

یِ اعضا یِ مجموعه میدهم. نشان LF−(W;V) با را F(W;V) یِ ͳپادخط یِ اعضا یِ مجموعه

میدهم: نشان LF+(W;V) هم با را F(W;V) ͳخط

LF+(W;V) = LF(W;V). (1404)

در (a, v) اگر صورت این در است. V یِ دامنه با ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ Έی T گیرم :353 یِ قضیه

باشد، (R× V)

T (a v) = aT (v). (1405)

[a′ T (v)] با برابر T (a v) نیست. صفر T (v) گیرم ست. ͳبدیه ح΋م باشد، صفر T (v) اگر اثبات:

میشود دیده است. |a| با برابر |a′| که است،

T [(1 + a) v] = (1 + a′)T (v). (1406)

|1 + a′|2 = |1 + a|2. (1407)

میشود نتیجه این از

a′ + a′⋆ = 2 a, (1408)

آنجا از و

Re(a′) = a. (1409)

است. برابر a با a′ میشود نتیجه است، برابر |a| با |a′| چون

�
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ِ مقدار Έی صورت این در است. V یِ دامنه با ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ Έی T گیرم :354 یِ قضیه

،V در v هر یِ برا و ،(−i) یا است i یا که هست a ِ ثابت

T (i v) = a T (v). (1410)

صورت، این در نیست. صفر T (v) گیرم ست. ͳبدیه ح΋م باشد، صفر همواره T (v) اگر اثبات:

T (i v) = [t(v)]T (v), (1411)

میشود نتیجه است. اس΋الر Έی t(v) که

T [(1 + i) v] = [1 + t(v)]T (v). (1412)

همچنین،

|t(v)| = 1. (1413)

|1 + t(v)|2 = |1 + i|2,

= 2. (1414)

ترتیب، این به

t(v) = ±i. (1415)

اگر نیست. صفر T (u) که میΎیرم u ِ دیΎر ِ بردار Έی است، ثابت t(v) دهم نشان که این یِ برا

پس است. صفر T [i (u+ v)] نتیجه در است. صفر هم T (u+ v) باشد، صفر [T (u) + T (v)]

0 = T [i (u+ v)],

= [t(u)]T (u) + [t(v)]T (v),

= [t(v)− t(u)]T (v), (1416)
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نباشد، صفر [T (u) + T (v)] اگر َند. برابر هم با t(v) و t(u) میدهد نشان نیست صفر T (v) چون که

پس نیست. صفر T [i (u+ v)] نتیجه در نیست. صفر هم T (u+ v)

T [i (u+ v)] = [t(u+ v)] [T (u) + T (v)], (1417)

T [i (u+ v)] = [t(u)]T (u) + [t(v)]T (v), (1418)

است. (−i) یا i با برابر t(u+ v) و t(v) و t(u) یِ اس΋الرها از Έی هر و

نیست، t(v) با برابر و است t(u) با برابر t(u + v) یا پس نباشند. برابر هم با t(v) و t(u) گیرم

این در که نیست، t(u) با برابر و است t(v) با برابر t(u+ v) یا میشود، صفر T (v) صورت این در که

برابر هم با باید t(v) و t(u) پس نیستند. صفر Έی Ϳهی T (v) و T (u) میشود. صفر T (u) صورت

باشند.

�

است. این 354 و 353 یِ دˇ-قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

:ͳپادخط یا ست ͳخط یا ،ͳی ͳخط-ِ شبه�- ِ تاب΄ هر :355 یِ قضیه

LFp(W;V) = [LF+(W;V)] ∪ [LF−(W;V)]. (1419)

⋆

هم این ِ ع΋س میΎوید بˆعد یِ قضیه است. ͳخط ͳحقیق یِ اس΋الرها با ،ͳی ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ هر

است. درست اضافه ِ شرط Έی با

یِ اس΋الرها با T َند، مختلط ͳی Wفضا-یِ-خطیها Vو است، F(W;V) در T گیرم :356 یِ قضیه

باشد V در v اگر و ست، ͳخط ͳحقیق

T (i v) = [t(v)]T (v), (1420)

ست. ͳخط-ِ شبه- T صورت این در است.) ثابت t نشده (فرض میΎیرد. مقدار {i,−i} در t که

،(R× R× V) در (a1, a2, v) با اثبات:

T [(a1 + i a2) v] = a1 T (v) + a2 [t(v)]T (v),

= [a1 + a2 t(v)]T (v). (1421)
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میشود دیده

|a1 + a2 f(v)| = |a1 + i a2|. (1422)

ست. ͳخط-ِ شبه- T پس

�

یِ هسته میشود. صفر آنها بر T ِ اثر که ست ͳی بردارها یِ مجموعه T یِ ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ یِ هسته

ِ مئثر یِ دامنه و رتبه، ،ͳپوچ هسته-جدا-بودن، میدهم. نشان ker(T ) با را T یِ ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄

دیده ͳسادِگ به می΋نم. تعریف ͳخط یِ تابعها به مربوط یِ مانسته�ها ِ مثل هم را ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ Έی

َند. درست هم ͳخط-ِ شبه- یِ تابعها یِ برا ،31 تا 26 یِ قضیِها یِ مانسته میشود

یˆند. ͳخط ͳی فضاها ͳی ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ Έی یِ هسته و تصویر :357 یِ قضیه

⋆

باشد. {0} آن یِ هسته اگر تنها و اگر است، Έبه-ی-Έی ͳخط-ِ شبه- ِ تاب΄ Έی :358 یِ قضیه

⋆

V اگر صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی W و است LFp(W;V) در T گیرم :359 یِ قضیه

یΈ-به- T آنΎاه باشد، بیپایان-بˇعدی V یا باشد، dim(W) از بزرگتر dim(V) و باشد باپایان-بˇعدی

نیست. Έی

⋆

V1 یِ زیرفضا Έی صورت این در ست. هسته-جدا و ͳخط-ِ شبه- ی تاب΄ T گیرم :360 یِ قضیه

است، Έبه-ی-Έی res(T ;V1) است، {V1 ⊕ [ker(T )]} با برابر dom(T ) که هست dom(T ) از

است. img(T ) با برابر img[res(T ;V1)] و

⋆

اگر ست، باپایان-بˇعدی img(T صورت( این در ست. ͳخط-ِ شبه- ی تاب΄ T گیرم :361 یِ قضیه

برقرار که همى˘رز یِ دˇ-گزاره این از Έی هر باشد. باپایان-بˇعدی edom(T ) و هسته-جدا T اگر تنها و

است. rank(T ) ان هم یا dim[img(T )] با برابر dim[edom(T )] باشد،

⋆

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی dom(T ) و ست ͳخط-ِ شبه- ی تاب΄ T گیرم :362 یِ قضیه
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است. dim[dom(T )] با برابر [null(T ) + rank(T )] و یˆند، باپایان-بˇعدی هم img(T ) و ker(T )

⋆

ِ مختلط یِ فضا-یِ-خطیها با است. سرراست کاملَن هم ͳخط-ِ چند-شبه- یِ تابعها ِ تعریف

نسبت T اگر ست، ͳخط-ِِ چند-شبه- است F(W;V1, . . . ,Vk) در که T میΎویم ،W و Vk تا V1

نسبت مثلَن که کرد تعریف را ͳی تابعها میشود ش΋ل ین هم به باشد. ͳخط-ِ شبه- ها Vi از Έی هر به

از ͳی اعضا یِ مجموعه باشند. ͳخط-ِ شبه- V3 به نسبت و ،ͳپادخط V2 به نسبت ،ͳخط V1 به

را یˆند ͳخط-ِ شبه- V3 به نسبت و ،ͳپادخط V2 به نسبت ،ͳخط V1 به نسبت که F(W;V1,V2,V3)

میدهم. نشان LF+− p(W;V1,V2,V3) با

نشان هم V∗
a با را LFa(C;V) میΎویم. (V (بر ِ-فرم یΈشبه- LFp(C;V) ِ عضو هر به جمله، از

(بر ِ-فرم دˇ-شبه- Έی LFa,b(C;V,W) ِ عضو هر به باشد. p یا − یا + است مم΋ن a که میدهم،

نشان هم V∗
a ⊗W∗

b با را LFa b(C;V,W) باشند، باپایان-بˇعدی W و V اگر میΎویم. ((V ×W)

(fc2 g) ِ تاب΄ و LFa(W∗
b;V) در (fc1 g) ِ تاب΄ است، LFa b(C;V,W) در که g با متناظر میدهم.

ͳیعن ͳخط یِ تابعها یِ برا متناظر یِ تعریفها ِ مشابه کاملَن تعریفها میشود. تعریف LFb(V∗
a;W) در

ترتیب، ین هم به باشند. p یا − یا + است مم΋ن کدام هر b و a اند. (1197) و (1196) یِ رابط̃ها

میΎویم است. (fci g) یِ هسته keri(g) که میشود، تعریف g یِ برا هسته دˇ (1205) و (1204) با مشابه

باشند. ͳبدیه هردˇ ker2(g) و ker1(g) اگر است، نات΋ین g

یˆند: باپایان-بˇعدی W و V و ∗V)است
a ⊗W∗

b) در g

می΋نم. تعریف چنین را (W∗
b ⊗ V∗

a) در g∗ ِ دˇ-فرم

fc2 (g
∗) = (fc2 g)

∗. (1241)

در [gpppppp(f, e)] یِ Wدˇ-فرمها و V ترتیب به یِ برا f و e یِ پایِها با متناظر باشد نات΋ین g اگر همچنین،

می΋نم تعریف چنین را (Va ×Wb) در [gfff(e, f)] و (Wb ⊗ Va)

{[gpppppp(f, e)](fα, ei)} [g(ei, fβ)] = δαβ . (1423)

{[gfff(e, f)](ei, fα)} [g(ei, fβ)] = δαβ . (1424)

میشود، دیده ͳسادِگ به
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است V یِ پایه Έی e و یˆند، Wباپایان-بˇعدی و V است، (V∗
a ⊗W∗

b) در g گیرم :363 یِ قضیه

صورت این در است. W یِ پایه Έی f و

fc1 (g
∗) = (fc1 g)

∗. (1244)

(g∗)∗ = g. (1245)

باشد، (V×W) در (v, w) اگر همچنین،

g∗ (w, v) = g (v, w). (1247)

باشد، نات΋ین g اگر و

[g(ei, fα)] {[gpppppp(f, e)](fα, ej)} = δji . (1425)

[g(ei, fα)] {[gfff(e, f)](ej , fα)} = δji . (1426)

⋆

− یا + کدام هر b و a یˆند، باپایان-بˇعدی W و V است، (V∗
a ⊗W∗

b) در g گیرم :364 یِ قضیه

e به [gfff(e, f)] و [gpppppp(f, e)] صورت این در است. W یِ پایه Έی f و است V یِ پایه Έی e و یˆند،

ندارند. ͳΎ̃بست f و

میشود دیده میΎیرم. W یِ پایه Έی را f ′ = M f و V یِ پایه Έی را e′ = Λ e اثبات:

[gpppppp(f ′, e′)](fα, ei) = (Mα
γ)b (Λ

i
j)a {[gpppppp(f ′, e′)](f ′γ , e′j)}, (1427)

g(ei, fβ) = [(Λ−1)ki]a [(M
−1)δβ ]b [g(e

′
k, f

′
δ)], (1428)

میشود معلوم اینجا از است. X ِ ِ-مختلط مزدوج- X− و است X ان هم X+ که

{[gpppppp(f ′, e′)](fα, ei)} [g(ei, fβ)] = (Mα
γ)b [(M

−1)δβ ]b δ
γ
δ ,

= δαβ , (1429)

میدهد نشان که

[gpppppp(f ′, e′)](fα, ei) = [gpppppp(f, e)](fα, ei). (1430)
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است. مشابه هم [gfff(e, f)] یِ برا اثبات

⋆

با، را آنها و می΋نم حذف آنها از را پایه ِ شاخص ندارند، ͳΎ̃بست پایه به [gfff(e, f)] و [gpppppp(f, e)] چون

و g ِ خُد با را fc2(g) همچنان یˆند، باپایان-بˇعدی W و V ی وقت میدهم. نشان gfff و gpppppp ترتیب، به

(V∗
a⊗W∗

b) در g نیست. g ِ وارون gpppppp که شود توجه این به نیست بد اما میدهم. نشان g∗ با را fc1(g)

(Wb⊗Va) در gpppppp که ی حال در است. LFb(W;V∗
a) در g−1 پس است. LFb(V∗

a;W) در ͳیعن است،

است. LFa(Wb;V∗) در ͳیعن که است،
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یِ برا ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی هم (V × V) باشد، ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V اگر

می΋نم تعریف (C× V× V) در [(a, b), u, v]

(a, b) (u, v) := (a u− b v, a v + b u). (1431)

میشود دیده ͳسادِگ به است. (u, v) ِ بردار در (a, b) = (a+i b) ِ مختلط ِ عدد ِ ضرب ِ تعریف این

یِ بردارها یِ مجموعه صورت این در ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :365 یِ قضیه

یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا در بردارها ِ معمول ِ ِ-جم΄ حاصل- با همراه ،C ِ هیئت و (V × V)

است. مختلط) (یِ ͳخط یِ فضا Έی (1431) در تعریف-شده ِ ِ-ضرب حاصل- و (V× V)

⋆

به ͳی عنصرها یِ مجموعه به V یِ ͳخط یِ فضا که است این عملَن تعریف این یِ ͳمعن میشود دیده

که شود رفتار طُر ان هم i = (0, 1) با و اند، V ِ عضو v و u که شود، داده گسترش (u+ i v) ِ ش΋ل

که ی مختلط یِ ͳخط یِ فضا به است. (−1) با برابر i2 که این جز میشود، رفتار ͳحقیق یِ اس΋الرها با

K(V) با را آن و میΎویم V یِ مختلط-شده میشود ساخته V یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا از ش΋ل این به

میدهم. نشان

میشود دیده ͳسادِگ به

Έی K(V) صورت این در ست. n-بˇعدی یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :366 یِ قضیه

ست. n-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا
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⋆

مینویسم: هم برابری ِ ش΋ل به سادِتر را ͳریخت΋ی این است. ی΋ریخت Cn با K(Rn) پس

K(Rn) = Cn. (1432)

یِ ͳخط یِ یΈفضا (V×V) باشد، n-بˇعدی یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ یΈفضا V اگر که است رˇشن

ست. (2n)-بˇعدی یِ ͳحقیق

یˆند: ͳحقیق ͳی فضا-یِ-خطیها W و V و اند، LF(W;V× V) در T2 و T1

که می΋نم تعریف LF(W×W;V× V) از ی عضو را T

T (u, v) = [T1 (u, v), T2 (u, v)]. (1433)

کرد. تعریف را T2 و T1 میشود هم T ِ معلوم-بودن با ͳیعن است. دˇ-سویه تعریف این که است رˇشن

میشوند: تعیین LF(W;V) در تاب΄ دˇ با T2 و T1 یِ تابعها از Έی هر

Ti (u, v) = Ti 1 u+ Ti 2 v, (1434)

چهار با LF(W ×W;V× V) ِ عضو هر ترتیب، این به است. LF(W;V) در ها Ti j از Έی هر که

میشود. مشخص LF(W;V) ِ عضو

میشود دیده ͳسادِگ به

و یˆند، ͳحقیق ͳی فضا-یِ-خطیها W و V اند، LF(W;V×V) در T2 و T1 گیرم :367 یِ قضیه

صورت این در است. شده تعریف (1433) با و است LF(W×W;V× V) در T

T (0, v) = −(0, 1)T (v, 0), (1435)

اگر تنها و اگر

T1 (0, v) = T2 (v, 0), (1436)

T2 (0, v) = −T1 (v, 0). (1437)

⋆
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نوشت. هم سادِتر یِ ش΋لها این به میشود را (1437) و (1436) و (1435) یِ رابط̃ها

T (i z) = −iT (z). (1438)

T2(z) = T1(i z). (1439)

میئاید. دست به T یِ برا ساده یِ ش΋لها این (1439) با

T (z) = T1(z) + iT1(i z). (1440)

T (z) = −T2(i z) + iT2(z). (1441)

میشود. ͳبدیه (1438) یِ رابطه اینها با

و یˆند، ͳحقیق ͳی فضا-یِ-خطیها W و V اند، LF(W;V×V) در T2 و T1 گیرم :368 یِ قضیه

ی عضو ِ عنوان به T صورت این در است. شده تعریف (1433) با و است LF(W×W;V×V) در T

(1437) و (1436) یِ شرطها V در v هر یِ برا اگر تنها و اگر ست، ͳپادخط F[K(W);K(V)] از

شوند. براورده

⋆

چنین- است. LF(W×W;V× V) ِ عضو Έی LF−[K(W);K(V)] ِ عضو هر که این نتیجه

از Έی هر و نیستند هم از مستقل دˇ-عضو این اما میشود. تعیین LF(W;V × V) ِ عضو دˇ با ی تاب΄

نوشت. دیΎری ِ حسب بر میشود را آنها

است. چنین ͳحقیق یِ فضا Έی یِ مختلط-شده در ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ برا اینها یِ مانسته

یˆند، ͳحقیق ͳی فضا-یِ-خطیها W و V اند، LF(W;V × V) در T2 و T1 گیرم :369 یِ قضیه

ِ عنوان به T صورت این در است. شده تعریف (1433) با و است LF(W ×W;V × V) در T و

V در v هر یِ برا اگر تنها و اگر ست، ͳخط F[K(W);K(V)] از ی عضو

T1 (0, v) = −T2 (v, 0), (1442)

T2 (0, v) = T1 (v, 0). (1443)

⋆
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نوشت. سادِتر ِ ش΋ل این به میشود هم را (1443) و (1442) یِ شرطها

T2(z) = −T1(i z), (1444)

میشود نتیجه آن از که

T (z) = T1(z)− iT1(i z). (1445)

میشود. تعیین LF(W;V) ِ عضو دˇ با ͳپادخط یا ͳخط ِ تاب΄ هر ترتیب، این به

چنین را آن و میدهم نشان z⋆ با را z ِ ِ-مختلط مزدوج- ،[K(V)] در z = (u, v) ِ بردار یِ برا

می΋نم. تعریف

z⋆ = (u,−v). (1446)

باشد. برابر z با z⋆ اگر ست، ͳحقیق z میΎویم

ِ ِ-مختلط مزدوج- یِ مجموعه را آن و میدهم نشان S⋆ با هم را S یِ یΈمجموعه ِ ِ-مختلط مزدوج-

باشد. برابر S با S⋆ اگر ست، ͳحقیق S میΎویم می΋نم. تعریف S یِ اعضا

میشود دیده ͳسادِگ به

باشد، K(V) در z اگر صورت این در ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :370 یِ قضیه

(z⋆)⋆ = z. (1447)

باشد، C در a این بر علاوه اگر

(a z)⋆ = a⋆ z⋆. (1448)

و است K(V) یِ زیرفضا Έی U⋆ باشد K(V) یِ زیرفضا Έی U اگر همچنین،

.

(U⋆)⋆ = U. (1449)

⋆
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را آن و میدهم نشان T ⋆ با را T ِ ِ-مختلط مزدوج- است، LFp[K(W);K(V)] در که T یِ برا

که می΋نم تعریف K(V) یِ دامنه با یِ تاب΄

T ⋆(z) = [T (z⋆)]⋆. (1450)

LFa[K(W);K(V)] یِ ͳحقیق یِ اعضا یِ مجموعه باشد. برابر T با T ⋆ اگر ست، ͳحقیق T میΎویم

یِ ͳحقیق یِ اعضا یِ مجموعه میدهم. نشان RLFa[K(W);K(V)] با را (p یا − یا + با برابر a (با

میدهم. نشان RLF[K(W);K(V)] با هم را LF[K(W);K(V)]

میشود دیده ͳسادِگ به

LFa[K(W);K(V)] در هم T ⋆ اینصورت در است. LFa[K(W);K(V)] در T گیرم :371 یِ قضیه

همچنین، است.

(T ⋆)⋆ = T. (1451)

اگر تنها و اگر است ͳحقیق T سرانجام،

[T (V× {0})] ⊑ (W× {0}), (1452)

[K(V)] در z هر یِ برا اگر آن، با همى˘رز یا

T (z⋆) = [T (z)]⋆. (1453)

⋆

و S یِ ͳخط ِ ترکیب هر صورت این در اند. RLF[K(V);K(V)] در T و S گیرم :372 یِ قضیه

است. RLF[K(V);K(V)] در (S T ) همچنین است. RLF[K(V);K(V)] در ͳحقیق یِ ضریبها با T

است. RLF[K(V);K(V)] در P (T ) آنΎاه باشد، ͳحقیق یِ ضریبها با ͳچندجمل̃ئ Έی P اگر جمله از

⋆

اند: C یِ زیرمجموعه img(f) و dom(f) و است تاب΄ Έی f

که می΋نم تعریف ی تاب΄ را (f ِ ِ-مختلط (مزدوج- f⋆

dom(f⋆) = [dom(f)]⋆. (1454)

(f⋆)(k)(λ) = [f (k)(λ⋆)]⋆. (1455)
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،C ِ هیئت بر P یِ ͳچندجمل̃ئ با متناظر جمله، از باشد. برابر f با f⋆ اگر ست، ͳحقیق f میΎویم

یِ ضریبها ِ ِ-متخلط مزدوج- یˆش ضریبها که می΋نم تعریف ͳی ͳچندجمل̃ئ را P ِ ِ-مختلط مزدوج-

اند. P در متناظر

میشود دیده

صورت این در اند. C یِ زیرمجموعه img(f) و dom(f) گیرم :373 یِ قضیه

(f⋆)⋆ = f. (1456)

⋆

[K(V)] در z هر یِ برا صورت این در است. LFp[K(V),K(V)] در T گیرم :374 یِ قضیه

[P ⋆(T ⋆)](z⋆) = {[P (T )](z)}⋆. (1457)

[K(V)] در z هر یِ برا باشد، RLF[K(V);K(V)] در T اگر جمله از

[P ⋆(T )] z⋆ = {[P (T )] z}⋆. (1458)

⋆

صورت این در است. ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF[K(V);K(V)] در T گیرم :375 یِ قضیه

sem(T ⋆) = [sem(T )]⋆. (1459)

nil(T ⋆) = [nil(T )]⋆. (1460)

،V در z ِ بردار هر با متناظر اثبات:

z⋆ =
∑
λ

(z⋆)λ, (1461)

ترتیب، این به است. eker(T − λ) در (z⋆)λ ِ بردار λ هر یِ برا که

z =
∑
λ

[(z⋆)λ]
⋆, (1462)

میشود دیده است. [eker(T − λ)]⋆ در [(z⋆)λ]⋆ ِ بردار λ هر یِ برا که

[sem(T )]⋆ z = {[sem(T )] z⋆}⋆,
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=

{
[sem(T )]

∑
λ

(z⋆)λ

}⋆

,

=

[∑
λ

λ (z⋆)λ

]⋆
,

=
∑
λ

λ⋆ [(z⋆)λ]
⋆. (1463)

ِ-ساده شبه- [sem(T )]⋆ پس است. [sem(T )]⋆ یِ ویژه-فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V ͳیعن این

رˇشن همچنین، میشود. جابِجا [sem(T )]⋆ با و است پوچ-توان [nil(T )]⋆ میشود دیده ͳسادِگ به است.

که است

T ⋆ = [sem(T )]⋆ + [nil(T )]⋆. (1464)

میدهند. نتیجه را ح΋م اینها

�

است. این بالا یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

صورت این در است. ژُردان-تجزیه-پذیر و است RLF[K(V);K(V)] در T گیرم :376 یِ قضیه

یˆند. ͳحقیق nil(T ) و sem(T )

⋆

همچنین،

است تاب΄ Έی f و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF[K(V);K(V)] در T گیرم :377 یِ قضیه

و است شده تعریف هم f⋆(T ⋆) صورت این در است. شده تعریف f(T ) که

f⋆(T ⋆) = [f(T )]⋆. (1465)

⋆
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است: مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V

و باشد LF−(V;V) در cc اگر است برگشت Έی cc میΎویم

cc2 = 1V. (1466)
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می΋نم. تعریف چنین هم را F(V;V) در Im و Re یِ تابعها

Re =
1

2
(1 + cc). (1467)

Im = − i

2
(1− cc). (1468)

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت، این در است. برگشت Έی cc گیرم :378 یِ قضیه

cc Re = Re. (1469)

Re cc = Re. (1470)

cc Im = Im (1471)

Im cc = −Im. (1472)

باشد، V در v اگر همچنین

Im(v) = Re(−i v). (1473)

v = Re(v) + i Im(v). (1474)

cc(v) = Re(v)− i Im(v). (1475)

⋆

ͳمˇهوم-ِ بخش- و ،ͳحقیق-ِ بخش- ِ-مختلط، مزدوج- یِ تابعها ِ تعمیم Im و Re و cc یِ تابعها

دیده ͳسادِگ به اما نیستند. ی΋تا تابعها این البته َند. مختلط یِ برداری یِ فضاها به مختلط یِ عددها بر

میشود

است. آن یِ پایه Έی e و ست باپایان-بعدی ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :379 یِ قضیه

ِ تعریف با F(V;V) در cc صورت این در

cc(vi ei) = (vi)⋆ ei, (1476)

است. V بر برگشت Έی

⋆
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F[K(V);K(V)] در cc صورت این در ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :380 یِ قضیه

ِ تعریف با

cc(u, v) = (u, v)⋆, (1477)

ان هم که

cc(u, v) = (u,−v) (1478)

است. K(V) بر برگشت Έی است،

⋆

میΎویم. ͳطبیع ِ برگشت برگشت، این به

میشود دیده ͳسادِگ به

Re(V) صورت این در است. V ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا بر برگشت Έی cc گیرم :381 یِ قضیه

تعریف V در که ی ش΋ل به بردارها در ͳحقیق یِ اس΋الرها ِ ضرب با و V در تعریف-شده ِ جم΄ با

ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی شده،

⋆

نیست. ی΋تا cc چون نیست، ی΋تا Re(V) البته میΎویم. V یِ ͳبخش�ِحقیق Re(V) به

است. آن بر برگشت Έی cc و است مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :382 یِ قضیه

با F{K[Re(V)];V} در t صورت این در

t(v) = [Re(v), Im(v)], (1479)

است. K[Re(V)] و V ِ بین Έبه-ی-Έی ِ تناظر Έی

ست. پوشا K[Re(V)] در t که این ِ اثبات میمانَد یΈ-به-یΈاست. t میشود دیده ͳسادِگ به اثبات:

میشود دیده اند. V در w و u که است، [Re(u),Re(w)] ِ ش΋ل به K[Re(V)] ِ عضو هر

t[Re(u) + iRe(w)] = [Re(u),Re(w)], (1480)

ست. پوشا K[Re(V)] در t میدهد نشان که

�

میشود دیده ͳسادِگ به همچنین
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است. K(V′) بر ͳطبیع ِ برگشت cc و ست ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V′ گیرم :383 یِ قضیه

با F{Re[K(V′)];V′} در t صورت این در

t(v′) = (v′, 0), (1481)

است. Re[K(V′)] و V′ ِ بین Έبه-ی-Έی ِ تناظر Έی

⋆

سرانجام،

در T هر با متناظر صورت این در یˆند. ͳحقیق ͳی فضا-یِ-خطیها W′ و V′ گیرم :384 یِ قضیه

V′ در v′ هر یِ برا که هست LF(W′;V′) در T ′ Έی تنها و Έی RLF[K(W′);K(V′)]

T (v′, 0) = T ′ v′, (1482)

هر یِ برا که هست RLF[K(W′);K(V′)] در T Έی تنها و Έی هم LF(W′;V′) در T ′ هر با متناظر و

میئاورˆد. بر را بالا یِ رابطه V′ در v′

ِ اثبات یِ برا بΎیرم. T ′ ِ تعریف را (1482) ست ͳکاف ست: ͳبدیه ح΋م ِ اول ِ بخش اثبات:

میشود دیده میΎیرم. K(V) در را (u′, v′) دوم، ِ بخش

T (u′, v′) = T (u′, 0) + iT (v′, 0),

= [T ′(u′), T ′(v′)], (1483)

است. RLF[K(W′);K(V′)] در T این میشود دیده ͳسادِگ به میشود. ساخته T ′ یِ رو از T آن با که

�

را آنها و میΎویم T یِ ͳحقیق-ِ ش΋ل- و T ′ یِ مختلط-شده ترتیب به بالا، یِ قضیه در T ′ و T به

میدهم. نشان R(T ) و K(T ′) ترتیب به با

یِ فضا Έی آن، یِ مختلط-شده و ͳحقیق یِ فضا Έی یِ رابطه ست، باپایان-بˇعدی فضا ی وقت

تاب΄، آن یِ مختلط-شده و ͳحقیق یِ فضا Έی بر ͳخط ِ تاب΄ Έی آن، یِ ͳحقیق-ِ بخش- و مختلط

بسیار تاب΄ آن یِ ͳحقیق-ِ ش΋ل- و ͳحقیق یِ فضا Έی یِ مختلط�شده بر ͳحقیق یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی و

یِ مجموعه K(V′) باشد، V′ یِ پایه Έی e′ و باشد، ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V′ اگر است. ساده

e′ باشد، RLF[K(W′);K(V′)] ِ عضو Έی T اگر است. مختلط یِ ضریبها با e′ یِ ͳخط یِ ترکیبها
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mat[R(T ); f ′, e′] و ست ͳحقیق mat(T ; f ′, e′) ′Wباشد، یِ پایه Έی f ′ و باشد، V′ یِ پایه Έی

است. برابر آن با

یِ مجموعه V باشد، Re(V) یِ پایه Έی e′ و باشد مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V اگر همچنین،

یˆند، ͳحقیقW′ ′Vو که باشد، LF(W′,V′) در T ′ اگر است. مختلط یِ ضریبها با e′ یِ ͳخط یِ ترکیبها

mat(T ′; f ′, e′) با برابر mat[K(T ′); f ′, e′] باشد، W′ یِ پایه Έی f ′ و باشد، V′ یِ پایه Έی e′

ست. ͳحقیق بنابراین و است،

ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-فرم شبه- 65

ͳحقیق یِ اس΋الرها با و است F(C;V ×W) در g ِ تاب΄ و َند، مختلط ͳی فضا-یِ-خطیها W و V

ست: ͳدˇ-خط

(V×W) در (v, w) هر یِ برا اگر است، (V×W) بر ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-فرم شبه- Έی g میΎویم

g(i v, iw) = g(v, w). (1484)

-ِ دˇ-شبه- صورت این در است. (V×W) بر ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-فرم شبه- Έی g گیرم :385 یِ قضیه

که هستند g2 و g1 یِ ی΋تا یِ فرمها

g = g1 + g2, (1485)

َند. چنین g2 و g1 است. LF−+(C;V,W) در g2 و است LF+−(C;V,W) در g1 که چنان

g1(v, w) =
1

2
g(v, w) +

i

2
g(v, iw), (1486)

g2(v, w) =
1

2
g(v, w)− i

2
g(v, iw). (1487)

را (1485) اینها میشود دیده می΋نم. تعریف (1487) و (1486) ِ ش΋ل به را g2 و g1 اثبات:

دیده است. چنین هم g1 میشود نتیجه ست ͳدˇ-خط ͳحقیق یِ اس΋الرها با g که این از میئاورˆند. بر

میشود

g1(v, iw) =
1

2
g(v, iw)− i

2
g(v, w),

= −i
[
1

2
g(v, w) +

i

2
g(v, iw)

]
, (1488)
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همچنین، ست. ͳپادخط W به نسبت g1 میدهد نشان که

g1(i v, w) =
1

2
g(i v, w) +

i

2
g(i v, iw),

= −1

2
g(v, iw) +

i

2
g(v, w),

= i

[
1

2
g(v, w) +

i

2
g(v, iw)

]
, (1489)

است. مشابه کاملَن هم g2 یِ برا اثبات ست. ͳخط V به نسبت g1 میدهد نشان که

میشود دیده می΋نم. شروع (1485) از ،ͳتای΋ی ِ اثبات یِ برا

g(v, iw) = g1(v, iw) + g2(v, iw),

= −i g1(v, w) + i g2(v, w). (1490)

میشود. نتیجه (1487) و (1486) یِ رابطه�ها (1485) با این ِ ترکیب از

�

دˇ-شبه- لزومˆن ͳیعن نیست، ͳخط-ِ شبه- یˆش ِمئلفها Έت-Έت به نسبت لزومˆن ،ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-فرم شبه-

نیست. ِ-فرم

در g صورت این در است. (V ×W) بر ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-وفرم شبه- Έی g گیرم :386 یِ قضیه

باشد. LF−+(C;V,W) در g یا باشد LF+−(C;V,W) در g اگر تنها و اگر است، LFp p(C;V,W)

g آنΎاه باشد، LF−+(C;V,W) در g یا باشد LF+−(C;V,W) در g اگر که است رˇشن اثبات:

از میΎیرم. LFp p(C;V,W) در را g ع΋س، یِ گزاره ِ اثبات یِ برا است. LFp p(C;V,W) در

میشود نتیجه یˆش مئلف̃ها به نسبت g ِ ِ-خطͳ-بودن شبه-

g(i v, iw) = a b g(v, w), (1491)

میشود نتیجه (1484) با (1491) ِ ترکیب از است. (−i) یا i آنها از Έی هر و َند ثابت b و a که

g(v, w) = a b g(v, w). (1492)

صورت این ِ غیر در ست. ͳبدیه ح΋م باشد، صفر ِ تاب΄ g اگر

a b = 1, (1493)
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برع΋س. یا است، (−i) با برابر b و است i با برابر a یا ͳیعن که

�

g یِ ͳبازتاب ِ ِ-دˇ-فرم شبه- که میشود این 385 یِ قضیه ِ ح΋م با قضیه این ِ ح΋م ِ ترکیب

باشد. صفر ی Έی 385 یِ قضیه در g2 و g1 ِ بین اگر تنها و اگر است، ِ-فرم دˇ-شبه-

ͳرمیتˡا ِ ِ-فرم دˇ-شبه- 66

(u, v) هر یِ برا اگر است V بر ͳرمیتˡا ِ ِ-فرم دˇ-شبه- Έی است LF−+(C;V,V) در که g میΎویم

(V× V) در

g(v, u) = [g(u, v)]⋆. (1494)

ِ-دˇ- شبه- Έی g که است این منظور واق΄ در کرد. ارائه هم LF+− با ی مشابه ِ تعریف میشد

در یا g میدهد نتیجه 386 یِ قضیه صورت این در که باشد، ِ-فرم دˇ-شبه- Έی ضمنَن و ͳبازتاب ِ فرم

را V بر ͳرمیتˡا یِ ِ-فرمها دˇ-شبه- یِ مجموعه است. LF+−(C;V,V) در یا است، LF−+(C;V,V)

میدهم. نشان HLF−+(C;V,V) با

میشود دیده ͳسادِگ به

است. V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی U و است HLF−+(C;V,V) gدر گیرم :387 یِ قضیه

است. HLF−+(C;U,U) در res(g;U,U) صورت این در

⋆

V در v هر یِ برا صورت این در است. HLF−+(C;V,V) در g گیرم :388 یِ قضیه

g(v, v) ∈ R. (1495)

⋆

-ِ دˇ-شبه- یِ برا بود، برقرار متقارن یِ ͳحقیق یِ دˇ-فرمها یِ برا که ͳی ح΋مها از ی خیل یِ مانسته

است. برقرار هم ͳرمیتˡا یِ فرمها

میشود دیده ͳسادِگ به



٣۴٣ � ͳرمیتˡا ِ ِ-فرم دˇ-شبه- 66

صورت این در است. HLF−+(C;V,V) در g گیرم :389 یِ قضیه

[(fc2 g)(v)](u) = {[(fc1 g)(v)](u)}⋆, (1496)

میدهد نتیجه که

ker2(g) = ker1(g). (1266)

⋆

HLF−+(C;V,V) در g اگر نیست. برابر img1(g) با img2(g) نیست: درست (1267) یِ مانسته

یِ زیرمجموعه img2(g) که ی حال در است، V∗
+ ͳیعن LF+(C;V) یِ زیرمجموعه img1(g) باشد،

است. V∗
− ͳیعن LF−(C;V)

ker(g) با را آن و میΎویم g یِ هسته ker1(g) = ker2(g) به باشد، HLF−+(C;V,V) در g اگر

باشد. ͳبدیه ker(g) اگر است نات΋ین g میΎویم میدهم. نشان

اگر تنها و اگر است، صفر g صورت این در است. HLF−+(C;V,V) در g گیرم :390 یِ قضیه

∀ ∈ V : g(v, v) = 0. (1497)

،V در v و u با اثبات:

g(u, v) =
1

2
{g(u+v, u+v)−i g(u+i v, u+i v)+(i−1) [g(u, u)+g(v, v)]}. (1498)

(1497) هم باشد صفر g اگر که است رˇشن است. صفر g باشد درست (1497) اگر میدهد نشان این

است. درست

�

ͳویژِگ این با است، V بر برداری ِ تاب΄ Έی e و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :391 یِ قضیه

که

g(ei, ej) = gi δi j , (1499)

است. خطͳ-مستقل e صورت این در َند. ناصفر همه ها gi که

کنم. حساب را ej و ترکیب این بر g ِ اثر ست ͳکاف است. صفر e از ͳخط ِ ترکیب Έی گیرم اثبات:

َند. صفر ترکیب این یِ ضریبها میشود نتیجه

�
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یِ دامنه با برداری ِ تاب΄ Έی e و است، نات΋ین و HLF−+(C;V,V)است در g گیرم :392 یِ قضیه

صورت این در میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را (1499) که است V بر باپایان

W⊕ [span(e)] = V, (1500)

که

W = {w ∈ V | ∀ i : g(ei, w) = 0]}. (1501)

است. e یِ اعضا ِ تعداد یِ منها dim(V) با برابر dim(W) باشد، باپایان-بˇعدی V اگر جمله از

می΋نم تعریف ،V در v با اثبات:

w = v −
∑
i

g(ei, v)

gi
ei. (1502)

در u گیرم است. span(e) و W ِ ِ-جم΄ حاصل- V پس است. W در w میشود دیده ͳسادِگ به

میشود معلوم g(ej , u) یِ محاسبه با است. (ui ei) ِ ش΋ل به uصورت این در ∩Wاست. [span(e)]

ست. ͳبدیه W ∩ [span(e)] پس است. صفر uj

�

ست. باپایان-بˇعدی V و است نات΋ین و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :393 یِ قضیه

که دارد e یِ پایه Έی V صورت این در

g(ei, ej) = gi δi j , (1270)

َند. ناصفر ها gi یِ همه و

هست e1 ِ بردار Έی است، ناصفر) نتیجه در (و نات΋ین g چون میسازم. استقرا با را e یِ پایه اثبات:

چنان {(i, ei) | i ∈ Nk} است، کوچ΋تر dim(V) از که k یِ برا گیرم نیست. صفر g(e1, e1) که

می΋نم تعریف میئاورˆد. بر Nk در j و i یِ ازا به و ناصفر یِ ها gi با را (1270) که شده ساخته

Vk = span{(i, ei) | i ∈ Nk}. (1271)

Wk = {v ∈ V | ∀ (i ∈ Nk) : g(ei, v) = 0}. (1503)



٣۴۵ � ͳرمیتˡا ِ ِ-فرم دˇ-شبه- 66

صفر هم res(g;Wk,Wk) است. صفر از بزرگتر نتیجه در و است، [dim(V)− k] با برابر dim(Wk)

که هست Wk در ek+1 Έی پس میشد. ker(g) یِ زیرمجموعه Wk میبود چنین اگر چون نیست،

با را (1270) یِ رابطه {(i, ei) | i ∈ Nk+1} بردار، این با میشود دیده نیست. صفر g(ek+1, ek+1)

میشود ͳیعن میشود، کامل استقرا ترتیب این به میئاورˆد. بر Nk+1 در j و i یِ ازا به و ناصفر یِ ها gi

یِ ها gi با را (1270) و است برابر dim(V) با یˆش اعضا ِ تعداد که ساخت V بر برداری ِ تاب΄ Έی

است. پایه بنابراین و خطͳ-مستقل، مجموعه این میدهد نتیجه 391 یِ قضیه میئاورˆد. بر ناصفر

�

با برابر V که است V یِ زیرفضا Έی W و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :394 یِ قضیه

است. نات΋ین res(g;W,W) صورت این در است. [W⊕ ker(g)]

W در w که است، (w + v′) با برابر v میΎیرم. V در را v و ker[res(g;W,W)] در را u اثبات:

پس است. ker(g) در u میدهد نتیجه که است، صفر g(u, v) میشود دیده است. ker(g) در v′ و است

است. صفر u

�

V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :395 یِ قضیه

که دارد e ی پایه Έی

g(ei, ej) = gi δi j , (1270)

است. dim[ker(g)] با برابر gi = 0 با یِ ها i ِ تعداد براورˆد، را (1270) که e یِ پایه هر یِ برا و

پس است، نات΋ین res(g;W,W) باشد. [W ⊕ ker(g)] با برابر V که میΎیرم چنان را W اثبات:

ان هم ker(g) یِ پایه Έی با پایه این ِ اجتماع میئاورˆد. بر ناصفر یِ ها gi با را (1270) که دارد ای پایه

است. دلخاه یِ پایه

ͳسادِگ به میΎیرم. V در را v = (vi ei) میئاورˆد. بر را (1270) که میΎیرم V یِ پایه Έی را e

ͳیعن این باشد. صفر vi باشد ناصفر gi که i هر یِ ازا به اگر تنها و اگر است، ker(g) در v میشود دیده

است. dim[ker(g)] با برابر gi = 0 با یِ ها i ِ تعداد پس است، span{ei | gi = 0} با برابر ker(g)

�

میئاورˆد، بر را (1270) که خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی e و باشد HLF−+(C;V,V) در g اگر
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e و باپایان-بˇعدی V این بر علاوه اگر میΎویم. (g با (متناظر متعامد ِ خطͳ-مستقل ِ تاب΄ Έی e به

g ِ قطریΎر یِ پایه Έی e یا است، (g با (متناظر متعامد یِ پایه Έی e میΎویم باشد، آن یِ پایه Έی

میΎویم. (e یِ پایه (در g یِ قطری یِ عنصرها ها gi به ست. قطری پایه این در g میΎویم یا است.

است: HLF−+(C;V,V) در g

V در v هر یِ برا اگر است، ِ-معین-مثبت شبه- g میΎویند

g (v, v) ≥ 0. (1276)

باشد. نات΋ین و ِ-معین-مثبت شبه- g اگر است، معین-مثبت g میΎویند

و اگر است، معین-مثبت g صورت این در است. HLF−+(C;V,V) در g گیرم :396 یِ قضیه

V در ناصفر یِ v هر یِ برا اگر تنها

g (v, v) > 0. (1277)

است. معین-مثبت g باشد، برقرار (1277) ناصفر یِ v هر یِ برا اگر که است رˇشن اثبات:

هر یِ برا میشود نتیجه است. صفر g (v, v) که ست ی بردار v و است، معین-مثبت g گیرم حالا

،(R× V) در (α, u)

α2 g (u, u) + 2α g (u, v) = g (v + αu, v + αu),

≥ 0. (1278)

میدهد نتیجه این

g(u, v) + g(v, u) = 0. (1504)

میشود نتیجه میΎذارم. را (iu) ِ بردار u یِ جا به رابطه این در

i [−g(u, v) + g(v, u)] = 0, (1505)

v نتیجه در و است، ker(g) در v ͳیعن است، صفر g(u, v) میشود معلوم (1504) با آن ِ ترکیب از که

است. برقرار (1277) نباشد صفر v اگر پس است. صفر

�

میشود دیده ͳسادِگ به ،320 یِ قضیه با متناظر
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g صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :397 یِ قضیه

باشد، g ِ قطریΎر که e یِ پایه هر با متناظر اگر تنها و اگر است، (معین-مثبت) ِ-معین-مثبت شبه-

باشند. (مثبت) ͳنامنف g یِ قطری یِ عنصرها

⋆

است: HLF−+(C;V,V) در g

ست، ͳمعین-منف g میΎویند باشد. ِ-معین-مثبت شبه- (−g) اگر ست، ͳمعین-منف-ِ شبه- g میΎویند

یا ͳمعین-منف یِ g یِ برا 397 و 396 یِ قضیِها یِ مانسته که است رˇشن باشد. معین-مثبت (−g) اگر

َند. درست هم ͳمعین-منف-ِ شبه-

میشود دیده ͳسادِگ به 324 تا 321 یِ قضیِها با متناظر سرانجام،

است، HLF−+(C;V,V) در g گیرم :398 یِ قضیه

V = V0 ⊕ V+ ⊕ V−, (1280)

ست، ͳمعین-منف res(g;V−,V−) است، معین-مثبت res(g;V+,V+) است، ker(g) یِ V0زیرفضا

و است نات΋ین res(g;V+ ⊕ V−,V+ ⊕ V−) صورت این در است. صفر res(g;V+,V−) و

V0 = ker(g). (1281)

res(g;V0 ⊕ V−,V0 ⊕ V−) است، ِ-معین-مثبت شبه- res(g;V0 ⊕ V+,V0 ⊕ V+) همچنین

است. صفر res(g;V+,V0 ⊕ V−) و ست، ͳمعین-منف-ِ شبه-

⋆

است، HLF−+(C;V,V) در g گیرم :399 یِ قضیه

V = V+ ⊕ V−, (1283)

V = V′
+ ⊕ V′

−, (1284)

شبه- res(g;V′
−,V′

−) و res(g;V−,V−) َند، معین-مثبت res(g;V′
+,V′

+) و res(g;V+,V+)

LF(V′
+;V+) صورت این در َند. صفر res(g;V′

+,V′
−) و res(g;V+,V−) و یˆند، ͳمعین-منف-ِ

V′
+ و V+ از اگر دارد. Έبه-ی-Έی ِ یΈعضو هم LF(V′

−;V−) و دارد Έبه-ی-Έی ِ یΈعضو

باپایان-بˇعدی ی Έی V′
− و V− از اگر است. ی΋ریخت V+ با V′

+ آنΎاه باشد، باپایان-بˇعدی ی Έی
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است. ی΋ریخت V− با V′
− آنΎاه باشد،

⋆

صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :400 یِ قضیه

که هستند ی V− و V+ یِ فضاها

V = [ker(g)]⊕ V+ ⊕ V−, (1287)

صفر res(g;V+,V−) و ست، ͳمعین-منف res(g;V−,V−) است، معین-مثبت res(g;V+,V+) که

ندارند). ͳΎ̃بست V− و V+ ِ انتخاب (به یˆند ی΋تا dim(V−) و dim(V+) است.

⋆

ست: باپایان-بˇعدی V و است HLF−+(C;V,V) در g

می΋نم تعریف

snt0(g) = dim[ker(g)]. (1401)

snt+(g) = dim(V+). (1290)

snt−(g) = dim(V−). (1291)

[snt0(g); snt+(g), snt−(g)] به رفتند. کار به 400 یِ قضیه در که یˆند ͳی زیرفضاها ان −Vهم +Vو

میدهم: نشان snt(g) با را آن و میΎویم g ِ نشانΎان

snt(g) = [snt0(g); snt+(g), snt−(g)]. (1292)

میΎویم: g ِ نشانΎان [snt+(g), snt−(g)] به و است صفر snt0(g) باشد، نات΋ین g اگر

snt(g) = [snt+(g), snt−(g)]. (1293)

است. این 400 یِ قضیه یِ ساده یِ نتیجه Έی

V صورت این در ست. باپایان-بˇعدی V و است HLF−+(C;V,V) در g گیرم :401 یِ قضیه

(−1) یا 1 یا 0 پایه آن در g یِ قطری یِ عنصرها از Έی هر و ست قطری آن در g که دارد e یِ پایه Έی

ͳΎ̃بست ست) قطری آن در g البته (که پایه به هم ͳمنف یا مثبت، صفر، یِ قطری یِ عنصرها ِ تعداد است.

ندارد.

⋆
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است: HLF−+(C;V,V) در g

(±1) یا صفر ها g(ei, ei) یِ همه و باشد متعامد (g با (متناظر که e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ به

باپایان-بˇعدی V اگر میΎویم. (g با (متناظر ی΋ه-متعامد ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ Έی باشند

یِ پایه Έی باشند (±1) یا صفر ها g(ei, ei) یِ همه و باشد متعامد (g با (متناظر که e یِ پایه به باشد،

میΎویم. (g با (متناظر ی΋ه-متعامد

ͳدرون ِ ضرب 67

است: مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V

باشد. نات΋ین g و باشد HLF−+(C;V,V) در g اگر است (V (بر ͳدرون ِ ِ-ضرب یΈشبه- g میΎویم

باشد. معین-مثبت g و باشد HLF−+(C;V,V) در g اگر است (V (بر ͳدرون ِ ضرب Έی g میΎویم

به آن، بر g یِ (ͳدرون ِ (ضرب ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- و V ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا با متناظر

(V, g) به را بˇعد) و پایه جمله (از V یِ ویژِگیها میΎویم. (ͳان΋ی) ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی (V, g)

Έمتری-ِ شبه- g به میدهم. نشان هم V ِ خُد با را (V, g) باشد، معلوم g که ͳی جا میدهم. نسبت هم

میΎویم. V ِ (Έمتری)

میشود دیده ͳسادِگ به

Έی g صورت این در است. V ِ مختلط یِ فضا بر ͳدرون ِ ضرب Έی g گیرم :402 یِ قضیه

ست. ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی ͳان΋ی یِ فضا هر یا، است. V بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه-

⋆

(متناظر متعامد یِ برداری ِ تاب΄ Έی e و ست ͳان΋ی-ِ شبه- یِ یΈفضا (V, g) گیرم :403 یِ قضیه

با برابر v ِ بردار هر یِ برا صورت این در نیست. صفر i ِ مقدار Ϳهی یِ ازا به g(ei, ei) که است (g با

،(vi ei)

vi =
1

g(ei, ei)
g(ei, v). (1506)
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میشود دیده اثبات:

g(ej , v) = vi g(ej , ei),

= vj g(ej , ej), (1507)

میدهد. نتیجه را ح΋م که

�

ست: ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی (V, g)

Έی بر v ِ بردار میΎویم باشد. صفر g(u, v) اگر َند، عمود هم بر اند V در که v و u میΎویم

S یِ زیرمجموعه دˇ میΎویم باشد. عمود S یِ اعضا یِ همه بر v اگر است، عمود V از S یِ زیرمجموعه

باشد. عمود S′ یِ بردارها از Έی هر بر S یِ بردارها از Έی هر اگر َند، عمود هم بر V از S′ و

S⊥ با را S بر عمود یِ مجموعه ،V از S یِ زیرمجموعه و (V, g) یِ ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا با متناظر

می΋نم تعریف چنین را آن و میدهم نشان

S⊥ = {v ∈ V | ∀ u ∈ S : g(v, u) = 0}. (1508)

میشود دیده ͳسادِگ به َند. عمود S بر که ست ͳی بردارها یِ همه یِ مجموعه S⊥

این در است. V یِ زیرمجموعه Έی S و ست ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی V گیرم :404 یِ قضیه

است. V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی S⊥ صورت

⋆

V یِ زیرفضا Έی U و ست باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی V گیرم :405 یِ قضیه

صورت این در است.

dim(U⊥) = dim(V)− dim(U). (1509)

ست. ͳبدیه یِ هسته با ͳپادخط ِ تاب΄ Έی (fc1 g) میدهم. نشان g با را V ِ Έمتری-ِ شبه- اثبات:

میشود دیده است. dim(U) با برابر dim[(fc1 g)(U)] پس

U⊥ = [(fc1 g)(U)]c. (1510)

است. {dim(V) − dim[(fc1 g)(U)]} با برابر dim{[(fc1 g)(U)]c} میشود نتیجه 119 یِ قضیه از

است. [dim(V)− dim(U)] با برابر dim(U⊥) پس
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�

V یِ زیرفضا Έی U و ست باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِِ شبه- یِ فضا Έی V گیرم :406 یِ قضیه

صورت این در است.

(U⊥)⊥ = U. (1511)

نتیجه هم 405 یِ قضیه از است. (U⊥)⊥ یِ زیرفضا U میشود دیده (U⊥)⊥ ِ تعریف از اثبات:

میشود

dim[(U⊥)⊥] = dim(V)− dim(U⊥),

= dim(U). (1512)

است. برابر U با (U⊥)⊥ پس

�

از ͳی زیرفضا-یِ-خطیها U′ و U و ست ͳان΋ی-ِ شبه- یِ فضا Έی (V, g) گیرم :407 یِ قضیه

res(g;U,U)صورت این در َند. عمود هم بر U′ و U و ست آنها ِ ِ-جم΄ حاصل- V که چنان اند، V

است. U بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی

ثابت ست ͳکاف است. HLF−+(C;U,U) در res(g;U,U) میشود دیده 387 یِ قضیه از اثبات:

یِ بردارها V در v هر با متناظر میΎیرم. ker[res(g;U,U)] در را w است. نات΋ین res(g;U,U) شود

میشود دیده است. (u+ u′) با برابر v که هستند U′ در u′ و U در u

g(w, v) = g(w, u) + g(w, u′),

= 0, (1513)

ست. ͳبدیه ker[res(g;U,U)] ͳیعن است، صفر w پس است. ker(g) در w میدهد نتیجه که

�

میشود دیده ͳسادِگ به 396 یِ قضیه از استفاده با همچنین،

صورت این در است. V یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی (V, g) گیرم :408 یِ قضیه

است. U بر ͳدرون ِ ضرب Έی res(g;U,U)
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⋆

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

صورت این در است. V یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی (V, g) گیرم :409 یِ قضیه

ست. ͳان΋ی [U, res(g;U,U)]

⋆

َش Έمتری که می΋نم رفتار ͳان΋ی یِ فضا Έی ِ مثل V از U یِ زیرفضا هر با باشد، ͳان΋ی (V, g) اگر

میدهم. نشان U ِ خُد با سادِتر را [U, res(g;U,U)] و است، res(g;U,U)

است. خطͳ-مستقل و است F(V;Nn) در e و ست ͳان΋ی یِ یΈفضا (V, g) گیرم :410 یِ قضیه

،Nn در k هر یِ برا و است خطͳ-مستقل که هست F(V;Nn) در f Έی صورت این در

span[res(f ;Nk)] = span[res(f ;Nk)], (1514)

،j و i هر یِ برا و

g(fi, fj) = δi j . (1515)

مثبت g(e1, e1)پس است. خطͳ-مستقل e چون نیست، صفر e1 میسازم. ͳاستقرای را ها fi اثبات:

می΋نم تعریف است.

f1 =
1√

g(e1, e1)
e1. (1516)

شده ساخته res(f ;Nm) گیرم حالا َند. برقرار res(f ;N1) یِ برا قضیه یِ ح΋مها f1 با که است رˇشن

می΋نم تعریف میئاورˆد. بر را قضیه یِ ح΋مها و

f ′
m+1 = em+1 −

m∑
i=1

g(fi, em+1) fi. (1517)

پس است. Έی آن در em+1 ِ ضریب که است، res(e;Nm+1) از ͳخط ِ ترکیب Έی راست ِ طرف

می΋نیم تعریف نیست. صفر g(f ′
m+1, f

′
m+1) نتیجه در و نیست صفر f ′

m+1

fm+1 =
1√

g(f ′
m+1, f

′
m+1)

f ′
m+1. (1518)

در fm+1 میشود دیده همچنین است. برقرار res(f ;Nm+1) با (1515) میشود دیده ͳسادِگ به
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و است span[res(e;Nm+1)]

em+1 =
√
g(f ′

m+1, f
′
m+1) fm+1 +

m∑
i=1

[g(fi, em+1)] fi. (1519)

span[res(f ;Nm+1)] با (1514) میشود معلوم اینجا از است. span[res(f ;Nm+1)] در em+1 پس

یِ اعضا ِ تعداد با f یِ اعضا ِ تعداد که میشود نتیجه این از هم f ِ خطͳ-مستقل-بودن است. برقرار

است. خطͳ-مستقل e و است، برابر span(e) با span(f) است، برابر e

�

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

در است. V یِ باپایان-بˇعدی یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی V گیرم :411 یِ قضیه

دارد. ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی U صورت این

⋆

کار به خطͳ-مستقل یِ مجموعه Έی ِ ی΋ه-متعامد-کردن یِ برا 410 یِ قضیه در که ی روش به

میΎویند. شْمیت گْرام�ــ� ِ روش رفت،

صورت، این در است. V یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی V گیرم :412 یِ قضیه

U ∩ U⊥ = {0}. (1520)

است، صفر g(v, v) باشد، (U∩U⊥) در v اگر میشود دیده میدهم. نشان g با را V ِ Έمتری اثبات:

است. صفر v میدهد نتیجه که

�

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

V که چنان است، V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی V گیرم :413 یِ قضیه

است. U⊥ و U ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V صورت این در است. U⊥ و U ِ ِ-جم΄ حاصل-

⋆

است. V یِ باپایان-بˇعدی یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی V گیرم :414 یِ قضیه

است. (U⊕ U⊥) با برابر V صورت، این در

میشود. نتیجه 392 یِ قضیه از ح΋م میΎیرم. U یِ برا ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی را e اثبات:

�
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چنان است، V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی (V, g) گیرم :415 یِ قضیه

می΋نم. تعریف چنین را F(R;U) در f ِ تاب΄ V در v با متناظر است. U⊥ و U ِ ِ-جم΄ حاصل- V که

f(u) = g(v − u, v − u). (1521)

می΋ند. کمینه را f که هست U در بردار Έی فقط و Έی صورت این در

دیده است. (v′ + v′′) با برابر v که چنان هستند، U⊥ در v′′ و U در v′ یِ ی΋تا یِ بردارها اثبات:

میشود

f(u) = g(v′ − u+ v′′, v′ − u+ v′′),

= g(v′ − u, v′ − u) + g(v′′, v′′),

= g(v′ − u, v′ − u) + f(v′). (1522)

g(v′−u, v′−u) استکه این با همى˘رز f(v′) با f(u) یِ برابری و است، f(v′) از ناکوچ΋تر f(u)پس

است. v′ ان هم u که این ͳیعن است، صفر

�

ِ ِ-جم΄ حاصل- V که چنان است، U یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی که U و ست ͳان΋ی یِ فضا Έی (V, g)

است: U⊥ و U

v ِ قائم ِ تصویر میΎویم. U بر v ِ قائم ِ تصویر می΋ند کمینه را g(v − u, v − u) که U در u آن به

میدهم. نشان PJ⊥
U (v) با را U بر

میشود دیده ͳسادِگ به

که چنان است، V یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی U و ست ͳان΋ی یِ یΈفضا (V, g) گیرم :416 یِ قضیه

ِ تصویر و V یِ دامنه با ͳخط ِ اف΋نش Έی PJ⊥
U صورت این در است. U⊥ و U ِ ِ-جم΄ حاصل- V

است: U⊥ اَش هسته که است، U

PJ⊥
U = PJ U,U⊥, (1523)

باشد V در v اگر و

g[PJ⊥
U (v), v − PJ⊥

U (v)] = 0. (1524)
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⋆

میشود دیده ͳسادِگ به همچنین،

یِ باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ زیرفضا Έی U ست، ͳان΋ی یِ فضا Έی (V, g) گیرم :417 یِ قضیه

باشد، V در v اگر صورت این در است. U ِ ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی e و است، V

PJ⊥
U (v) =

∑
i

[g(ei, v)] ei. (1525)

⋆
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ست: ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V

باشد. نات΋ین g و باشد SLF(R;V,V) در g اگر است (V (بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی g میΎویم

باشد. معین-مثبت g و باشد SLF(R;V,V) در g اگر است (V (بر ͳدرون ِ ضرب Έی g میΎویم

به آن، بر g یِ (ͳدرون ِ (ضرب ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- و V یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا با متناظر

به را بˇعد) و پایه جمله (از V یِ ویژِگیها میΎویم. (ͳاقلیدس) ͳاقلیدس-ِ شبه- یِ فضا Έی (V, g)

میدهم. نشان هم V ِ خُد با را (V, g) باشد، معلوم g که ͳی جا میدهم. نسبت هم (V, g)

میشود دیده 402 با مشابه

Έی g صورت این در است. V یِ ͳحقیق یِ فضا بر ͳدرون ِ ضرب Έی g گیرم :418 یِ قضیه

ست. ͳاقلیدس-ِ شبه- یِ فضا Έی ͳاقلیدس یِ فضا هر یا، است. V بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه-

⋆

ست: ͳاقلیدس-ِ شبه- یِ فضا Έی (V, g)

باشد. صفر g(u, v) اگر َند، عمود هم بر اند V در که v و u میΎویم ،ͳان΋ی یِ فضاها با مشابه کاملَن

باشد. عمود S یِ اعضا یِ همه بر v اگر است، عمود V از S یِ زیرمجموعه Έی بر v ِ بردار میΎویم

یِ بردارها از Έی هر بر S یِ بردارها از Έی هر اگر َند، عمود هم Vبر از S′ و S یِ زیرمجموعه دˇ میΎویم

یِ همه یِ مجموعه را آن و میدهم نشان S⊥ با را S بر عمود یِ مجموعه ، همچنین، باشد. عمود S′

َند. عمود S بر که می΋نم تعریف ͳی بردارها
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است: V بر متقارن ِ دˇ-فرم Έی g

که می΋نم تعریف F{C; [K(V)]× [K(V)] از ی عضو را H(g)

[H(g)][(u1, v1), (u2, v2)] = g(u1, u2)+ g(v1, v2)+ i [g(u1, v2)− g(v1, u2)]. (1526)

میشود دیده ͳسادِگ به میΎویم. g یِ اˡرمیتͳ-شده H(g) به

HLF−+[C;K(V),K(V)] اینصورتH(g)در در است. SLF(R;V,V) در g گیرم :419 یِ قضیه

ِ ِ-ضرب شبه- Έی g اگر تنها و اگر است، K(V) بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی H(g) همچنین است.

بر ͳدرون ِ ضرب Έی g اگر تنها و اگر است، K(V) بر ͳدرون ِ ضرب Έی H(g) و باشد؛ V بر ͳدرون

باشد. V

⋆

ِ ضرب و ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- یِ برا 417 تا 403 یِ قضیِها یِ مانسته میشود دیده ͳسادِگ به

به مربوط یِ ح΋مها که است این اثبات یِ ساده ِ روش Έی َند. برقرار هم ͳحقیق یِ فضاها بر ͳدرون

تحقیق فقط و رود؛ کار به فضا یِ مختلط-شده و ،ͳدرون ِ ضرب و ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- یِ اˡرمیتͳ-شده

یِ ͳخط یِ فضاها ان هم در بردارها یِ همه یˆند، ͳحقیق اس΋الرها یِ همه ͳنهای یِ نتیجه در که شود

را نتیجه ͳیعن) شده ظاهر اولیه یِ ͳدرون ِ ضرب یا ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- ِ خُد و اند، اولیه یِ ͳحقیق

در مثلَن نوشت). ͳدرون ِ ضرب یا ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- ِ خُد و اولیه یِ فضاها ِ حسب بر میشود

میشود مختلط-شدِها ِ حسب بر ح΋م ،403 یِ قضیه

vi =
1

[H(g)](ei, ei)
[H(g)](ei, v). (1527)

گذاشت. را g ِ خُد میشود بالا یِ رابطه در H(g) یِ جا به اند، V یِ اعضا v و ei چون اما
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این در یˆند. باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضاها (W, gW) و (V, gV) گیرم :420 یِ قضیه

که هست LF(V;W) در T † ِ نΎاشت Έی LF(W;V) در T هر با متناظر صورت

∀ (v, w) ∈ (V×W) : gV(T
† w, v) = gW(w, T v). (1528)

و ست ی΋تا نΎاشت این

T † = (fc1 gV)
−1 T ∗ (fc1 gW). (1529)

ِ تاب΄ Έی (fc1 gV) که میشود دیده البته است. 334 یِ قضیه ِ اثبات ِ شبیه کاملَن اثبات اثبات:

ست. ͳخط ِ تاب΄ Έی َش مقدار که ست ͳپادخط

�

میشود (1529) یِ ͳمئلف̃ئ ِ ش΋ل میΎیرم. W یِ پایه Έی را f و V یِ پایه Έی را e

[gV(ej , ei)] [(T
†)ja]

⋆ = [gW(fa, fb)]T
b
i, (1530)
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یا

[gV(ei, ej)] (T
†)ja = [gW(fb, fa)] (T

b
i)

⋆. (1531)

یند: باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضاها (W, gW) و (V, gV)

میΎویند. T یِ ͳرمیتˡا ِ مزدوج (1528) در T † یِ ͳخط ِ نΎاشت به ،LF(W;V) در T با متناظر

است. ساده بسیار متقارن) یِ دˇ-فرمها یِ برا 344 تا 335 یِ (مانست̃ها 430 تا 421 یِ قضیِها ِ اثبات

است. LF(W;V) در T و یˆند باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه�- ͳی Wفضاها و V گیرم :421 یِ قضیه

صورت، این در

(T †)† = T. (1532)

⋆

LF(W;V) در S و T یˆند، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه�- ͳی فضاها W و V گیرم :422 یِ قضیه

صورت، این در َند. اس΋الر β و α و اند،

(αS + β T )† = α⋆ S† + β⋆ T †. (1533)

⋆

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :423 یِ قضیه

(1V)
† = 1V. (1534)

⋆

LF(V;U) در S یˆند، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضاها W و V و U گیرم :424 یِ قضیه

صورت، این در است. LF(W;V) در T و است،

(T S)† = S† T †. (1535)

⋆

است LF(W;V) در T و یˆند، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی Wفضاها و V گیرم :425 یِ قضیه

و است وارون-پذیر هم T † صورت این در است. وارون-پذیر و

(T †)−1 = (T−1)†. (1536)

⋆
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در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :426 یِ قضیه

صورت، این

det(T †) = [det(T )]⋆. (1537)

باشد. T † ِ ویژه-مقدار λ⋆ اگر تنها و اگر است T ِ ویژه-مقدار λ همچنین،

⋆

در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :427 یِ قضیه

صورت، این

∀ (λ, l) : null[(T − λ)l] = null[(T † − λ⋆)l], (1538)

جمله، از

dim[eker(T † − λ⋆)] = dim[eker(T − λ)]. (1539)

و است پوچ-توان هم N† باشد، پوچ-توان و باشد LF(V;V) در N اگر همچنین،

np(N) = np(N†). (1540)

⋆

ِ ویژه-بردار Έی v ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا (V, g) گیرم :428 یِ قضیه

با µ و است، µ با متناظر T † یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی u است، λ با متناظر T یِ تعمیم-یافته

صورت، این در نیست. برابر λ⋆

g(u, v) = 0. (1541)

⋆

است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا (V, g) گیرم :429 یِ قضیه

صورت، این در

sem(T †) = [sem(T )]†. (1542)

nil(T †) = [nil(T )]†. (1543)
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باشد: T ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} اگر

T eλ,r,s,j = λ eλ,r,s,j + eλ,r,s−1,j , (1358)

است: T † ِ ژُردانیΎر یِ پایه Έی {[(λ, r, s, j), (fc1 g)−1 eλ,r,r−s,j ] | (λ, r, s, j)}

T † [(fc1 g)
−1 eλ,r,s,j ] = λ [(fc1 g)

−1 eλ,r,s,j ]

+ [(fc1 g)
−1 eλ,r,s+1,j ], (1544)

است. {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} ِ دˇگان {[(λ, r, s, j), eλ,r,s,j ] | (λ, r, s, j)} که

⋆

U و است، LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :430 یِ قضیه

است. T † یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی U⊥ صورت این در است. T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی

⋆

این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان�بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :431 یِ قضیه

آنΎاه باشد، T ِ تاب΄ Έی f(T ) اگر صورت

f(T †) = [f⋆(T )]†, (1545)

f (k) اگر تنها و اگر اند شده تعریف λ در میشوند، وارد f⋆ ِ تعریف در که ͳی ها f⋆(k) از Έی هر که

و باشد، شده تعریف λ⋆ در

∀ (k, λ) : f⋆(k)(λ) = [f (k)(λ⋆)]⋆. (1546)

T یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی یˆش مقدارها از Έی هر که میΎیرم V یِ پایه Έی را e اثبات:

{(i, ei) | i} با را e ِ دˇگان است. λi = λi ِ برابر ei با متناظر ِ ویژه-مقدار i هر یِ ازا به که چنان است،

هر که ست ای پایه {[i, (fc1 g)−1 ei] | i} میدهم. نشان g با را V ِ Έمتری-ِ شبه- میدهم. نشان

با متناظر [(fc1 g)−1 ei] که چنان است، T † یِ تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار Έی یˆش مقدارها از Έی
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میشود دیده است. {[i, (fc1 g)∗ ei] | i} پایه این ِ دˇگان است. λi⋆ ِ ویژه-مقدار

[(fc1 g)
∗ ei]{[f(T †)] (fc1 g)

−1 ej}

= [(fc1 g)
∗ ei]

{[∑
k

f (k)(λj⋆)

k!
(N†)k

]
(fc1 g)

−1 ej

}
, (1547)

= [(fc1 g)
∗ ei]

{
(fc1 g)

−1

[∑
k

f⋆(k)(λj)

k!
(N∗)k

]
ej

}
, (1548)

=

{[∑
k

f⋆(k)(λj)

k!
(N∗)k

]
ej

}
(ei), (1549)

= ej

{[∑
k

f⋆(k)(λj)

k!
Nk

]
ei

}
, (1550)

= ej

{[∑
k

f⋆(k)(λi)

k!
Nk

]
ei

}
, (1551)

= ej{[f⋆(T )] ei}, (1552)

= {[f⋆(T )]∗ ej}(ei), (1553)

= [(fc1 g)
∗ ei]{(fc1 g)−1[f⋆(T )]∗ ej}, (1554)

= [(fc1 g)
∗ ei]{[f⋆(T )]† (fc1 g)

−1 ej}, (1555)

میدهد. نشان را ح΋م که

�
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است: LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V

اگر است بهنجار T میΎویند

T T † = T † T. (1556)

میشود دیده ͳسادِگ به

این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :432 یِ قضیه
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باشد. بهنجار T † اگر تنها و اگر است، بهنجار T صورت

⋆

T † با و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی-ِ شبه- ͳی فضا V گیرم :433 یِ قضیه

است. T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی U⊥ صورت این در است. T یِ ویژه-فضا Έی U و میشود، جابِجا

میشود دیده میΎیرم. U در را u اثبات:

(T † u) ∈ U, (1557)

میΎیرم. U⊥ در را w میدهم. نشان g با را V ِ Έمتری-ِ شبه- میشود. جابِجا T با T † چون

g(u, T w) = g(T † u,w),

= 0, (1558)

است. U⊥ در (T w) میدهد نشان که

�

است، بهنجار و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :434 یِ قضیه

صورت، این در است. T † و T یِ ناوردا یِ زیرفضا Έی U و

[res(T ;U)]† = res(T †;U). (1559)

است. بهنجار res(T ;U) همچنین،

نتیجه هم 408 از است. LF(U;U) در res(T ;U) میدهم. نشان g با را V یِ ͳدرون-ِ ضرب- اثبات:

از آن ِ ِ-ضرب حاصل- و [res(T ;U)]† بنابراین است. U بر ͳدرون ِ ضرب Έی res(g;U,U) میشود

در را v و u است. LF(U;U) در res(T †;U) همچنین است. خُش-تعریف [res(T ;U)] در طرف هر

میشود دیده میΎیرم. U

[res(g;U,U)]{[res(T ;U)]† u, v} = [res(g;U,U)]{u, [res(T ;U)] v},

= g(u, T v),

= g(T † u, v),

= g{[res(T †;U)]u, v},
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= [res(g;U,U)]{[res(T †;U)]u, v}. (1560)

میدهد. نتیجه را (1559) یِ رابطه res(g;U,U) ِ نات΋ین-بودن با همراه رابطه، این

هم، ح΋م یِ باقͳ-مانده ِ اثبات یِ برا

[res(T ;U)]† [res(T ;U)] = [res(T †;U)] [res(T ;U)],

= res(T † T ;U),

= res(T T †;U),

= [res(T ;U)] [res(T †;U)],

= [res(T ;U)] [res(T ;U)]†. (1561)

�

است، بهنجار و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :435 یِ قضیه

صورت، این در است. T یِ ویژه-فضا Έی U و

[res(T ;U⊥)]† = res(T †;U⊥). (1562)

است. بهنجار res(T ;U⊥) همچنین،

ترتیب، این به است. T † و T ترتیب به یِ ناوردا یِ ⊥UیΈزیرفضا میشود نتیجه 430 و 433 از اثبات:

میشود. نتیجه 434 یِ قضیه از ح΋م

�

است. بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :436 یِ قضیه

T † ِ ویژه-بردار Έی u آنΎاه باشد، λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T ِ ویژه-بردار Έی u اگر صورت این در

است. λ⋆ ِ ویژه-مقدار با متناظر

میشود دیده میΎیرم. U در را v و میدهم، نشان U با را ker(T − λ) و ، g با را V ِ Έمتری اثبات:

[res(g;U,U)](T † u, v) = [res(g;U,U)](u, T v),

= λ[res(g;U,U)](u, v),

= [res(g;U,U)][(λ⋆ u), v]. (1563)
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میشود نتیجه است، نات΋ین [res(g;U,U)] که این با هم�راه رابطه این از

T † u = λ⋆ u. (1564)

�

بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ̥ͳی فضا V گیرم :437 یِ قضیه

است. ِ-ساده شبه- T صورت این در است.

گیرم است. ͳبدیه ح΋م باشد یΈ-بˇعدی V اگر میدهم. انجام dim(V) بر استقرا با را اثبات اثبات:

Έی ِ-کم دست- T میΎیرم. n)-بˇعدی + 1) را V است. درست n از نابزرگتر یِ بˇعدها یِ برا ح΋م

U⊥ ِ بˇعد و بهنجار، res(T ;U⊥) مینامم. U را ویژه�مقدار این با متناظر یِ ویژه-فضا دارد. ویژه-مقدار

ست. ͳقطری-شدن T نتیجه در و ست، ͳقطری-شدن res(T ;U⊥) پس است. n از نابزرگتر

�

است، بهنجار و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :438 یِ قضیه

َند. عمود هم بر ker(T − µ) و ker(T − λ) صورت این در َند. متمایز µ و λ و

هستند [ker(T −µ)]⊥ در w و ker(T −µ) در v یِ بردارها میΎیرم. ker(T − λ) در را u اثبات:

که

u = v + w. (1565)

میشود دیده

λ (v + w) = T (v + w),

= µ v + T w, (1566)

یا

(λ− µ) v = T w − λw. (1567)

نتیجه و َند صفر دˇ-طرف پس است. ker(T −µ) در چپ ِ طرف و [ker(T −µ)]⊥ در راست ِ طرف

است. عمود ker(T − µ) بر u ͳیعن است. صفر v میشود

�
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است. این 411 و ،438 ،437 یِ قضیِها یِ ساده یِ نتیجه Έی

بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :439 یِ قضیه

می΋ند. قطری را T که دارد ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی V صورت این در است.

⋆

همچنین،

ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :440 یِ قضیه

بهنجار T صورت این در َند. عمود برهم T ِ متمایز یِ ویژه-مقدارها با متناظر یِ ویژه-فضاها و است،

است.

λ هر یِ ازا به که هست {vλ | λ} و {uλ | λ} یِ مجموعه دˇ میΎیرم. V در را v و u اثبات:

ِ مجموع v و ها uλ ِ مجموع u و است λ ِ ویژه-مقدار با متناظر T یِ ویژه-فضا در vλ و uλ یِ بردارها

میشود دیده میدهم. نشان g با را V ِ Έمتری ست. ها vλ

g(T † u, v) = g(u, T v),

=
∑
λ,µ

µ g(uλ, vµ),

=
∑
λ

λ g(uλ, vλ),

=
∑
λ,µ

λ g(uλ, vµ),

=
∑
λ

λ g(uλ, v),

= g

(∑
λ

λ⋆ uλ, v

)
. (1568)

میشود نتیجه است، نات΋ین g که این از

T † u =
∑
λ

λ⋆ uλ, (1569)

میشود. جابِجا T با T † میدهد نشان که

�

است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :441 یِ قضیه

که هست V بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی ی نشانΎان هر با متناظر صورت این در است. ِ-ساده شبه- و
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ِ ضرب Έی جمله از میشود. جابِجا T † با T ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- این با و می΋ند ͳان΋ی-ِ شبه- را V

است. بهنجار T ͳدرون ِ ضرب این با و می΋ند ͳان΋ی را V که هست V بر ͳدرون

را HLF−+(C;V,V) در g اند. T یِ ویژه-بردارها یˆش مقدارها که میΎیرم ای پایه را e اثبات:

می΋نم. تعریف چنین

g(ui ei, v
j ej) =

∑
i

αi (u
i)⋆ vi, (1570)

ِ ِ-ضرب شبه- Έی g این کرد تحقیق میشود ͳسادِگ به َند. دلبخاه ِ ناصفر یِ ͳحقیق ِ اعداد ها αi که

ترتیب به یِ ها αi ِ تعداد n− و n+ که است، (n+, n−) هم ِ-ضرب شبه- این ِ نشانΎان ست. ͳدرون

از باشند. مثبت ها αi یِ همه اگر میشود ͳدرون ِ ضرب g یˆند. ͳمنف و مثبت

[gV(ej , ei)] [(T
†)ja]

⋆ = [gW(fa, fb)]T
b
i, (1530)

یا

[gV(ei, ej)] (T
†)ja = [gW(fb, fa)] (T

b
i)

⋆, (1531)

میشوند. جابِجا هم با T † و T پس ست. قطری e یِ پایه در هم T † میشود دیده

�

َند، بهنجار و اند LF(V;V) در Tk تا T1 ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی Vفضا گیرم :442 یِ قضیه

که هست ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی صورت این در است. صفر Tj و Ti ِ جابِجاگر j و i هر یِ ازا به و

با T †
i ِ جابِجاگر نیز و T †

j با Ti ِ جابِجاگر j و i هر یِ ازا به همچنین یˆند. قطری آن در ها Ti یِ همه

است. صفر T †
j

در که دارد پایه Έی Vپس میشوند، جابِجا هم با و َند) بهنجار (چون اند ِ-ساده شبه- ها Ti اثبات:

و دارد، ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی ها Ti ِ مشترک یِ ویژه-فضاها از Έی هر یˆند. قطری ها Ti یِ همه آن

یِ ویژه-فضاها ِ ی΋ه-متعامد یِ پایِها این ِ اجتماع َند. عمود هم بر متمایز ِ ویژه-فضا-یِ-مشترک دˇ

است. ِ-نظر مˇرد- یِ پایه ان هم مشترک،

ها T †
j و ها Ti یِ مجموعه از دˇ-تا هر ِ جابِجاگر پس یˆند. قطری هم ها T †

i یِ همه پایه این در

است. صفر

�
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است: LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V

اگر ست، ͳرمیتˡا T میΎویند

T † = T. (1571)

میشود دیده ͳسادِگ به تعریف این از

است. بهنجار ͳرمیتˡا ِ تاب΄ هر :443 یِ قضیه

⋆

ست، ͳرمیتˡا و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :444 یِ قضیه

صورت این در است. T ِ ویژه-مقدار Έی λ و

λ⋆ = λ, (1572)

ست. ͳحقیق λ ͳیعن

v میشود دیده 436 یِ قضیه از میΎیرم. λ ِ ویژمقدار با متناظر T ِ ویژه-بردار Έی را v اثبات:

λ ͳیعن است، λ ان هم λ⋆ پس است). T ان هم T † (چون است λ⋆ ِ ویژه-مقدار با T ِ ویژه-بردار

ست. ͳحقیق

�

میشود دیده ͳسادِگ به ،440 یِ قضیه با متناظر

ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :445 یِ قضیه

T یِ ویژه-مقدارها و َند، عمود هم بر T ِ متمایز یِ ویژه-مقدارها با متناظر یِ ویژه-فضاها است،

ست. ͳرمیتˡا T صورت این در یˆند. ͳحقیق

⋆

که است این 443 و 441 و 439 یِ قضیِها با همراه ،444 یِ قضیه یِ نتیجه Έی

آنΎاه باشد، ͳرمیتˡا و LF(V;V) در T و باشد، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V اگر :446 یِ قضیه

Έی V اگر همچنین، یˆند. ͳحقیق T یِ قطری یِ عنصرها و می΋ند قطری را T که دارد پایه Έی V

یِ ویژه-مقدارها با ِ-ساده شبه- و LF(V;V) در T و باشد، باپایان-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا

ͳان΋ی-ِ شبه- Vرا که Vهست بر ͳدرون ِ ِ-ضرب یΈشبه- ی نشانΎان هر با متناظر آنΎاه باشد، ͳحقیق
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که هست V بر ͳدرون ِ ضرب Έی جمله از است. برابر T با T † ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- این با و می΋ند

ست. ͳرمیتˡا T ͳدرون ِ ضرب این با و می΋ند ͳان΋ی را V

⋆

است. HLF−+(C;V,V) در h و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا (V, g) گیرم :447 یِ قضیه

که ͳویژِگ این و V یِ دامنه با T ِ تاب΄ صورت این در

g(u, T v) = h(u, v) (1573)

و ست ͳرمیتˡا

T = (fc2 g)
−1 (fc2 h). (1574)

با است همى˘رز (1573) یِ رابطه اثبات:

(fc2 g)T = fc2 h. (1575)

T یِ برا (1575) میشود نتیجه اینجا از است. وارون-پذیر LF−(C;V) در پس است، نات΋ین (fc2 g)

ست. ͳخط هم T یˆند، ͳخط (fc2 g)
−1 و (fc2 h) چون است. (1574) آن ِ تنها-جواب و دارد جواب

میشود دیده میΎیرم. V در را v و u

g(T † u, v) = g(u, T v),

= h(u, v),

= [h(v, u)]⋆,

= [g(v, T u)]⋆,

= g(T u, v). (1576)

است. برابر T با T † میشود نتیجه پس است. نات΋ین g

�

است: LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V

اگر ست، ͳرمیتˡپادا T میΎویند

T † = −T. (1577)
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میشود دیده ͳسادِگ به تعریف این از

این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :448 یِ قضیه

است. بهنجار ͳرمیتˡپادا ِ تاب΄ هر جمله، از باشد. ͳرمیتˡا (iT ) اگر تنها و اگر ست، ͳرمیتˡپادا T صورت

⋆

ͳرمیتˡا یِ تابعها یِ برا یِشان مانسته به را ͳرمیتˡپادا یِ تابعها یِ ویژِگیها میشود ͳسادِگ به قضیه این با

کرد. مربوط

است: LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V

اگر ست، ͳان΋ی T میΎویند

T † = T−1. (1578)

میشود دیده ͳسادِگ به تعریف این از

است. بهنجار ͳان΋ی ِ تاب΄ هر :449 یِ قضیه

⋆

میشود دیده 446 تا 444 یِ قضیِها با مشابه کاملَن همچنین،

ست، ͳان΋ی و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :450 یِ قضیه

صورت این در است. T ِ ویژه-مقدار Έی λ و

λ⋆ λ = 1, (1579)

است. ی΋ه λ ͳیعن

⋆

ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در T ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :451 یِ قضیه

ی΋ه T یِ ویژه-مقدارها و َند، عمود هم بر T ِ متمایز یِ ویژه-مقدارها با متناظر یِ ویژه-فضاها است،

ست. ͳان΋ی T صورت این در اند.

⋆

آنΎاه باشد، ͳان΋ی و LF(V;V) در T و باشد، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V اگر :452 یِ قضیه

یِ فضا Έی V اگر همچنین، اند. ی΋ه T یِ قطری یِ عنصرها و می΋ند قطری را T که دارد پایه Έی V

باشد، ی΋ه یِ ویژه-مقدارها با ِ-ساده شبه- و LF(V;V) در T و باشد، باپایان-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط
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و می΋ند ͳان΋ی-ِ شبه- را V که هست V بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی ی نشانΎان هر با متناظر آنΎاه

را V که هست V بر ͳدرون ِ ضرب Έی جمله از است. برابر T−1 با T † ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- این با

ست. ͳان΋ی T ͳدرون ِ ضرب این با و می΋ند ͳان΋ی

⋆

سرانجام،

بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :453 یِ قضیه

و میشوند جابِجا هم با که هستند T2 و T1 یِ ͳرمیتˡا ِ تاب΄ دˇ صورت این در است.

T = T1 + i T2. (1580)

یˆند. ی΋تا تابعها این

میشود دیده ͳسادِگ به اثبات:

T1 =
1

2
(T † + T ), (1581)

T2 =
i

2
(T † − T ), (1582)

یِ ͳرمیتˡا ِ مزدوج و (1580) از میشوند. جابِجا هم با و یˆند ͳرمیتˡا و میئاورˆند بر را (1580) یِ رابطه

یˆند. ی΋تا T2 و T1 پس میشود. نتیجه (1581) هم آن

�

اند. T یِ ͳمˇهوم ِ بخش و ͳحقیق ِ بخش ِ مثل بالا، یِ قضیه در T2 و T1

همچنین،

بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :454 یِ قضیه

و ست، ͳان΋ی T2 و ͳرمیتˡا T1 میشوند، جابِجا هم با که هستند T2 و T1 ِ تاب΄ دˇ صورت این در است.

T = T1 T2. (1583)

با متناظر است. T یِ ویژه-فضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- V است ِ-ساده شبه- T چون اثبات:

و است ی΋ه bλ و ست ͳحقیق aλ که هستند bλ و aλ ِ مختلط یِ عددها λ ِ مختلط ِ عدد هر

λ = aλ bλ. (1584)
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می΋نم تعریف نیست. ی΋تا (aλ, bλ) البته

T1 =
∑
λ

aλ δ̃T−λ. (1585)

T2 =
∑
λ

bλ δ̃T−λ. (1586)

T2 و T1 و ست، ͳان΋ی T2 و ست ͳرمیتˡا T1 ،(1586) و (1585) یِ تعریفها با میشود دیده ͳسادِگ به

میئاورˆند. بر را (1583) و میشوند جابِجا هم با

�

اند. T ِ فاز و طول ِ مثل T2 و T1 شوند، انتخاب ͳنامنف ها aλ یِ همه اگر بالا یِ قضیه در
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ویژِگیها. این و F در مقدار و F یِ دامنه با هست (exp) ͳنمای ِ تاب΄ Έی که است چنان F ِ هیئت

exp(a+ b) = [exp(a)] [exp(b)], (1587)

exp(1) =

∞∑
n=0

1

n!
, (1588)

ست: همΎرا سری این و َند خُش-تعریف سری یِ جمل̃ها شده فرض آن در که

Q که ی حال در َند، نمایͳ-پذیر C و R مثلَن است. نمایͳ-پذیر F میΎویم است، چنین F ی وقت

میشود دیده ͳسادِگ به نیست. نمایͳ-پذیر

صورت این در است. نمایͳ-پذیر F ِ هیئت گیرم :455 یِ قضیه

exp(0) = 1. (1589)

∀ a ∈ F : exp(−a) = [exp(a)]−1. (1590)

نیست. صفر ِ شامل exp(F) همچنین،

⋆
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می΋نم: تعریف ͳنمای ِ تاب΄ ِ خُد را ͳنمای ِ تاب΄ یِ صوری یِ مشتقها یِ همه

exp(n)(a) = exp(a). (1591)

با است. نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت و است، LF(V;V) در ژُردان-تجزیه-پذیر ِ تاب΄ Έی T

ͳسادِگ به میشود. تعریف (25 ِ بخش ِ ش΋ل (به exp(T ) آن، یِ صوری یِ مشتقها و ͳنمای ِ تعریف

میشود دیده

نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت و است، پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :456 یِ قضیه

صورت، این در است.

exp(N) =

∞∑
k=0

1

k!
Nk. (1592)

⋆

َند. ناصفر جمل̃ها از ی باپایان ِ تعداد فقط چون نیست، لازم حد-گیری (1592) ِ راست ِ طرف در البته

پوچ-توان و است LF(V;V) Nدر است، ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در S گیرم :457 یِ قضیه

صورت، این در میشوند. جابِجا هم با N و S و است، نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت است،

exp(S +N) = [exp(N)] [exp(S)]. (1593)

ِ بخش N و T یِ ِ-ساده شبه- ِ بخش S که است رˇشن می΋نم. تعریف (S + N) را T اثبات:

میشود دیده میΎیرم. eker(T − λ) یِ تعمیم�یافته یِ ویژه�فضا در را v است. T ِ پوچ-توان

[exp(T )] v =
∞∑

m=0

1

m!
[exp(m)(λ)]Nm v,

= [exp(λ)]
∞∑

m=0

1

m!
Nm v,

= [exp(λ)] [exp(N)] v,

= [exp(N)] [exp(S)] v. (1594)

T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-بردارها از دلبخاه ِ ِ-جم΄ حاصل- Έی بر exp(T ) ِ اثر-دادن با اثبات

میشود. کامل

�
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ِ هیئت و میشوند، جابِجا هم با و اند، ِ-ساده شبه- اند، LF(V;V) در S2 و S1 گیرم :458 یِ قضیه

صورت، این در است. نمایͳ-پذیر V با متناظر

exp(S1 + S2) = [exp(S1)] [exp(S2)]. (1595)

ͳی زیرفضاها ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- ِ ش΋ل به را V است. ِ-ساده شبه- (S1 + S2) اثبات:

(S1+S2) یِ ویژه-فضا زیرفضاها این از Έی هر اند. S2 و S1 یِ ویژه-فضا آنها از Έی هر که مینویسم

ترتیب به یِ برا λ2 و λ1 یِ ویژه-مقدارها با متناظر که میΎیرم زیرفضاها این از ی Έی در را w است.

میشود دیده است. S2 و S1

(S1 + S2)w = (λ1 + λ2)w, (1596)

میدهد نتیجه که

[exp(S1 + S2)]w = [exp(λ1 + λ2)]w,

= [exp(λ2)] [exp(S1)]w,

= [exp(S1)] [exp(S2)]w. (1597)

اثر ͳی بردارها از دلبخاه ͳجمع-ِ حاصل- بر را (1595) ِ دˇ-طرف ست ͳکاف اثبات، ِ ت΋میل یِ برا

اند. S2 و S1 ِ مشترک ِ ویژه-بردار Έی هر که دهیم

�

ِ هیئت و میشوند، جابِجا هم با و َند، پوچ-توان اند، LF(V;V) در N2 و N1 گیرم :459 یِ قضیه

صورت، این در است. نمایͳ-پذیر V با متناظر

exp(N1 +N2) = [exp(N1)] [exp(N2)]. (1598)
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پس است. پوچ-توان (N1 +N2) اثبات:

exp(N1 +N2) =
∞∑
k=0

1

k!
(N1 +N2)

k,

=

∞∑
k=0

k∑
l=0

1

l! (k − l)!
N l

1 N
l−k
2 ,

=
∞∑

m=0

∞∑
l=0

N l
1

l!

Nm
2

m!
,

= [exp(N1)] [exp(N2)]. (1599)

بعد به ͳی جا از (چون اند جمله ی باپایان ِ تعداد ِ شامل جم΄-بندیها یِ همه عملَن که رفته کار به این

کرد. عوض را جمعبندیها ِ ترتیب میشود پس َند). صفر جمل̃ها

�

میشود معلوم سه-قضیه این از استفاده با

و میشوند، جابِجا هم با و َند، ژُردان-تجزیه-پذیر اند، LF(V;V) در T2 و T1 گیرم :460 یِ قضیه

صورت، این در است. نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت

exp(T1 + T2) = [exp(T1)] [exp(T2)]. (1600)

میشود دیده اثبات:

exp(T1 + T2) = {exp[nil(T1 + T2)]} {exp[sem(T1 + T2)]},

= {exp[nil(T1) + nil(T2)]} {exp[sem(T1) + sem(T2)]}

= {exp[nil(T1)]} {exp[nil(T2)]} {exp[sem(T1)]} {exp[sem(T2)]},

= {exp[nil(T1)]} {exp[sem(T1)]} {exp[nil(T2)]} {exp[sem(T2)]},

= [exp(T1)] [exp(T2)]. (1601)

جابِجا هم با ژُردان-تجزیه-پذیر ِ تاب΄ دˇ اگر آن ِ اساس بر که شده، استفاده 105 یِ قضیه از اثبات در

میشوند. جابِجا هم با هم یِشان نماییها شوند،

�
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و LF(V;V) در T ِ تاب΄ کرد. تعریف هم سری Έی ِ اساس بر میشد را ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ ͳنمای

می΋نم تعریف است. V در v ِ بردار

[ẽxp(T )] v = lim
n→∞

(
n∑

k=0

1

k!
T k v

)
. (1602)

یِ یΈفضا V اگر مثلَن باشد. داشته وجود و شده تعریف راست ِ طرف ِ حد باید تعریف این یِ برا البته

آن یِ مئلف̃ها از Έی هر ِ حد ِ اساس بر را راست ِ طرف ِ حد میشود باشد، باپایان-بˇعدی ِ مختلط

َند: ی΋سان ẽxp و exp حالت این در داد نشان میشود کرد. تعریف

است. LF(V;V) در T و ست باپایان-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :461 یِ قضیه

و است خُش-تعریف ẽxp(T ) صورت این در

ẽxp(T ) = exp(T ). (1603)

میشود دیده است. ژُردان-تجزیه-پذیر T اثبات:
1

k!
T k =

∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!

[sem(T )]k−l

(k − l)!
. (1604)

ِ تعداد پس َند. صفر جمل̃ها یِ بقیه و است {np[nil(T )]− 1} و k یِ کمینه عملَن جم΄ یِ بالا ِ حد

میشود دیده میΎیرم. eker(T − λ) در را v نمیشود. بیشتر {np[nil(T )]} از جمل̃ها

n∑
k=0

1

k!
T k v =

∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!

n∑
k=l

[sem(T )]k−l

(k − l)!
v,

=
∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!

n−l∑
m=0

λm

m!
v. (1605)

میشود دیده ͳسادِگ به اما

lim
n→∞

(
[nil(T )]l

l!

n−l∑
m=0

λm

m!
v

)
= [exp(λ)]

[nil(T )]l

l!
v, (1606)

آنجا، از و

lim
n→∞

( ∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!

n−l∑
m=0

λm

m!
v

)
= [exp(λ)]

∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!
v. (1607)
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و حد-گیری یِ جا پس است، باپایان l بر جم΄-بندی در ناصفر یِ جمل̃ها ِ تعداد که رفته کار به این

ترتیب، این به کرد. عوض میشود را جم΄-بندی

[ẽxp(T )] v = [exp(λ)]
∞∑
l=0

[nil(T )]l

l!
v. (1608)

نتیجه، در

[ẽxp(T )] v = [exp(λ)] {exp[nil(T )]} v,

= {exp[nil(T )]} {exp[sem(T )]} v,

= [exp(T )] v. (1609)

که رود کار به بردارها از ی ِ-جم΄ حاصل- یِ برا ی مشابه ِ استدلال است ͳکاف اثبات، ِ ت΋میل یِ برا

اند. T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا Έی در کدام هر

�

میشود دیده ͳسادِگ به

و ست باپایان-بˇعدی V و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :462 یِ قضیه

صورت، این در است. نمایͳ-پذیر آن با متناظر ِ هیئت

exp(T ∗) = [exp(T )]∗. (1610)

آنΎاه باشد، ͳان΋ی-ِ شبه- V این بر علاوه اگر

exp(T †) = [exp(T )]†. (1611)

⋆

سرانجام،

و ست باپایان-بˇعدی V و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :463 یِ قضیه

صورت، این در است. نمایͳ-پذیر آن با متناظر ِ هیئت

det[exp(T )] = exp[tr(T )]. (1612)
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از است. eker[exp(T )− exp(λ)] یِ زیرمجموعه eker(Tλ) میشود دیده 108 یِ قضیه از اثبات:

181 یِ قضیه

tr(T ) =
∑
λ

λ dim[eker(T − λ)], (1613)

266 یِ قضیه از و

det[exp(T )] =
∏
λ

[exp(λ)]dim[eker(T−λ)]. (1614)

میشود. نتیجه ح΋م دˇ-رابطه این ِ ترکیب از

�

یِ فضاها در پس شد. انجام ژُردان-تجزیه-پذیر یِ تابعها یِ برا ͳخط ِ تاب΄ Έی یِ ͳنمای ِ تعریف

یِ فضاها بر که ͳی ͳخط یِ تابعها اما برد. کار به را تعریف این میشود باپایان-بˇعدی ِ مختلط یِ ͳخط

مختلط- از استفاده با تابعها، این ِ مˇرِد در نیستند. ژُردان-تجزیه-پذیر لزومˆن باشند، شده تعریف ͳحقیق

دقیقتر، کرد. تعریف را ͳنمای میشود ͳخط ِ تاب΄ یِ شده

در است. ژُردان-تجزیه-پذیر K(T ) و ست، ͳحقیق V است، LF(V;V) در T گیرم :464 یِ قضیه

ست. ͳحقیق exp[K(T )] صورت این

رود. کار به ͳنمای ِ تاب΄ ِ مˇرِد در 377 یِ قضیه ست ͳکاف اثبات:

�

تعریف ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضاها بر که ͳی ِ-خطیها تاب΄- یِ برا ͳی نما قضیه، این از استفاده با

می΋نم:. تعریف ش΋ل این به را اند شده

است: ژُردان-تجزیه-پذیر K(T ) و ست، ͳحقیق V است، LF(V;V) در T

می΋نم تعریف

exp(T ) = R{exp[K(T )]}. (1615)

یِ فضاها بر که ͳی ِ-خطیها تاب΄- یِ برا ͳنمای ِ تاب΄ یِ ویژِگیها تعریف این با میشود دیده ͳسادِگ به

است. برقرار هم اند شده تعریف ͳحقیق
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ͳخط ِ یΈتاب΄ ِ لΎاریتم 73

نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت و است، پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :465 یِ قضیه

که هست LF(V;V) در N ′ ِ پوچ-توان ِ تاب΄ Έی تنها و Έی صورت این در است.

exp(N ′) = 1 +N. (1616)

میشود دیده براورˆد. را (1616) که هست ی پوچ-توان ِ N ′ گیرم اثبات:

[exp(N ′)− 1]np(N
′) = 0. (1617)

[exp(N ′)− 1][np(N
′)−1] ̸= 0. (1618)

میشود نتیجه این از

np(N ′) = np(N). (1619)

که چنان نوشت، N از ͳچندجمل̃ئ Έی ِ ش΋ل به میشود را N ′ یِ توانها از Έی هر میدهم نشان حالا

با میشود، انجام ساده یِ استقرا Έی با این میشوند. ظاهر l ≥ k با N l یِ جمل̃ها فقط N ′k ِ بسط در

از استفاده

Nk = [exp(N ′)− 1]k,

= N ′k +

np(N)−1∑
l=k+1

αk l N
′l, (1620)

میشود معلوم

N ′[np(N)−1] = N [np(N)−1], (1621)

که است N از ͳچندجمل̃ئ Έی N ′ جمله از کرد. کامل ͳنزول ِ ش΋ل به k یِ رو را استقرا میشود و

میدهد. نشان را آن) ِ وجود ِ صورت (در N ′ یِ ͳتای΋ی این ندارد. ثابت یِ جمله

میΎیرم ،N ′ ِ وجود ِ نشان-دادن یِ برا

N ′ =

np(N)−1∑
k=1

αk N
k. (1622)
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برابر- از که ای معادله در میشود دیده کنم. حساب را ها αk می΋وشم و میΎذارم (1616) در را این

صفر هم αk ِ ضریب و میشود ظاهر αk تا α1 فقط میئاید، دست به دˇ-طرف در Nk ِ ضریب ِ گذاشتن

کرد. حساب صعودی ِ ترتیب به و ͳبازگشت را ها αk میشود پس نیست.

�

نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت است، پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :466 یِ قضیه

و است،

f(N) =
∞∑
k=0

ck N
k. (1623)

F (N) = exp[f(N)]. (1624)

صورت، این در

(DF )(N) = [(D f)(N)]F (N). (1625)

میشود دیده ͳچندجملئ ِ بسط از استفاده با اثبات:

F (N) = [exp(c0)]

( ∞∑
m1=0

· · ·

)[ ∞∏
k=1

(ck N
k)mk

mk!

]
, (1626)

میدهد نتیجه که

(DF )(N) = [exp(c0)]

∞∑
s=1

( ∞∑
m1=0

· · ·

)
(s cs N

s−1)

[ ∞∏
k=1

(ck N
k)mk−δsk

(mk − δsk)!

]
,

=

( ∞∑
s=1

s cs N
s−1

)
[exp(c0)]

( ∞∑
m1=0

· · ·

)[ ∞∏
k=1

(ck N
k)mk

(mk)!

]
,

=

( ∞∑
s=1

s cs N
s−1

)
F (N), (1627)

ناصفر یِ جمله ی باپایان ِ تعداد فقط جم΄-بندیها یِ همه در روابط این در میدهد. نشان را ح΋م که

ظاهر (−1)! مخرج در که ͳی جاها همچنین، کرد. عوض را جم΄-بندیها ِ ترتیب میشود پس هست،

است. صفر جمله آن که است این منظور شده

�

ست. نما ِ مشتق در ضرب َش خُد با برابر ͳنمای ِ تاب΄ ِ مشتق که است ان هم قضیه این
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نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت است، پوچ-توان و است LF(V;V) در N گیرم :467 یِ قضیه

صورت، این در میئاورˆد. بر را (1616) که است LF(V;V) در ی پوچ-توان ِ تاب΄ N ′ و است،

N ′ = −
∞∑
k=1

(−1)k

k
Nk. (1628)

میشود دیده 465 یِ قضیه از اثبات:

N ′ =

∞∑
k=1

ck N
k. (1629)

یِ ͳنمای و ،f(N) با را راست ِ طرف َند. ناصفر جمله ی باپایان ِ تعداد فقط جم΄-بندیها در هم اینجا

ترتیب، این به است. (1 +N) با برابر F (N) میشود دیده میدهم. نشان F (N) با را آن

1 = (DF )(N),

= [(D f)(N)]F (N), (1630)

میدهد نتیجه که

(D f)(N) = (1 +N)−1,

=
∞∑
k=0

(−1)k Nk, (1631)

آنجا، از و

ck = − (−1)k

k
, (1632)

میدهد. نتیجه را ح΋م که

�

(1 + N) ِ لΎاریتم (1616) در N ′ به است. ln(1 + N) ِ بسط واق΄ در (1628) ِ راست ِ طرف

میΎویم:

N ′ = ln(1 +N),

= −
∞∑
k=1

(−1)k

k
Nk. (1633)
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است: نمایͳ-پذیر F ِ هیئت و است، F در λ

باشد. exp(F) در λ اگر است، لΎاریتم-پذیر λ میΎویم

نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت است، ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در S گیرم :468 یِ قضیه

در S′ یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έی صورت این در َند. لΎاریتم-پذیر S یِ ویژه-مقدارها یِ همه و است،

که هست LF(V;V)

exp(S′) = S. (1634)

Έی a هر با متناظر و باشد V ِشان مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل- که میΎیرم چنان را Va یِ فضاها اثبات:

ها Va که است این خاص ِ حالت Έی) باشد. ker(S − λa) یِ زیرمجموعه Va که چنان باشد λa

که میΎیرم µa Έی a هر با متناظر باشند.) S یِ ویژه-فضاها

exp(µa) = λa, (1635)

می΋نم. تعریف چنین را LF(V;V) در S′ و

res(S′;Va) = µa 1Va . (1636)

میئاورˆد. بر را (1634) و است ِ-ساده شبه- S′ میشود دیده ͳسادِگ به

�

نیست، هم S ِ تاب΄ لزومˆن S′ نیست. Έبه-ی-Έی لزومˆن ͳنمای ِ تاب΄ چون نیست، ی΋تا لزومˆن S′

که باشند چنان µ2 و µ1 ِ متمایز یِ اس΋الرها اگر نیست. Έبه-ی-Έی لزومˆن ͳنمای ِ تاب΄ چون باز

آن با متناظر یِ ویژه-فضا که باشد S ِ ویژه-مقدار Έی λ و باشند برابر λ با هردˇ exp(µ2) و exp(µ1)

با res(S′;W2) و res(S′;W1) و W2است، W1و یِ ͳنابدیه یِ زیرفضا دˇ ِ مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل-

ِ ویژه-بردار هر آنΎاه باشد، S ِ تاب΄ S′ اگر چون نیست. S ِ تاب΄ S′ آنΎاه باشند، شده تعریف (1636)

و W1 در آنها از ی Έی که ناصفر ِ بردار دˇ ِ مجموع که ی حال در هست. هم S′ ِ ویژه-بردار S

تعریف چنان را S′ میشود اما نیست. S′ ِ ویژه-بردار ͳول هست S ِ ویژه-بردار باشد W2 در ی دیΎر

باشد: S ِ تاب΄ که کرد

نمایͳ-پذیر V با متناظر ِ هیئت است، ِ-ساده شبه- و است LF(V;V) در S گیرم :469 یِ قضیه

در S′ یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έی صورت این در َند. لΎاریتم-پذیر S یِ ویژه-مقدارها یِ همه و است،
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است. S ِ تاب΄ و میئاورˆد بر را (1634) که هست LF(V;V)

ͳیعن باشند. S یِ ویژه-فضاها ان هم S′ یِ ویژه-فضاها 468 یِ قضیه ِ اثبات در ست ͳکاف اثبات:

باشند. S یِ ویژه-فضاها ان هم را ها Va

�

یِ ویژه-فضاها یˆشهمان ویژه-فضاها که شرط این و (1634) یِ رابطه با S′ یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ به

م�ͳگویم: S ِ لΎاریتم باشد، S

S′ = ln(S). (1637)

نیست. Έبه-ی-Έی لزومˆن ͳنمای ِ تاب΄ چون نیست، ی΋تا لزومˆن هم S′ این البته

یِ ویژه-مقدارها یِ همه و است، ژُردان-تجزیه-پذیر و است LF(V;V) در T گیرم :470 یِ قضیه

ِ تاب΄ Έی که هست LF(V;V) در T ′ یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ Έی صورت این در اند. لΎاریتم-پذیر T

و است T

exp(T ′) = T, (1638)

نات΋ین sem(T ترتیب( این به نیستند. یΈصفر Ϳهی پس َند، لΎاریتم-پذیر T یِ ویژِِمقدارها اثبات:

میشود دیده است.

T = sem(T ) + nil(T ),

= [sem(T )] {1 + [sem(T )]−1 [nil(T )]},

= [sem(T )] (1 +N), (1639)

که

N = [sem(T )]−1 [nil(T )]. (1640)

میΎیرم: sem(T ) ِ لΎاریتم را S یِ ِ-ساده شبه- ِ تاب΄ میشود. جابِجا sem(T ) با و است Nپوچ-توان

S = ln[sem(T )]. (1641)
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میΎیرم میشود. جابِجا N با S

T ′ = S + ln(1 +N). (1642)

ͳسادِگ به میشوند. جابِجا هم با ln(1+N) و S و است، پوچ-توان ln(1+N) است، ِ-ساده شبه- S

ست ͳکاف است. T ِ تاب΄ Έی T ′ ضمنَن میئاورˆد. بر را (1638) بالا ِ تعریف با T ′ میشود دیده

شود. تعریف چنین f یِ خانواده

f (k)(λ) =


ln(λ), k = 0

(−1)k−1 (k − 1)!

λk
, k ̸= 0

. (1643)

میΎیرم. eker(T − λ) در را v است. S ِ متناظر ِ ویژه-مقدار ln(λ) و است، T ِ ویژه-مقدار Έی λ

صورت، این در

[f(T )] v = {f [sem(T ) + nil(T )]} v,

= [ln(λ)] v +
∞∑
k=1

[nil(T )]k

k!

(−1)k−1 (k − 1)!

λk
v,

= S v −
∞∑
k=1

(−1)k

k
[nil(T )]k {[sem(T )]−1}k v,

= S v −
∞∑
k=1

(−1)k

k
Nk v,

= [S + ln(1 +N)] v. (1644)

پس،

T ′ = f(T ). (1645)

�

یˆش ͳنمای و اند T یِ تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها ان هم اَش تعمیم-یافته یِ ویژه-فضاها که T ′ به

میΎویم: T ِ لΎاریتم است، T

T ′ = ln(T ). (1646)
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نیست. Έبه-ی-Έی لزومˆن ͳنمای ِ تاب΄ چون نیست، ی΋تا لزومˆن مشخصات این با T ′ البته

میشود دیده ͳسادِگ به

یˆشلΎاریتم- ویژه-مقدارها و است، ژُردان-تجزیه-پذیر است، LF(V;V) در T گیرم :471 یِ قضیه

صورت، این در ست. باپایان-بˇعدی V و َند، پذیر

ln(T ∗) = [ln(T )]∗. (1647)

که باشد شده تعریف چنان لΎاریتم و باشد ͳان΋ی-ِ شبه- V این بر علاوه اگر

ln(λ⋆) = [ln(λ)]⋆, (1648)

آنΎاه

ln(T †) = [ln(T )]†. (1649)

⋆

بهنجار یِ تابعها ِ لΎاریتم و ͳنمای 74

میشود دیده ͳسادِگ به

بهنجار و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :472 یِ قضیه

است. بهنجار هم ln(T ) باشد نات΋ین T اگر همچنین، است. بهنجار هم exp(T صورت( این در است.

⋆

ست. ͳرمیتˡا و است LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی فضا V گیرم :473 یِ قضیه

ِ بین باشند مثبت T یِ ویژه-مقدارها یِ همه اگر همچنین، ست. ͳرمیتˡا هم exp(T ) صورت این در

ست. ͳرمیتˡا که هست ی Έی فقط و Έی اند ln(T ) که ی مختلف یِ تابعها

توجه این به است ͳکاف دوم، ِ بخش ِ اثبات یِ برا است. سرراست ح΋م ِ اول ِ بخش ِ اثبات اثبات:

میئاورند بر را exp(µ) = λ یِ معادله که ͳی ها µ از یΈی فقط و Έی مثبت یِ λ هر یِ ازا به که شود

است. ͳحقیق
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�

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت این در است. LF(V;V) در T و ست، باپایان-بˇعدی و ͳان΋ی ͳی Vفضا گیرم :474 یِ قضیه

ست. ͳرمیتˡپادا ln(T ) باشد ͳان΋ی T اگر همچنین، ست. ͳان΋ی exp(T ) باشد، ͳرمیتˡپادا T اگر

⋆
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ͳخط یِ یΈفضا ِ هام̃ل یِ پایه 75

ِ مجموع ͳیعن ،e از ͳخط ِ ترکیب Έی است. آن بر برداری ِ تاب΄ Έی e و ست ͳخط یِ فضا Έی V

ِ عضو ِ بردار Έی در اس΋الر Έی ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر آنها از Έی هر که جمله، ی باپایان ِ تعداد

یِ زیرمجموعه Έی از ͳخط ِ ترکیب Έی با برابر e از ͳخط ِ ترکیب Έی واق΄ در است. e ِ تصویر

صفر آن از ͳنابدیه یِ ͳخط ِ ترکیب Ϳهی اگر است، خطͳ-مستقل e میΎویم است. e یِ باپایان-عضوی

یˆش باپایان-عضوی یِ زیرمجموع̃ها یِ همه اگر تنها و اگر است خطͳ-مستقل e ترتیب، این به نباشد.

یِ مجموعه را e یِ پهنه ،V یِ ͳخط یِ فضا بر e یِ برداری ِ تاب΄ هر با متناظر باشند. خطͳ-مستقل

یِ ͳکل ِ حالت تعریفها، این میدهم. نشان span(e) با را آن و می΋نم تعریف e یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ همه

اند. 4 ِ بخش یِ تعریفها

(ِ هام̃ل یِ (پایه یِ پایه Έی e میΎویم است. آن بر برداری ِ تاب΄ Έی e و ست ͳخط یِ یΈفضا V

ِ تعریف ِ تعمیم هم تعریف این باشد. برابر V با اَش پهنه و باشد خطͳ-مستقل e اگر تنها و اگر است، V

است. 4 ِ بخش در پایه

یِ فضا Έی ِ بˇعد واق΄ در دارد. پایه باپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضا هر شد معلوم 4 ِ بخش در
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هام̃ل) یِ پایه ِ (وجود ی چنین-ح΋م شد. تعریف اَش پایه یِ اعضا ِ تعداد باپایان-بˇعدی یِ ͳخط

یِ ͳخط یِ فضاها یِ برا پایه ِ وجود میشود ثابت نیست. ͳبدیه بیپایان-بˇعدی یِ ͳخط یِ فضاها ی برا

گزاره. این با است همى˘رز انتخاب ِ اصل این: از بیش حتا انتخاب. ِ اصل با است همى˘رز دلبخاه،

Έی V آن، بر e ِ خطͳ-مستقل یِ برداری ِ تاب΄ هر و V یِ ͳخط یِ فضا هر یِ ازا به :1 یِ گزاره

است. e ِ شامل که دارد پایه

⋆

مثلَن میشوند. قویتر ͳخط ِ جبر یِ قضیِها از ی خیل ح΋م، این ِ پذیرش با

V1 صورت این در است. آن یِ زیرفضا Έی V1 و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :475 یِ قضیه

یˆند. هسته-جدا ͳخط یِ تابعها یِ همه جمله، از ست. ͳجداشدن V در

⋆

Έی صورت این در است. V در ناصفر ی بردار v و ست ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :476 یِ قضیه

که هست V∗ در s ِ همبردار

s(v) = 1. (1650)

می΋نم تعریف ی همبردار را s است. v یˆش مقدارها از ی Έی که میΎیرم V یِ پایه Έی را e اثبات:

است. e یِ پایه ِ حسب بر بردار آن ِ بسط در v ِ ضریب با برابر ی بردار هر بر َش اثر که

�

نیست. لازم 217 و 200 یِ قضیِها در V ِ بˇعد ِ باپایان-بودن ِ فرض میشود دیده ترتیب، ین هم به

یِ قضیه در LF[(V∗)∗;V] در t صورت این در ست. ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :477 یِ قضیه

است. Έبه-ی-Έی 125

⋆

یΈهیئت یِ جبری ِ بستار و جبری-بسته، ِ هیئت 76

باشد. داشته ریشه آن در ناثابت یِ ͳچندجمل̃ئ هر اگر تنها و اگر است، جبری-بسته F ِ هیئت میΎویند

باشد. Έدرجه-یِ-ی یِ عاملها به تجزیه ِ قابل ͳچندجمل̃ئ هر که این با است همى˘رز این

و باشد K یِ زیرمجموعه F اگر تنها و اگر است، F ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت میΎویم
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مختلط) یِ عددها ِ (هیئت C جمله، از باشند. K در عملها ین هم ِ تحدید F در ضرب و جم΄ یِ عملها

یِ عددها ِ (هیئت Q از ͳی گسترشها R و C و است، (ͳحقیق یِ عددها ِ (هیئت R ِ گسترش Έی

اند. گویا)

،K ِ عضو Έی در F ِ عضو Έی ِ حاصل�ِضرب پس است. F ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت

یِ فضا Έی K ِ هیئت جم΄، و ضرب این با است. K در هم K ِ عضو دˇ ِ مجموع است. K ِ عضو

است. F ِ هیئت با ͳخط

Έی V کرد: تعریف را ͳخط یِ فضا Έی ِ گسترش میشود هیئت، Έی ِ گسترش از استفاده با

یِ یΈفضا (K⊗V)پس است. F ِ هیئت ِ KیΈگسترش ِ هیئت و است، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا

یِ مجموعه میسازم. K ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی فضا، این از استفاده با است. F ِ هیئت با ͳخط

می΋نم تعریف ،V در ها vi و K در ها ki و a با میΎیرم. (K⊗ V) ان هم را بردارها

a (ki ⊗ vi) = (a ki)⊗ vi. (1651)

میشود دیده ͳسادِگ به

F ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت و است، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :478 یِ قضیه

ِ هیئت با (K⊗V) یِ ͳخط یِ فضا ِ جم΄ ،K ِ هیئت با (K⊗V) یِ مجموعه صورت این در است.

ست. ͳخط یِ فضا Έی ،(1651) با تعریف-شده ِ ضرب و ،F

⋆

با تعریف-شده ِ ضرب و ،F ِ هیئت با (K ⊗ V) یِ ͳخط یِ فضا ِ جم΄ ،K ِ هیئت با (K ⊗ V)

کرد ثابت میشود ͳسادِگ به مینامم. V یِ ͳخط یِ فضا یِ K-گسترش-یافته را (1651)

ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت و است، F ِ هیئت با ͳخط یِ فضا Έی V گیرم :479 یِ قضیه

spanK(e) با V یِ K-گسترش-یافته آنΎاه باشد، V یِ پایه Έی e اگر صورت، این در است. F

K-گسترش- یِ پایه Έی e و است ی΋ریخت (K ِ عضو یِ ضریبها با e یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ (مجموعه

ی΋ریخت Kn یِ ͳخط یِ فضا با Fn یِ ͳخط یِ فضا یِ K-گسترش-یافته جمله، از است. V یِ یافته

است.

⋆

ِ عضو هر است. R ِ هیئت ِ گسترش Έی C ِ هیئت ست. ͳحقیق یِ ͳخط یِ فضا Έی V مثلَن،
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یˆش مئلف̃ها از Έی هر که داد نشان ͳدˇتای Έی با میشود را (V یِ (مختلط-شده V یِ C-گسترش-یافته

جم΄ هم با نظیر یِ مئلف̃ها که است ش΋ل این به دˇتاییها، این از تا دˇ ِ ِ-جم΄ حاصل- اند. V ِ عضو

ضمنَن میشوند.

(α+ iβ) (v1, v2) = (α v1 − β v2, α v2 + β v1), (1652)

ِ عدد ِ ضرب شبیه کاملَن بالا یِ رابطه ِ ضرب اند. V ِ عضو v2 و v1 و یˆند ͳحقیق ͳی عددها β و α که

باشد، V یِ پایه Έی e اگر است. (v1 + i v2) ِ مختلط ِ بردار اصطلاح به در (α + iβ) ِ مختلط

یِ (مختلط-شده V یِ C-گسترش-یافته است. e یِ ͳحقیق یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ مجموعه V آنΎاه

است. e ِ مختلط یِ ͳخط یِ ترکیبها یِ مجموعه هم (V

ِ گسترش Έی K ِ هیئت و اند، F ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V است، LF(W;V) در T

است: F ِ هیئت

کرد ثابت میشود ͳسادِگ به است. LF(K⊗W;K⊗ V) در (1K ⊗ T ) صورت این در

ِ هیئت و اند، F ِ هیئت با ͳخط ͳی فضاها W و V است، LF(W;V) در T گیرم :480 یِ قضیه

یِ K-گسترش-یافته از ی تاب΄ ِ عنوان به (1K⊗T صورت( این در است. F ِ هیئت ِ یΈگسترش K

ست. ͳخط ،W یِ K-گسترش-یافته به V

⋆

T یِ K-گسترش�یافته را W یِ K-گسترش-یافته به V یِ K-گسترش-یافته از (1K ⊗ T ) ِ تاب΄

مینامم.

F ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت اند، F ِ هیئت با ͳخط ͳی Wفضاها و V گیرم :481 یِ قضیه

آنΎاه Wباشد، یِ پایه Έی f و V یِ پایه Έی e اگر صورت، این در است. LF(W;V) در T و است،

است. ی΋سان f و e یِ پایِها در T ِ ماتریس با f و e یِ پایِها در T یِ K-گسترش-یافته ِ ماتریس

⋆

یِ عملها ان هم که است این ͳخط یِ تابعها و ͳخط یِ فضاها یِ K-گسترش-یافته یِ ساده یِ ͳمعن

یِ مجموعه ِ عضو باشند، F ِ عضو که این یِ جا به اس΋الرها اما میشود، انجام F ِ هیئت با ͳخط

اند. K ِ بزرگتر

است: F ِ هیئت ِ گسترش Έی K ِ هیئت
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باشد، K از ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئ Έی یِ ریشه x اگر تنها و اگر ست، جبری F بر K از x ِ عضو میΎویم

ِ هیئت یِ جبری ِ گسترش Έی K ِ هیئت میΎویم باشند. F ِ عضو ͳچندجمل̃ئ آن یِ ضریبها یِ همه که

باشند. جبری F بر K یِ اعضا یِ همه و باشد F ِ گسترش Έی K اگر تنها و اگر است، F

یِ جبری ِ یΈگسترش K اگر تنها و اگر است، F ِ هیئت یِ جبری ِ بستار Έی K ِ هیئت میΎویم

میشود ثابت باشد. جبری-بسته و باشد F

دارد. جبری ِ بستار Έی هیئت هر :2 یِ گزاره

⋆

یِ فضا Έی ِ هیئت ِ جبری-بسته-بودن ِ شامل ِشان فرض که ͳی قضیِها از ی بسیار گزاره، این با

،(ͳخط یِ فضا آن ِ (هیئت F ِ هیئت یِ جا به که است این کار ِ روش داد. تعمیم میشود را ست ͳخط

میبرند، کار به را K-گسترش-یافته ِ مˇجودات و K ِ هیئت ،F با یِ ͳخط یِ تابعها و ͳخط یِ فضاها و

R است. C و R یِ هیئتها مهم ِ مثال Έی است. F ِ هیئت یِ جبری ِ بستار Έی K ِ هیئت که

و ͳحقیق یِ فضاها یِ جا به موارد از ی خیل در است. آن یِ جبری ِ بستار Έی C و نیست جبری-بسته

میبرند. کار به را مختلط یِ ͳخط یِ تابعها و مختلط یِ فضاها ،ͳحقیق یِ ͳخط یِ تابعها

چندجمل̃ئیها بخش-پذیرییِ 77

ضابطه. این با است F(F;F) در تاب΄ Έی ،F ِ هیئت بر P یِ ͳچندجمل̃ئ

P (z) =

n∑
i=0

ai z
i, (1653)

باشد. ناصفر an اگر است، n یِ درجه از P میΎویم باشد، ناصفر P ی وقت اند. F ِ عضو ها ai که

میΎویم میدهم. نشان deg(P ) با را P یِ درجه میΎویم. P ِ غالب ِ ضریب an به صورت این در

ثابت P ِ مقدار حالت این در باشد. صفر deg(P ) یا باشد صفر P اگر است، اس΋الر P یِ ͳچندجمل̃ئ

کرد. رفتار P ِ مقدار با برابر اس΋الر Έی ِ مثل P با میشود و است

میشود دیده ͳسادِگ به

ͳچندجمل̃ئΈی هم (P1+P2)صورت این در اند. F بر ͳچندجمل̃ئ دˇ P2 و P1 گیرم :482 یِ قضیه

P2 و P1 اگر و است، برابر (P2 P1) با (P1 P2) است، F بر ͳچندجمل̃ئ Έی هم (P1 P2) است، F بر
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آنΎاه باشند، ناصفر دو هر

deg(P1 P2) = deg(P1) + deg(P2). (1654)

ناصفر دو هر P2 و P1 اگر همچنین، است. صفر P2 یا است صفر P1 یا آنΎاه باشد، صفر (P1 P2) اگر

است. نابزرگتر deg(P2) و deg(P1) یِ بیشینه از اَش درجه یا است صفر یا (P1 + P2) آنΎاه باشند،

⋆

یِ ͳچندجمل̃ئ دˇ صورت این در است. ناصفر P1 و اند F بر ͳچندجمل̃ئ دˇ P2 P1و گیرم :483 یِ قضیه

که هستند F بر R و Q

P2 = QP1 +R, (1655)

ی΋تا ویژِگیها این با R و Q یِ چندجمل̃ئیها است. کوچ΋تر deg(P1) از deg(R) یا است صفر R و

یˆند.

P2 ِ خُد را R و صفر را Q باشد، کوچ�Έتر deg(P1) از deg(P2) یا باشد صفر P2 اگر اثبات:

یِ ͳنامنف ِ ΀صحی ِ عدد [deg(P2)−deg(P1)] باشد، deg(P1) از ناکوچ΋تر deg(P2) اگر میΎیرم.

با برابر و اس΋الر را Q ،k = 0 یِ برا میشود. کامل k بر استقرا با ،R و Q ِ وجود ِ اثبات است. k

است. برقرار ͳرˇشن به ح΋م ِ اول ِ بخش میΎیرم. P1 ِ غالب ِ ضریب بر تقسیم P2 ِ غالب ِ ضریب

میشود دیده میΎیرم. (m+ 1) ِ برابر را k است. برقرار k ≤ m یِ برا ح΋م ِ اول ِ بخش گیرم

P2(z) = α zm+1 P1(z) +R1(z), (1656)

اَش درجه است،یا صفر R1 که است رˇشن است. P1 ِ غالب ِ ضریب بر تقسیم P2 ِ غالب ِ ضریب α که

برد: کار به P1 و R1 ِ مˇرِد در میشود را ح΋م ِ اول ِ بخش پس است. کمتر deg(P2) از

R1 = Q1 P1 +R, (1657)

اینجا، از است. کمتر deg(P1) از deg(R) یا است، صفر R یا که

P2(z) = [α zm+1 +Q1(z)]P1(z) +R(z). (1658)

براو̵رند. را (1655) یِ رابطه (R و Qترتیب به یِ جا (به هم R′ و Q′ گیرم ،ͳتای΋ی ِ اثبات یِ برا

صورت، این در

(Q′ −Q)P1 = R−R′. (1659)
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یا است، صفر هم چپ ِ طرف است. کوچ΋تر deg(P1) از اَش درجه یا است، صفر یا راست ِ طرف

است. برابر Q با هم Q′ و است برابر R با R′ پس است. ناکوچ΋تر deg(P1) از اَش درجه

�

میΎویند. P1 بر P2 ِ تقسیم یِ باقͳ-مانده و ِ ِ-قسمت خارج- ترتیب به ،(1655) در R و Q به

بر P2 ِ تقسیم یِ باقͳ-مانده اگر میشمارد، را P2 یِ ͳچندجمل̃ئ P1 یِ ͳچندجمل̃ئ میΎویند همچنین،

می΋نم تعریف میدهم. نشان (P2/P1) با را P1 بر P2 ِ ِ-قسمت خارج- حالت این در باشد. صفر P1

میشمارد. را صفر هم صفر

صورت این در َند. ی΋سان ی هیئت بر ناصفر یِ ͳچندجمل̃ئ دˇ P2 و P1 گیرم :484 یِ قضیه

هم P2 آنΎاه باشد برابر deg(P1) با deg(P2) و بشمارد، را P2 یِ ͳچندجمل̃ئ P1 یِ ͳچندجمل̃ئ اگر

یِ ͳچندجمل̃ئ اگر برع΋س، َند. اس΋الر (P1/P2) و (P2/P1) یِ ِ-قسمتها خارج- و میشمارد را P1

و َند ی΋سان deg(P2) و deg(P1) آنΎاه بشمارد، را P1 هم P2 و بشمارد را P2 یِ ͳچندجمل̃ئ P1

َند. اس΋الر (P1/P2) و (P2/P1)

اس΋الر (P2/P1) آنΎاه باشد، برابر deg(P1) با deg(P2) و باشد P2 یِ شمارنده P1 اگر اثبات:

ناکوچ΋تر deg(P2) آنΎاه باشد، P2 یِ شمارنده P1 اگر است. برابر [(P2/P1)
−1 P2] با P1 و است

اگر پس است.. deg(P1) از نابزرگتر deg(P2) آنΎاه باشد، P1 یِ شمارنده P2 اگر است. deg(P1) از

است. برابر deg(P1) با deg(P2) آنΎاه باشد، برقرار دˇ-شرط هر

�

است. ناصفر آنها از ی Έی ِ-کم دست- و اند، F بر ͳچندجمل̃ئ دˇ P2 و P1 گیرم :485 یِ قضیه

ِ ش΋ل به F بر D یِ ͳچندجمل̃ئ Έی صورت این در

D = Q1 P1 +Q2 P2 (1660)

است. P2 و P1 ِ مشترک یِ شمارنده و ناصفر D و اند، F بر ͳی چندجمل̃ئیها Q2 و Q1 که هست،

میΎیرم. دیΎر یِ ͳچندجمل̃ئ یِ درجه را k بود، صفر P2 و P1 یِ چندجمل̃ئیها از ی Έی اگر اثبات:

میشود. انجام k بر استقرا با اثبات میΎیرم. یِشان درجِها یِ کمینه را k بودند، ناصفر هر-دˇ P2 و P1 اگر

از ناکمتر اَش درجه یا است صفر یا P2 و نیست صفر P1 کرد فرض میشود کلیت، از کاستن ِ بدون

حالت این در ح΋م یِ ͳدرست میΎیرم. صفر را Q2 و Έی را Q1 باشد، صفر k اگر است. deg(P1)
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P2 میΎیرم. (m+ 1) را k است. درست m از نابزرگتر یِ ها k یِ همه یِ برا ح΋م گیرم است. رˇشن

می΋نم: تقسیم P1 بر را

P2 = QP1 +R, (1661)

است: درست R و P1 ِ مˇرِد در ح΋م پس است. کوچ΋تر deg(P2) از deg(R) یا است، صفر R یا که

D = Q′
1 P1 +Q2 R, (1662)

میشمارد. هم را P2 یِ ͳچندجمل̃ئ D میشود نتیجه اینجا از میشمارد. را R و P1 و است، ناصفر D که

ضمنَن

D = (Q′
1 −Q2 Q)P1 +Q2 P2. (1663)

�

میشود نتیجه ͳسادِگ به بالا یِ قضیه از

آنها از ی Έی ِ-کم دست- َند، ی΋سان ی هیئت بر ͳچندجمل̃ئ دˇ P2 و P1 گیرم :486 یِ قضیه

Έی P صورت این در است. P2 و P1 ِ مشترک یِ شمارنده Έی P یِ ͳچندجمل̃ئ و است، ناصفر

(1660) و است P2 و P1 ِ مشترک یِ شمارنده که D جمله، از هست. هم (1660) در D یِ شمارنده

ست. ی΋تا است، Έی َش غالب ِ ضریب که ͳاضاف ِ شرط این با میئاورˆد، بر را

⋆

است، Έی D ِ غالب ِ ضریب که ͳاضاف ِ شرط این با ،485 یِ قضیه در D یِ ͳچندجمل̃ئ به

ِ ت΋میل یِ برا میدهم. نشان gcd(P1, P2) با را آن و م�ͳگویم P2 و P1 ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین

می΋نم: تعریف صفر ِ خُد هم را صفر و صفر ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین تعریف،

gcd(0, 0) = 0. (1664)

صورت، این در َند. ی΋سان ی هیئت بر ͳی چندجمل̃ئیها P3 و P2 و P1 گیرم :487 یِ قضیه

gcd[P1, gcd(P2, P3)] = gcd[gcd(P1, P2), P3]. (1665)

پس میشمارد؛ را P3 و P2 و P1 پس میشمارد؛ را gcd(P2, P3) و P1 چپ ِ طرف اثبات:

راست ِ طرف ترتیب، ین هم به میشمارد. را راست ِ طرف پس میشمارد، را P3 و gcd(P1, P2)

این اس΋الر. Έی در ضرب چپ ِ طرف با است برابر راست ِ طرف پس میشمارد. را چپ ِ طرف هم
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اثبات، ِ ت΋میل یِ (برا است. (Έی) ی΋سان هم دˇ-طرف ِ غالب ِ ضریب چون است، Έی هم اس΋الر

دˇ-طرف حالت این در گرفت. نظر در هم را َند صفر ͳهر-سه-چندجمل̃ئ که ی خاص ِ حالت باید

َند.) صفر

�

کرد: تعریف را ͳچندجمل̃ئ k ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین میشود ترتیب، این به

gcd(P1, . . . , Pk) = gcd[gcd(P1, . . . , Pk−1), Pk], (1666)

485 یِ قضیِها و تعریف این یِ نتیجه Έی نیست. مهم هم پرانتزها یِ جا میشود معلوم بالا یِ قضیه از و

است. این 486 و

تا Q1 یِ چندجمل̃ئیها صورت این در اند. F بر ͳی چندجمل̃ئیها Pk تا P1 گیرم :488 یِ قضیه

که هستند، F بر ی Qk

gcd(P1, . . . , Pk) =

k∑
i=1

Qi Pi. (1667)

میشمارد، هم را gcd(P1, . . . , Pk) یِ ͳچندجمل̃ئ Pk تا P1 ِ مشترک یِ شمارنده هر همچنین،

آنΎاه نباشند، صفر ها Pi یِ همه اگر است. متقارن یˆش متغیرها به نسبت gcd(P1, . . . , Pk) و

ِ راست ِ طرف ِ ش΋ل به که هست ͳچندجمل̃ئ Έی فقط و Έی و است، ناصفر gcd(P1, . . . , Pk)

است. Έی َش غالب ِ ضریب و میشمارد را ها Pi یِ همه و است (1667)

⋆

همچنین،

از ی Έی ِ-کم دست- و َند، ی΋سان ی هیئت بر ͳی چندجمل̃ئیها Pk تا P1 گیرم :489 یِ قضیه

صورت، این در است. ناصفر آنها

gcd{P1/[gcd(P1, . . . , Pk)], . . . , Pk/[gcd(P1, . . . , Pk)]} = 1. (1668)

⋆

و است ناصفر P و َند، ی΋سان ی هیئت بر ͳی چندجمل̃ئیها P و P2 و P1 گیرم :490 یِ قضیه

میشمارد. را P2 یِ ͳچندجمل̃ئ {P/[gcd(P1, P )]} صورت این در میشمارد. را (P1 P2)

که هستند ی Q1 و Q یِ چندجمل̃ئیها اثبات:

gcd(P1, P ) = QP +Q1 P1. (1669)
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می΋نم: ضرب P2 در را دˇ-طرف

P2 gcd(P1, P ) = (QP2)P +Q1 (P1 P2). (1670)

که هستند Q′′ و Q′ یِ ͳچندجمل̃ئ دˇ

P1 P2 = Q′ P. (1671)

P = Q′′ gcd(P1, P ). (1672)

پس،

0 = gcd(P1, P ) (QP2 Q
′′ +Q1 Q

′ Q′′ − P2). (1673)

میشود نتیجه است. ناصفر هم gcd(P1, P ) است، ناصفر P چون

P2 = (Q1 Q
′ +QP2)Q

′′,

= (Q1 Q
′ +QP2)[P/ gcd(P1, P )]. (1674)

�

monnλ یِ ͳچندجمل̃ئ Έی ،n یِ ͳنامنف ِ ΀صحی ِ عدد هر و F ِ هیئت در λ ِ اس΋الر هر با متناظر

می΋نم: تعریف F ِ هیئت بر

monnλ(z) = (z − λ)n. (192)

این در است. صفر P (λ) و است، اس΋الر Έی λ ست، ͳچندجمل̃ئ Έی P گیرم :491 یِ قضیه

میشمارد. را P یِ ͳچندجمل̃ئ monλ(= mon1λ) صورت

یِ ͳچندجمل̃ئ gcd(monλ, P ) چون است). monλناصفر است(چون ناصفر gcd(monλ, P ) اثبات:

صفر deg[gcd(monλ, P )] اگر است. Έی از نابزرگتر deg[gcd(monλ, P )] میشمارد، را monλ

که هستند Q′ و Q یِ چندجمل̃ئ�ͳها آنΎاه باشد،

QP +Q′ monλ = 1. (1675)
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نیست. برقرار برابری این پس است. Έی راست ِ طرف و صفر چپ ِ طرف ،λ ِ متغیر یِ ازا به اما

P نتیجه در و ،gcd(monλ, P ) هم monλ صورت این در است. Έی deg[gcd(monλ, P )] بنابراین

میشمارد. را

�

صورت این در میشمارد. monnλرا یِ ͳچندجمل̃ئ P و ست، ͳچندجمل̃ئΈی P گیرم :492 یِ قضیه

که هست α ِ ناصفر ِ اس΋الر Έی و m یِ ͳنامنف ِ ΀صحی ِ عدد Έی

P = αmonmλ , (1676)

است. n از نابزرگتر m و

که Qهست یِ ͳچندجمل̃ئΈی باشد، مثبت n اگر است. رˇشن ح΋م ِ اثبات باشد، صفر n اگر اثبات:

monnλ = QP. (1677)

این در است. صفر P (λ) یا است، صفر Q(λ) یا پس میشود. صفر λ ِ متغیر یِ ازا به چپ ِ طرف

را بالا یِ رابطه ِ دˇ-طرف میشود پس میشمارد. را P یِ ͳچندجمل̃ئ یا Q یِ ͳچندجمل̃ئ monλ صورت

کرد: تقسیم monλ بر

monn−1
λ = Q′ P ′, (1678)

(Q/monλ) با ′Qبرابر و Pاست با Pبرابر ′ یا Qاست، با ′Qبرابر و است (P/monλ) با Pبرابر ′ یا که

میشود. کامل n بر استقرا با اثبات است.

�

یِ ͳچندجمل̃ئ که ست ͳچندجمل̃ئ Έی P و َند متمایز ͳی اس΋الرها λk تا λ1 گیرم :493 یِ قضیه

با M

M =

k∏
i=1

monni

λi
(1679)

که هستند α ِ ناصفر ِ اس΋الر و mk تا m1 یِ ͳنامنف ِ ΀صحی یِ عددها صورت این در میشمارد. را

P = α

k∏
i=1

monmi

λi
, (1680)

است. ni از نابزرگتر mi ها i یِ همه یِ ازا به و
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می΋نم. تعریف چنین را P ′ است. ناصفر P اثبات:

P ′ = P/[gcd(P,monnk

λk
)]. (1681)

با Q یِ ͳچندجمل̃ئ P ′ یِ ͳچندجمل̃ئ ،490 یِ قضیه ِ طبق

Q =

k−1∏
i=1

monni

λi
(1682)

و است، nk از نابزرگتر که mkهست یِ ͳنامنف ِ ΀صحی ِ عدد Έی ،492 یِ قضیه ِ طبق میشمارد. را

gcd(P,monnk

λk
) = monmk

λk
. (1683)

کرد. کامل k بر استقرا با را اثبات م�ͳشود حالا

�

Έی ِشان مشترک یِ شمارنده بزرگترین اگر َند، اول هم به نسبت Pk تا P1 یِ چندجمل̃ئیها میΎویند

که است این بالا یِ قضیه یِ نتیجه Έی باشد.

با Pk تا P1 صورت این در َند. متمایز ͳی اس΋الرها λk تا λ1 گیرم :494 یِ قضیه

Pi =

 k∏
j=1

mon
nj

λj

 /monni

λi
. (1684)

َند. اول هم به نسبت monmµ و monnλ آنΎاه باشند، متمایز µ و λ اگر جمله از َند. اول هم به نسبت

⋆

جایΎشت 78

است: N در n

وارون- N در باشد، F(N;N) در σ اگر است، (یnΈ-جایΎشت) ͳتای n ِ جایΎشت Έی σ میΎویم

ͳسادِگ به ست)، عضوی n) است باپایان Nn که این از باشد. ͳهمان res(σ;N\Nn) و باشد، پذیر

میشود نتیجه

این صورت این در ست. ͳهمان res(f ;N\Nn) و است F(N;N) در f گیرم :495 یِ قضیه

َند. همى˘رز گزاره سه
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ست. پوشا N در f a

است. Έبه-ی-Έی f b

است. وارون-پذیر N در f c

⋆

می΋نم تعریف و میدهم نشان Sn با را n-جایΎشتها یِ همه یِ مجموعه

S =
∪
n∈N
Sn. (1685)

Έی σ که هست، n یِ ͳطبیع ِ عدد Έی ͳیعن این باشد. S در σ اگر است، جایΎشت Έی σ میΎویم

است. n-جایΎشت

میشود دیده ͳسادِگ به

است. n! با برابر Sn یِ اعضا ِ تعداد :496 یِ قضیه

⋆

است، وارون-پذیر ِ نΎاشت Έی وارون-پذیر، ِ نΎاشت دˇ (ِ (ترکیب ِ ِ-ضرب حاصل- که این از

میشود نتیجه

:497 یِ قضیه

است. Sn در هم (σ τ) آنΎاه باشند، Sn در τ و σ اگر a

است. S در هم (σ τ) آنΎاه باشند، S در τ و σ اگر b

⋆

داد نشان میشود ͳسادِگ به همچنین،

یِ همه در چپ از σ ِ ضرب از صورت این در است. n-جایΎشت Έی σ گیرم :498 یِ قضیه

در راست از σ ِ ضرب از میئایند. دست به بار Έی فقط و Έی Sn یِ اعضا از Έی هر ،Sn یِ اعضا

میئایند. دست به بار Έی فقط و Έی Sn یِ اعضا از Έی هر هم، Sn یِ اعضا یِ همه

⋆

است.) درست ی گروه هر یِ برا ح΋م این واق΄ (در
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َند: متمایز و اند N در j و i

یِ اعضا یِ بقیه و می΋ند، تبدیل i به را j می΋ند، تبدیل j به را i که می΋نم تعریف ی جایΎشت را θi j

میشود دیده ͳسادِگ به نمیدهد. تغییر را N

:499 یِ قضیه

θj i = θi j . (1686)

(θi j)
2 = 1. (1687)

(θi j)
−1 = θi j . (1688)

⋆

نوشت. ها θi j از ی ِ-ضرب حاصل- ِ ش΋ل به میشود را جایΎشت هر :500 یِ قضیه

از ی ِ-ضرب حاصل- ِ ش΋ل به میشود را ی n-جایΎشت هر میدهیم نشان n بر استقرا با اثبات:

ست ͳهمان ͳتای΋ی ِ تنها-جایΎشت است: رˇشن ح΋م یِ ͳدرست باشد، Έی n اگر نوشت. ها θi j

Έی را σ است. درست m با برابر n یِ برا ح΋م گیرم ها). σi j از تا صفر ِ ِ-ضرب (حاصل-

m-جایΎشت Έی σ آنΎاه باشد، (m + 1) با برابر σ(m + 1) اگر میΎیرم. m)-جایΎشت + 1)

نیست. (m + 1) با برابر k و است k با برابر σ(m + 1) نَ، اگر است. درست یˆش برا ح΋م و است

ی ِ-ضرب حاصل- ِ ش΋ل به را آن میشود و است m-جایΎشت Έی [θ(m+1) k σ] صورت این در

ِ ش΋ل به میشود هم را σ میشود نتیجه (499 یِ قضیه از استفاده با (و اینجا از نوشت. ها θi j از

نوشت. ها θi j از ی ِ-ضرب حاصل-

�

می΋نم. تعریف θ[α−(1/2)] [α+(1/2)] با برابر را θα

نوشت. θα یِ جایΎشتها از ی حاصل�ِضرب ِ ش΋ل به میشود را جایΎشت هر :501 یِ قضیه

i کلیت از کاستن ِ بدون شود. ثابت ها θi j یِ برا ح΋م ست ͳکاف ،500 یِ قضیه به توجه با اثبات:

میشود دیده ͳسادِگ به میΎیرم. j از کوچ΋تر را

θi j = θi+(1/2) · · ·θj−(1/2) · · ·θi+(1/2). (1689)

�

ِ جایΎشت البته (و ساده ِ جایΎشت (n−1) ِ ترکیب با میشود را n-جایΎشتها یِ همه میΎوید قضیه این
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ساخت. (ͳهمان

میشود دیده ͳسادِگ به

:502 یِ قضیه

θi−(1/2) θi+(1/2) θi−(1/2) = θi+(1/2) θi−(1/2) θi+(1/2). (1690)

θα θβ = θβ θα, |β − α| > 1. (1691)

⋆

می΋نم تعریف اند. گویا) یِ عددها یِ مجموعه (مثلَن F ِ بیپایان ِ هیئت Έی در xk تا x1

vak(x1, . . . , xk) = (xk − x1) · · · (xk − xk−1). (1692)

vank(x1, . . . , xk) = va2(x1, x2) · · · vak(x1, . . . , xk). (1693)

میشود دیده ͳسادِگ به

صورت این در است. k از کوچ΋تر n و است n-جایΎشت Έی σ گیرم :503 یِ قضیه

vak[xσ−1(1), . . . , xσ−1(k)] = vak(x1, . . . , xk). (1694)

⋆

همچنین،

صورت، این در َند. متمایز xk تا x1 گیرم :504 یِ قضیه

vank(x1, . . . , xk) ̸= 0. (1695)

باشد، k از نابزرگتر n و باشد n-جایΎشت Έی σ این بر علاوه اگر

vank[xσ−1(1), . . . , xσ−1(k)]

vank(x1, . . . , xk)
= ±1. (1696)

است. xk تا x1 ِ مقدار و k از مستقل بالا ِ عبارت ِ راست ِ طرف همچنین،

یِ برا نیستند. صفر چپ ِ طرف یِ سازنده یِ عاملها از Έی Ϳهی که است آن از ͳناش (1695) اثبات:

باشد. k از نابزرگتر j و j از کوچ΋تر i که میΎیرم چنان را j و i یِ ͳطبیع یِ عددها ،(1696) ِ اثبات

از کوچ΋تر σ−1(i) اگر دارد. [xσ−1(j) − xσ−1(i)] ِ عامل Έی (1696) ِ چپ ِ طرف ِ صورت
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σ−1(j) از بزرگتر σ−1(i) اگر دارد. [xσ−1(j) − xσ−1(i)] ِ عامل Έی هم مخرج باشد، σ−1(j)

عامل آن ِ خُد صورت، در عامل هر با متناظر پس دارد. [xσ−1(i)−xσ−1(j)] ِ عامل Έی مخرج باشد،

به عامل، آن یِ قرینه یا میشود ظاهر مخرج در عامل آن ِ خُد که این و است، مخرج در عامل آن یِ قرینه یا

ی تعداد و (+1) ی تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- (1696) ِ چپ ِ طرف پس ندارد. ͳΎ̃بست ها xi ِ مقدار

از استفاده با ندارد. ͳΎ̃بست هم ها xi ِ مقدار به نتیجه این و میشود، (±1) َش حاصل که است، (−1)

میشود دیده ضمنَن ،503 یِ قضیه

vank[xσ−1(1), . . . , xσ−1(k)] = vann[xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)] van+1(x1, . . . , xn+1)

· · · vak(x1, . . . , xk), (1697)

میدهد نتیجه که

vank[xσ−1(1), . . . , xσ−1(k)]

vank(x1, . . . , xk)
=

vann[xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)]

vann(x1, . . . , xn)
. (1698)

نشود). n از کوچ΋تر k که آنجا تا (البته ندارد ͳΎ̃بست k به (1696) ِ چپ ِ طرف پس

�

می΋نیم. تعریف چنین را (σ ِ جایΎشت ِ (علامت sgnσ قضیه، این از استفاده با

vank[xσ−1(1), . . . , xσ−1(k)] = sgnσ vank(x1, . . . , xk). (1699)

از ی بعض اگر البته َند. متمایز ͳی اس΋الرها xk تا x1 و است، n از ناکوچ΋تر یِ ͳطبیع ِ عدد Έی k

و َند صفر رابطه این ِ دˇ-طرف حالت این در اما است. درست بالا یِ رابطه هم باشند برابر هم با ها xi

فرد و باشد؛ 1 با برابر sgnσ اگر است، زُج σ ِ جایΎشت میΎویند کرد. تعیین را sgnσ نمیشود آن از

باشد. (−1) با برابر sgnσ اگر است،

صورت، این در َند. جایΎشت دˇ τ و σ گیرم :505 یِ قضیه

sgnτ σ = sgnτ sgnσ. (1700)
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صورت، این در َند. n-جایΎشت دˇ τ و σ گیرم اثبات:

sgnτ σ vann(x1, . . . , xn) = vann[xσ−1 τ−1(1), . . . , xσ−1 τ−1(n)],

= sgnτ vann[xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)],

= sgnτ sgnσ vann(x1, . . . , xn), (1701)

میشود. نتیجه آن از ح΋م که

�

است. این قضیه این یِ ساده یِ نتیجه Έی

آنΎاه باشد، یΈجایΎشت σ اگر همچنین، است. (+1) ͳهمان ِ جایΎشت ِ علامت :506 یِ قضیه

sgnσ−1 = sgnσ. (1702)

⋆

:507 یِ قضیه

sgnθα
= −1. (1703)

sgnθi j
= −1. (1704)

آن مخرج و صورت ِ تنها-تفاوت ،(1696) ِ چپ ِ طرف در که است آن از ͳناش (1703) اثبات:

هم (1704) عامل. این یِ قرینه مخرج در و شده ظاهر [xα−(1/2) − xα+(1/2)] صورت در که است

میشود. نتیجه ،(1703) البته و ،505 یِ قضیه و (1689) از ͳسادِگ به

�

میشود دیده ͳسادِگ به سرانجام،

صورت، این در است. جایΎشت Έی σ گیرم :508 یِ قضیه

است. (−1) ِ برابر sgnσ آنΎاه باشد، ها θi j از ی فرد ِ تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر σ اگر a

است. (+1) ِ برابر sgnσ آنΎاه باشد، ها θi j از ی زُج ِ تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- با برابر σ اگر b

-ِ حاصل- با هم باشد، برابر ها θi j از ی فرد ِ تعداد ِ ِ-ضرب حاصل- با هم σ نیست مم΋ن c

باشد. برابر ها θi j از ی زُج ِ تعداد ِ ضرب
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⋆

مم΋ن اَش. سازنده یِ ها θi j ِ تعداد ِ زُج�-یافرد-بودن ͳیعن جایΎشت، Έی ِ زُج�-یافرد-بودن پس

با باشد برابر حال ان هم در و ها، θi j از تا m ِ ِ-ضرب حاصل- با باشد برابر جایΎشت Έی است

است. زُج (n−m) اما نباشد، برابر n با m است مم΋ن ها. θi j از تا n ِ ِ-ضرب حاصل-



۴٠۵ � مرج΄ چند 79

17

B ِ پیوست

مرج΄ چند 79

کتاب. ین هم ͳیعن [0] بخش، این در

آن ِ ΀سط البته .(5 و 3 و 2 یِ (فصلها است هیئت و گروه یِ باره در ی مطالب ِ شامل جمله از [1]

رفته. کار به [0] در که است ی چیز از بالاتر ی خیل ،[1] در مطالب

ی خیل آن ِ ΀سط البته که ،(2 ِ جلد ِ 5 تا 1 یِ (فصلها دارد ͳخط ِ جبر یِ باره در هم ͳی چیزها [2]

است. [0] ِ ΀سط از پایینتر

است. ͳخط ِ جبر ِ استاندارد یِ ͳدرس ِ کتاب Έی [3]

که است این جبر یِ بنیادی یِ (قضیه است. جبر یِ بنیادی یِ قضیه ِ اثبات ِ شامل جمله از [4]

ِ هیئت میشود نتیجه این از دارد. ریشه Έی ِ-کم دست- ناثابت، ِ مختلط یِ ͳچندجمل̃ئ هر

است.) جبری-بسته مختلط یِ عددها

در 1 یِ گزاره جمله از است. انتخاب ِ اصل با همى˘رز یِ گزارِها یِ باره در ͳی مرجعها ِ شامل [5]

است. [5] در 78 و 42 یِ صفح̃ها در 109 ِ ش΋ل ان هم ،[0]
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یِ گزاره ِ اثبات و بیان ویژه، به است. هیئت Έی ِ گسترش یِ باره در ی مطالب ِ شامل جمله از [6]

یافت. [6] از (I ِ (فصل 3 ِ بخش در میشود را [0] در 2

[1] I. N. Herstein; “Topics in algebra”, 2nd edition (John Wiley & Sons, 1975)

[2] Tom, M. Apostol; “Calculus”, 2nd edition (John Wiley & Sons, 1967)

[3] Kenneth Hoffman & Ray Kunze; “Linear algebra”, 2nd edition (Prentice

Hall, 1971)

[4] James Ward Brown & Ruel V. Churchill; “Complex variables and appli-

cations”, 6th edition (McGraw-Hill, 1996)

[5] Paul Howard & James E. Rubin; “Consequences of the axiom of choice”,

(The American Mathematical Society, 1998)

[6] Patrick Morandi; “Fileds and Galois theory”, (Springer, 1996)
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نروژی) یِ (ریاضͳ-پیشه آبِل

Niels Henrik Abel (1829 تا 1802) آبِل Έه̃نری نیلس

فرانسوی) یِ اˡرمیت(ریاضͳ-پیشه

Charles Hermite (1901 تا 1822) اˡرمیت شَرل

(ͳیونان یِ اقلیدس(ریاضͳ-پیشه

Euclid (Eukleides) (300 BEC) اˡکل̃یدِس

(ͳای΋امری-ͳآلمان-ͳسویس یِ (فیزیΈ-پیشه اَینشْتَین

Albert Einstein (1955 تا 1879) اَینشْتَین آلبِرت

(ͳبریتانیای یِ (ریاضͳ-پیشه ت̃یل̃ر

Brook Taylor (1731 تا 1685) ت̃یل̃ر بˉروک
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فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه دِکَرت

René Descartes (1650 تا 1596) دِکَرت رˇنه

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه ژُردان

Marie-Ennemond Camille Jordan (1922 تا 1838) ژُردان ͳکَمی اˡنُمˇن مˆری�ــ�

(ͳآلمان یِ شْمیت(ریاضͳ-پیشه

Erhard Schmidt (1959 تا 1876) شْمیت اˡرهارد

(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه کْر̶ن΋̃̃ر

Leopold Kronecker (1891 تا 1823) کْرˇن΋̃̃ر ل̃ى˙پˇلد

(ͳبریتانیای یِ (ریاضͳ-پیشه ͳک̃یل

Arthur Cayley (1895 تا 1821) ͳک̃یل آرتور

(ͳآلمان یِ گاؤس(ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه

Karl Friedrich Gauss (1855 تا 1777) گاؤس فْریدریش کارل

(ͳدانمارک یِ (ریاضͳ-پیشه گْرام

Jørgen Pedersen Gram (1916 تا 1850) گْرام پِدِرس̃ن یˇرگ̃ن

ایتالیایͳ-فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه لΎَرانژ

Joseph-Louis Lagrange (1813 تا 1736) لΎَرانژ ͳژُزِف-لوی

(ͳبریتانیای یِ (فیزیΈ-پیشه�-ریاضͳ-پیشه نیوتُن

Isaac Newton (1727 تا 1642) نیوتُن آیزاک

(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه هام̃ل

Georg Hamel (1954 تا 1877) هام̃ل گ̃ى˙رگ

ایرلندی) یِ (ریاضͳ-پیشه هˆمیلت̃ن

William Rowan Hamilton (1865 تا 1805) هˆمیلت̃ن روؤان ویلیام

(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه ی̶ردان

Wilhelm Jordan (1899 تا 1842) یˇردان ویلهِلم



B ِ پیوست ۴٠٨

ͳلیسΎان به ͳفارس یِ واژه-نامه 81

ست. من-دراوردی ͳلیسΎان یِ واژه ͳیعن ⊚⊚⊚

Abel آبِل

Abelian ͳآبِل

union اجتماع

contraction ادغام

Hermite اˡرمیت

Hermitian ͳرمیتˡا

Hermitianized ⊚⊚⊚ اˡرمیتͳ-شده

essence ⊚⊚⊚ اساس

linear independence ͳخط ِ استقلال

scalar اس΋الر

intersection اشتراک

axiom of choice انتخاب ِ اصل

projection اف΋نش

Euclid اقلیدس

Euclidean ͳاقلیدس

adjoint ͳالحاق

algorithm الΎریتم

prime اول

Einstein اَینشْتَین

finite باپایان

finite-dimensional باپایان-بˇعدی
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reflexive ⊚⊚⊚ ͳبازتاب

remainder باقͳ-مانده

upper-triangular ͳبالا-مثلث

superscript بالانویس

part بخش

real part ͳحقیق ِ بخش

imaginary part ͳمˇهوم ِ بخش

divisibility بخش-پذیری

trivial ͳبدیه

vector بردار

column vector ͳستون ِ بردار

involution برگشت

greatest common divisor مشترک یِ شمارنده بزرگترین

algebraic closure جبری ِ بستار

closed بسته

Taylor expansion ت̃یل̃ر ِ بسط

dimension بˇعد

block Έُبل

block-diagonal بلͳ΋ُ-قطری

block-upper-triangular ͳبالا-مثلث-ͳ΋ُبل

block-lower-triangular ͳپایین-مثلث-ͳ΋ُبل

block-triangular ͳمثلث-ͳ΋ُبل

fundamental بنیادی

normal بهنجار

infinite بیپایان
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infinite-dimensional بیپایان-بˇعدی

anitiHermitian ͳرمیتˡپادا

antilinear ⊚⊚⊚ ͳپادخط

antisymmetric پادمتقارن

antisymmetrizer پادمتقارنΎر

basis پایه

lower-triangular ͳپایین-مثلث

distributivity ͳپخش

pullback پسار

nilpotent پوچ-نوان

nilpotency ⊚⊚⊚ ͳپوچ-توان

nullity ⊚⊚⊚ ͳپوچ

onto, surjective پوشا

span پهنه

pushforward پیشران

function تاب΄

permutation function ⊚⊚⊚ جایΎشت ِ تاب΄

signed permutation function ⊚⊚⊚ علامتدار ِ جایΎشت ِ تاب΄

functional ͳتابع

tensor تانسˇر

transformation تبدیل

similarity-transformed ⊚⊚⊚ ِ-تشابهͳ-یافته تبدیل-

decomposition تجزیه
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restriction تحدید

transpose ترانهاده

composition of functions تابعها ِ ترکیب

linear combination ͳخط ِ ترکیب

similarity ͳتشابه

image تصویر

normal projection قائم ِ تصویر

generalized تعمیم-یافته

singular ت΋ین

correspondence تناظر

Taylor ت̃یل̃ر

commutator جابِجاگر

commutative ͳجابِجای

permutation جایΎشت

algebra جبر

algebraic جبری

algebraically-closed جبری-بسته

separable ͳجداشدن

addition جم΄

particular solution خاص ِ جواب

general solution ͳکل ِ جواب

left چپ

polynomial ͳچندجمل̃ئ



B ِ پیوست ۴١٢

generalized polynomial تعمیم-یافته یِ ͳچندجمل̃ئ

minimal polynomial کمین یِ ͳچندجمل̃ئ

characteristic polynomial مشخصه یِ ͳچندجمل̃ئ

multilinear ͳچند-خط

multipseudolinear ⊚⊚⊚ ͳخط-ِ چند-شبه-

sum ِ-جم΄ حاصل-

direct sum مستقیم ِ ِ-جم΄ حاصل-

product ِ-ضرب حاصل-

exterior product ͳبرون ِ ِ-ضرب حاصل-

tensor product تانسˇری ِ ِ-ضرب حاصل-

inner product ͳدرون ِ ِ-ضرب حاصل-

Cartesian product ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل-

wedge product ͳگُوِئ ِ ِ-ضرب حاصل-

volume حجم

algebraic volume جبری ِ حجم

real ͳحقیق

quotient ِ-قسمت خارج-

particular خاص

well-defined خُش-تعریف

linear ͳخط

linearly-independent خطͳ-مستقل

linearly-dependent خطͳ-وابسته
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domain دامنه

effective domain ⊚⊚⊚ مئثر یِ دامنه

determinant دترمینان

system دستΎاه

apology دفاع

Descartes دِکَرت

arbitrary دلبخاه

Kronecker delta کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا

bilinear ͳدˇ-خط

two-pseudoform ⊚⊚⊚ ِ-فرم دˇ-شبه-

two-form دˇ-فرم

dual دˇگان

right راست

rank رتبه

trace رد

class رده

Gauss-Jordan method یˇردان گاؤس�- ِ روش

Gram-Schmidt Process شْمیت گْرام�- ِ روش

pair (ͳدˇتای) زُج

even فرد) ِ (متضاد زُج

subcolumn زیرستون

subspace زیرفضا

vector subspace برداری یِ زیرفضا
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linear subspace ͳخط یِ زیرفضا

submatrix زیرماتریس

subset زیرمجموعه

subscript زیرنویس

Jordan ژُردان

Jordan-decomposible ⊚⊚⊚ ژُردان-تجزیه-پذیر

Jordanizer ⊚⊚⊚ ژُردانیΎر

simple ساده

compatible سازگار

column ستون

row سطر

index شاخص

PseudoEuclidean ͳاقلیدس-ِ شبه-

real form ͳحقیق-ِ ش΋ل-

pseudolinear ⊚⊚⊚ ͳخط-ِ شبه-

pseudotwo-form ⊚⊚⊚ ِ-دˇ-فرم شبه-

semisimple ِ-ساده شبه-

pseudoinner product ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه-

pseudoform ⊚⊚⊚ ِ-فرم شبه-

pseudometric Έمتری-ِ شبه-

positive semidefinite ِ-معین-مثبت شبه-

negative semidefinite ͳمعین-منف-ِ شبه-
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pseudounitary ͳان΋ی-ِ شبه-

associative شرکت-پذیر

Jordan form ژُردان ِ ش΋ل

divisor شمارنده

common divisor مشترک یِ شمارنده

Schmidt شْمیت

zero صفر

multiplication ضرب

exterior product ͳبرون ِ ضرب

tensor product تانسˇری ِ ضرب

inner product ͳدرون ِ ضرب

Cartesian product ͳدِکَرت ِ ضرب

natural ͳطبیع

integer ΀صحی ِ عدد

operation عمل

elementary operation ⊚⊚⊚ ͳمقدمات ِ عمل

operator عملΎر

normal عمود

matrix element ͳماتریس ِ عنصر

sign علامت

sign of the permutation جایΎشت ِ علامت
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odd فرد

space فضا

vector space برداری یِ فضا

quotient space ِ-قسمت خارج- یِ فضا

linear space ͳخط یِ فضا

Einstein’s summation convention اَینشْتَین ِ ِ-جم΄ قرارداد-

theorem قضیه

fundamental theorem of algebra جبر یِ بنیادی یِ قضیه

Cayley-Hamilton theorem هˆیملت̃ن -�ͳک̃یل یِ قضیه

diagonal قطری

diagonalizable ͳقطری-شدن

diagonalizer قطریΎر

Kronecker کْرˇن΋̃̃ر

general ͳکل

minimal کمین

Cayley ͳک̃یل

Gauss گاؤس

Gram گْرام

group گروه

extension گسترش

algebraic extension جبری ِ گسترش

extended گسترش-یافته
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wedge گُوه

rational گویا

logarithm لΎاریتم

logarithmable ⊚⊚⊚ لΎاریتم-پذیر

Lagrange لΎَرانژ

matrix ماتریس

column matrix ͳستون ِ ماتریس

row matrix سطری ِ ماتریس

elementary matrix ⊚⊚⊚ ͳمقدمات ِ ماتریس

unit matrix واحد ِ ماتریس

unit matrix ی΋ه ِ ماتریس

component مئلفه

metric Έمتری

orthogonal متعامد

symmetric متقارن

symmetrizer متقارنΎر

parallelepiped متوازی�السطوح

positive مثبت

triangular ͳمثلث

set مجموعه

unknown مجهول

support محمل

complex مختلط
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complexified مختلط-شده

conjugate مزدوج

independent مستقل

common مشترک

characteristic مشخصه

projection مˇصˆوِر

equation معادله

positive definite معین-مثبت

negative definite ͳمعین-منف

core ⊚⊚⊚ مغزی

elementary ⊚⊚⊚ ͳمقدمات

volume complement ⊚⊚⊚ ͳحجم ِ م΋مل

negative ͳمنف

imaginary ͳمˇهوم

nonsingular نات΋ین

nonsemisimple ِ-ساده ناشبه-

nonzero ناصفر

nondiagonal ناقطری

nonpositive نامثبت

nonnegative ͳنامنف

invariant ناوردا

signature نشانΎان

mapping نΎاشت

matrix representation ͳماتریس ِ نمایش
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exponential ͳنمای

exponentiable ⊚⊚⊚ نمایͳ-پذیر

Newton نیوتُن

dependent وابسته

linear dependence ͳخط یِ ͳΎ̃وابست

unit واحد

inverse وارون

right inverse راست ِ وارون

invertible وارون-پذیر

eigenvector ویژه-بردار

generalized eigenvector تعمیم-یافته ِ ویژه-بردار

eigenspace ویژه-فضا

generalized eigenspace تعمیم-یافته یِ ویژه-فضا

eigenvalue ویژه-مقدار

Hamel هام̃ل

kernel هسته

kernel-separable ⊚⊚⊚ هسته-جدا

equivalence همئرزی

identity ͳهمان

covector همبردار

symplectic همتافته

homomorphism ͳهمریخت

homogeneous همΎن
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Hamilton هˆمیلت̃ن

field هیئت

Jordan یˇردان

unitary ͳان΋ی

one-to-one, injective Έبه-ی-Έی

isomorphic ی΋ریخت

isomorphism ͳریخت΋ی

unit ی΋ه

unimodular ی΋ه

orthonormal ی΋ه-متعامد
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